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PRÉFACE 


Dans  le  domaine  mathématique,  les  diverses  disciplines 
tendent  sans  cesse  à  se  compénétrer.  Plus  une  théorie  se 
développe,  et  plus  nombreux  sont  les  points  de  contact,  les 
relations,  les  analogies  que  l'on  découvre  entre  elle  et  des 
branches  qui,  jusque-là,  lui  semblaient  étrangères.  Ainsi, 
les  progrès  de  la  Science  mathématique,  loin  de  lui  faire 
perdre  son  caractère  d'unité,  resserrent  les  liens  entre  ses 
diverses  parties.  C'est  là  un  fait  capital,  qui  s'est  affirmé 
surtout  au  cours  du  dernier  siècle,  et  qui,  sans  doute,  aidera 
désormais  à  réaliser  de  nouvelles  découvertes. 

Mais,  en  même  temps,  la  Science  dont  nous  parlons  gagne 
chaque  jour  en  étendue  comme  en  profondeur.  Que  le  monde 
de  la  nature  contraigne  le  géomètre  à  se  poser  certains  pro- 
blèmes, ou  qu'ils  naissent  de  ses  libres  conceptions,  ils 
surgissent  de  tous  cotés  :  chaque  question  résolue  en  pro- 
voque cent  autres,  qui,  à  leur  tour,  sont  l'occasion  de  nou- 
velles recherches.  La  floraison  est  telle  que  l'on  se  demande 
si  une  même  intelligence  pourra  longtemps  encore  embrasser 
sérieusement,  même  sans  les  approfondir,  toutes  les  parties 
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d'un  domaine  si  vaste,  bien  f|ue  cluique  progrès  effectif  soit 
accompagné  d'ordinaire  de  la  découverte  de  procédés  plus 
rigoureux  et  de  méthodes  plus  simples. 

Dès  lors,  si  l'étudiant  comprend  que  l'unité  de  la  Science 
mathématique  lui  défend  de  s'enfermer  trop  lot  dans  des 
recherches  spéciales,  auxquelles  fatalement,  un  joui-,  il  devra 
se  livrer,  s'il  lui  faut  acquérir  d'abord  des  vues  d'ensemble, 
il  sent  aussi  qu'il  est  imprudent  de  s'attarder  en  chemin  : 
il  y  a  des  étapes  qu'il  doit  rapidement  enlever. 

A  ce  titre,  on  peut  regarder  comme  de  quelque  utilité  les 
Ouvrages  didactiques  qui  préparent  la  lecture  de  nos  grands 
traités  d'Analyse  et  des  Mémoires  originaux,  en  groupant 
les  matières  éparses  dans  de  nombreux  Volumes,  en  les 
résumant,  en  les  simplifiant,  en  les  isolant  de  questions  plus 
complexes. 

Celui-ci  est  consacré  à  l'étude  des  fonctions  analytiques. 
Cette  théorie  est  sans  conteste  l'une  des  découvertes  les  plus 
brillantes  du  xix"  siècle.  En  germe  dans  les  écrits  de  Gauss, 
créée  par  Cauchy,  Weierstrass,  Riemann,  elle  est  devenue 
entre  leurs  mains,  et  celles  de  leurs  continuateurs,  un  mer- 
veilleux instrument  :  elle  a  ouvert  à  l'Analyse  des  voies 
toutes  nouvelles,  et  elle  semble  lui  promettre  encore,  dans 
un  prochain  avenir,  de  magnifiques  conquêtes. 

Souvent,  elle  a  permis  de  résoudre  des  problèmes  difficiles 
par  des  méthodes  très  simples;  mais  parfois  l'on  s'y  heurte 
à  des  questions  délicates.  Aussi,  pour  laisst'r  à  cet  Ouvrage 
son  caractère  élémentaire,  et  néanmoins  ne  pas  tromper 
le  lecteur  sur  la  conq^lexité  des  questions  (ju'il  touche,  il  a 
paru  bon  de  réserver  pour  le  texte  les  propositions  les  plus 
simples,  et  de  renvoyer  les   autres  à   des   noies.    Dans  ces 
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notes,  nombreuses  et  denses,  sont  signalées  les  difficultés 
que  les  problèmes  soulèvent  ou  les  généralisations  intéres- 
santes; on  y  trouvera  parfois  une  orientation  vers  leur  solu- 
tion, toujours  des  renseignements  bibliographiques  permet- 
tant de  recourir  aux  sources  :  ainsi  elles  serviront  de  guide 
et  de  répertoire  élémentaire  pour  les  recherches. 

Il  a  également  paru  bon,  pour  rendre  aux  débutants  la 
lecture  plus  aisée,  de  rédiger  les  premiers  Chapitres  de  telle 
façon  qu'il  soit  possible,  sans  grand  inconvénient,  d'inter- 
vertir l'ordre  dans  lequel  ils  sont  placés.  Plusieurs  para- 
graphes s'y  présentent  même  comme  de  brèves  monogra- 
phies, qui  pourraient  être  détachées  du  texte. 
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INTRODUCTION 


SECTION  I. 

LES    FONCTIONS    EN    GÉNÉRAL. 


§  I.  —  Préliminaires. 

1.  L'idée  de  nombre  et  la  notion  de  fonction  sont  ;'i  la  base  de 
l'Analyse. 

On  a  d'abord  considéré  le  nombre  entier  positif  (').  Aussi  les 
premiers  Chapitres  de  la  Science  mathématique  sont-ils  consacrés 
à  l'étude  des  propriétés  du  nombre  entier,  par  suite  à  l'Arilhnié- 
lique  et  à  l'Algèbre  (-).  A  leur  domaine,  on  rattache  les  fondions 
entières  de  variables  entières  et  positives,  à  coefficients  entiers  et 


(")  «  Le  seul  objet  propre  de  la  pensée  mathématique,  c'est  le  nombre  entier 
positif.  C'est  le  monde  extérieur  qui  nous  a  imposé  le  continu,  que  nous  avons 
inventé  sans  doute,  mais  qu'il  nous  a  forces  à  inventer.  Sans  lui,  il  n'y  aurait 
pas  d'analyse  infinitésimale;  toute  la  science  mathématique  se  réduirait  à  l'Arith- 
métique ou  à   la  Théorie  des  substitutions Sans   doute,  on   vous  dira  qu'en 

dehors  du   nombre  entier,   il   n'y  a    pas  de  rigueur  et,   par  conséquent,   pas  de 

vérité  mathématique Ne  soyons  pas  si  puristes  et  soyons  reconnaissants  au 

continu  qui,  si  tout  sort  du  nombre  entier,  était  seul  capable  d'en  faire  tant 
sortir.  »  Poincaré,  Sur  les  rapports  de  l'Analyse  pure  et  de  la  /'liysir/ue 
mathématique  {A.  M.,  t.  XXI,  p.  -ïjS). 

(^)  Cf.  INIoLK,  A.  M.,  t.  \T,  p.  2.  En  Algèbre,  le  procédé  le  plus  important  est 
le  calcul  littéral  :  son  emploi  même  est  si  général  qu"on  le  prend  souvent  comme 
synonyme  d'Algèbre. 

F.  ' 
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positifs,  car  réludc  de  pareilles  fonc.lions  rovienl  à  celle  de  sys- 
tèmes de  nombres  entiers  :  on  y  ramène  les  nombres  rationnels, 
positifs  ou  néyalifs,  car  une  égalité  contenant  des  nombres  ration- 
nels peut  être  transformée  en  égalité  éfpiivalente,  ne  renfermant 
que  des  entiers  positifs. 

En  Analyse,  on  envisage  aussi  les  nombres  irrationnels  (' ),  algé- 
briques ou  transcendants  (-),  et  les  grandeurs  continues.  Les  gran- 

(')  11  y  a  plusieurs  manières  de  présenter  la  dcfinilion  des  nombres  irralionncls 
(cf.  Encyklopâdie  der  tnathem.  Wissenschaften,  t.  I,  p.  53).  On  peut,  par 
exemple,  d'après  Dcdckind,  adopter  le  procédé  suivant  : 

I.  Séparons  les  nombres  rationnels  en  deux  rl;isscs  (  on  les  représentera  par  des 
petites  lettres  et  des  majuscules)  telles  (juc  :  i"  chaque  nombre  rationnel  appar- 
tienne à  l'une  des  deux  classes;  i°  chaque  nombre  A  de  l'une  des  classes  soit 
supérieur  à  un  nombre  quelconque  a  de  l'autre  classe;  3°  il  n'y  ait  pas  parmi  les 
nombres  de  la  classe  a  de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres,  et  parmi  les 
nombres  de  la  classe  A  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres. 

Cette  loi  de  séparation  servira  de  définition  à  un  nombre  irrationnel  a.  On  lui 
donnera  sa  place  dans  l'échelle  des  nombres  rationnels,  en  disant  que,  par  défi- 
nition, a  surpasse  les  nombres  rationnels  a  et  est  inférieur  aux  nombres 
rationnels  A.  On  comparera  deux  nombres  irrationnels  a(a,A),  p(6,B)  ainsi 
définis,  en  disant  que  a  est  plus  petit  que  p,  et  |â  plus  grand  que  a  (on  écrira 
a<  p,  p  >  a),  lorsque  chaque  nombre  a  est  inférieur  à  chaque  nombre  B. 

II.  Considérons  une  suite  illimitée  de  nombres  rationnels  ou  irrationnels  allant 
en  croissant  a„,  a,,  . . .,  a„,  . . .  tous  inférieurs  à  un  nombre  fixe  L.  A  cette  suite  cor- 
respond une  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  classes.  Les  uns  sur- 
passent tous  les  termes  de  la  suite;  je  les  appelle  A  et  je  représente  les  autres 
par  a  (notons  que,  dans  celte  suite  a,  il  n'y  a  pas  de  terme  supérieur  à  tous  les 
autres). 

Deux  cas  sont  possibles  :  i°  dans  la  suite  A,  il  n'y  a  pas  de  nombre  plus  petit 
que  tous  les  autres.  Alors  les  deux  suites  (a,  A),  jouissant  des  trois  propriétés 
énoncées  au  n°  I,  définissent  un  nombre  irrationnel  a.  On  dira  que  la  suite  donnée 
définit  aussi  ce  nombre  a;  2°  dans  la  suite  A,  il  y  a  un  terme  iiiininmm  A„.  La 
suite  donnée  définira  alors  le  nombre  A„  lui-même. 

Suivant  les  cas,  on  écrira  lima„=  a;  lima„=  A„. 

Réciproquement,  chaque  nombre  irrationnel  défini  par  le  premier  procédé  peut 
être  regardé  comme  déterminé  par  celte  suite  de  nombres  croissants. 

Ces  définitions  permettent  de  passer  à  celles  de  somme,  de  dilVérence,  de  pro- 
duit, de  quotient  de  deux  nombres  irrationnels,  et  d'étendre  à  ces  nombres  les 
règles  de  calcul  applicables  aux  nombres  rationnels  {cf.  Tanneuy,  Introduction 
à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable.  —  Stolz,  Allgenieine  Arithnictik,  etc.). 

(-)  l'ar  nombre  algébrique  on  entend  les  racines  des  équations  algébriques 
à  coefficients  entiers  (les  racines  des  équations  à  coefficients  algébriques  sont 
aussi  des  nombres  algébriques).  Aux  nombres  algèbri(|ucs  sont  oi)posés  les 
nombres  transcendants  :  par  exem|)le,  les  deux  nombres  fondamcnt;ui\  en 
Mathématiques,  e  et  -::,  sont  transf eudanls,  comme  l'ont  monlié  llcniiile  (1H73) 
tl  M.  Lindemann  (iH.Si)- 
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(loiirs  réelles,  associées  suivant  des  convcinions  délcrininécs,  con- 
duisent aux  grandeurs  complexes,  dont  on  peut  encore  rallaclicr 
la  définition  à  celle  des  congruences  de  module  x- -\-  i  ('). 
A  l'étude  du  nombre  se  joindra  celle  de  la  fonction. 

2.   La  notion  de  fonction  est  aujourd'hui  d'une  extrême  géné- 


(')  Les  nombres  imaginaires  ou  impossibles  furent  introduits  au  xvir  siècle 
pour  permettre  dans  tous  les  cas  la  résolution  des  équations  d'abord  du  second 
degré,  puis  du  troisième  et  du  quatrième  :  ils  permirent  à  Euler  de  découvrir  un 
lien  entre  les  fonctions  trigonométriques  et  l'exponentielle.  Les  doutes  relatifs 
à  la  légitimité  de  leur  emploi  cessèrent  après  les  résultats  obtenus  par  Gauss  (en 
Algèbre  et  dans  la  Théorie  des  nombres),  Abel  et  Jacobi  (dans  celle  des  fonc- 
tions elliptiques)  [cf.  Gauss,  Œuvres,  t.  III,  p.  3.  C'est  lui  qui  substitue  au  mot 
imaginaires   le    terme    plus    heureux    grandeurs    complexes    {Œuvres,   t.    II, 

P-  173)]- 

Cauchy  les  rattacha  d'abord  au  calcul  symbolique.  «  L'emploi  des  équations 
symboliques  est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les  calculs  et  d'écrire  sous  une 
forme  abrégée  des  résultats  compliqués  en  apparence...  »  (Résumés  de  Turin; 
Œuvres,  2'  série,  t.  X,  p.  116).  A  ce  point  de  vue  on  peut  relier  celui  d'Ha- 
milton  qui  regardait  les  imaginaires  comme  des  grandeurs  associées  soumises 
à  certaines  règles  de  calcul.  Cf.  aussi  Méray,  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse, 
t.  I,  Chap.  III.  «  Nous  considérerons  une  imaginaire  comme  constituée  par  la 
simple  association,  dans  un  ordre  déterminé,  de  deux  quantités  quelconques » 

Plus  tard,  Cauchy  ramena  leur  théorie  à  celle  des  congruences  (Sur la  théorie 
des  équivalences  algébriques  substituée  à  celle  des  imaginaires.  Exercices 
d'Analyse  et  de  Physique,  t.  IV,  p.  87;  1847)-  Deux  polynômes /( a: )  et  ç(x) 
sont  dits  congrus  ou  équivalents  suivant  le  module  g{x)  lorsque  leur  dillcrencc 
est  divisible  par  g{x).  D'après  la  notation  donnée  en  Arithmétique  par  Gauss, 
on  écrit 

f{x)  =  o{x)         [modgix)]. 

Des  congruences  algébriques  relatives  au  même  module  peuvent,  comme  les 
congruences  arithmétiques,  être  combinées  par  voie  d'addition  et  de  multipli- 
cation. Prenons  pour  module  x--i-i,  et  remplaçons  la  lettre  x  par  /,  qui  sera 
ainsi  une  quantité  réelle  indéterminée.  Un  polynôme  sera  congru  à  zéro  (une 
imaginaire  sera  nulle),  lorsque  le  nombre  a-t-/[3  obtenu  en  y  remplaçant  P 
par  —  I  sera  nul  pour  toute  valeur  de  i.  De  là  la  justification  de  toutes  les  règles 
de  calcul.  

De  là  aussi  l'cnifjloi  d'imaginaires  autres  que  \^ — i,  comme  on  le  fait  dans  des 
recherches  spéciales  d'Arithmétique  :  cela  revient  à  substiuicr  à  x--h  i  un  autre 
module  (cf.  iMolk,  A.  M.,  t.  VI,  p.  8). 

La  notion  de  nombre  complexe  a  encore  été  éclaircic  par  les  recherches  de 
Weierstrass  sur  les  nombres  complexes  à  n  unités  principales  (rtffutves.  t.  II, 
p.  3ii;  i883)  et  surtout,  depuis  que  .M.  Poincaré  a  ramené  leur  lliéoric  à  une 
question  concern:int  la  théorie  dos  groupes  (C.  li..  i8S^,  7'  semeslrc,  p.  -^^o.  — 
LiE-ScHEFKERS,   Voilesungcn  iiber  endliche  conlinuierliche  Grujt/ien.  p.  (iji). 

Cf.  aussi  Encyhlopudie  der  malhem.   M  iss,  nsrh.    1.  I,  p.  t ', - 


î  IMUODUCTION. 

rallié;  mais  c'est  par  une  série  (I"('v(ilulions  f|iic  l'on  est  arrivé 
à  celle  exlension  ('  ). 

On  est  j»;nli  cl'ex|>ressi()ns  ;ui;i1n  lii|iic-«  >iiii|iles,  el  île  combinai- 
sons simples  de  ces  expressions.  «  l.es  pieniiers  analystes,  dit 
Lagrange  (-),  n'avaient  en)|)lojé  le  mol  de  fonction  que  pour  dési- 
gner les  puissances  d'une  ménu'  (pimilih''.  ()n  en  a  ensuite  é'iendu 
la  slgnlficalion  à  toute  quantilé  formée  d'une  nianière  quelconque 
d'une  autre  quantité;  il  esl  aujourd'hui  ado|)té  j)our  exprimer  (pie 
la  valeur  d'une  i;randeur  d/'pr/ul  suivant  une  loi  déterminée  d'une 
ou  plusieurs  antres.  »  El  ailleurs,  ptécisaiit  ces  lois,  il  les  ramène 
prineipalemcnt  à  la  dérivation,  à  l'inlégralion,  et  au  dévelo[>pemenl 
en  série. 

C'était  liien  rid('e  d'Euler,  qui  rc^^^rdail  comme  une  fonction 
ce  qui  a  une  expression  anctlylifjue  clclerniinée  {^).  11  restrei- 
gnait, il  est  vrai,  celle  définition,  en  ajoutant  implicitement  des 
conditions  concernant  la  continuité  de  la  fonction,  l'existence  et 
la  continuité  des  dérivées.  C'est  que  les  fondions  s'introduisaient 
à  l'occasion  de  problèmes  pialiques  tirés  de  la  Géométrie,  de 
la  ^Iécani([ue  ou  de  la  Physique.  Leur  mise  en  équation  comme 
leur  solution  reposait  sur  des  hvpotlièses  regardées  peut-être 
comme  nécessaires,  alors  qu'elles  étaient  surtout  commodes  et 
approximativement  exactes.  La  conséquence  en  était  le  rejet  de 
fonctions  ne  jouissant  pas  des  propriétés  correspondantes,  comme 
de  créalions  purement  artificielles  ou  dont  on  n'avait  même  pas 
l'idée. 


(')  Lcibniz-el  les  IJcrnoulli  scnihlcnl,  les  premiers,  avoir  donné  à  ce  mol  une 
acception  large  (c/.  Liolvii.le,  J.  M.,  1S37,  p.  71). 

(')  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  (Œuvres,  l.  1\,  p.  9).  —  Sur  les  Ira- 
vaux  des  géomètres  du  xvni*  siècle,  cf.  Uicrtrand,  Calcul  clijfcrentiel  et  inté- 
gral, t.  I.  Préface,  p.  28  cl  suiv.  —  Lacuoix,  Calcul  différentiel  et  intégral,  :•.'  édi- 
tion, t.  1.  Préface  (1810).  (On  peut  considérer  cet  Ouvrage  comme  résumant  Lion 
l'analyse  ancienne,  celle  qui  a  précédé  les  travaux  de  Caucliy  et  d'Ahcl.) 

(')  Functio  quantitatis  variabilis  est  expressio  analyticu  quoniodocumque 
coiiijiosila  ex  illa  quanlitate  variabili.  Il  donne  comme  evemplos  :  rt-+-3c, 
nz  —  !\zz,  az  -■.--  b\/lui  —  zz,  C,  elc.  {Introductio  in  Annlysim,  édition  de  1797, 
p.  V)-  I''>croi\  délinil  la  fonction  «  toute  <|uantilé  dont  la  valiiir  dépend  d'une 
nu  de  plusieurs  autres,  qu'on  sache  ou  qu'on  ignore  par  quelles  «qiérations  il 
faut  passer  pour  remonter  de  celles-ci  à  la  première....  Ainsi...  la  racine  d'une 
éiiualion  du  riiiqiiii  mm-  lii-rn-..  «^1  fimcliciii  dr^  i-niriiciriils  de  l'/'ijual  ion  » 
(I.    I,    p.   1). 
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Néanmoins,  ce  lui  à  Toccasion  d'une  (jtioslion  «le  I*li\si(juo  nui- 
lliémali([ne,  lors  de  la  fameuse  discussion  relalive  au  problème  des 
cordes  vibrantes  (n"  83),  que  l'idée  de  fonction  s'élargit  et  que 
l'étude  des  fonctions  discontinues  se  développa.  A  ces  progrès, 
Fourier  et  Diriclilct  eurent  une  grande  part. 

Citons  aussi  Cauclij  et  Riemann.  Ce  dernier  insi>l<'  sur  ce  qu'une 
théorie  des  fonctions  en  doit  donner  la  figuration,  indépendam- 
ment d'une  méthode  permettant  de  les  déterminer  par  des  opé- 
rations exécutées  sur  les  grandeurs  ('). 

Ces  travaux  conduisaient  à  ne  plus  faire  dépendre  l'existence 
d'une  fonction  de  la  préexistence  d'une  expression  analytique. 
Ainsi,  la  définition  d'Euler  se  trouvait  trop  étroite;  car  à  des 
conceptions  possibles  et  même  très  importantes  peuvent  corres- 
pondre des  fonctions  n'ayant  pas  d'expression  anuljtique  unique 
dans  tout  leur  domaine  d'existence.  Elle  était  trop  large,  si  l'on  se 
bornait  à  l'étude  des  fonctions  intéressantes,  car  à  une  expression 
analytique  donnée  peut  correspondre  un  ensemble  de  valeurs 
ayant  des  propriétés  si  dissemblables  dans  des  régions  voisines, 
qu'il  est  peu  convenable  de  le  considérer  comme  définissant  une 
fonction  ou  du  moins  une  fonction  unique  (-). 

Quant  aux  fonctions  continues,  c'est  le  Mémoire  de  Riemann 
sur  les  séries  trigonomélriques  qui  inspira  les  premiers  doutes  sur 
l'existence  de  leur  dérivée  (^).  A  cette  occasion,  Riemann  géné- 
ralisa la  notion  d'intégrale  définie  et  l'appliqua  à  des  fonctions 
discontinues  dans  tout  intervalle.  11  en  résultait  indirectement 
(Riemann,  sans  rien  |)ublier,  fit  connaître  cette  conclusion)  «pic 
les  fonctions  continues  n'ont  pas  forcement  de  déniée  (*j.  Le 
premier,  Weierstrass  donna  un  exemple  de  fonction  continue  d'ar- 
gument réel  n'ayant  de  dérivée  déterminée  [)our  mienne  valeur 


(')   Disscrlaliun    inaui;uriilc.   Œuaes,   i'°  t-dilioii,   ^i.    JS  (  IraJucliuii   Laurel, 

P-47)- 

{-)  Eli  parlant  du  proton gemcnt  analytique  (  ii"  IST  ).  non-  rcvicndruiis  sur  lo 
sens  qui'  l'on  peut  duniicr  à  ce  mol  une  même  foncttuii. 

(')  Œuvres,  p.  iib  (Irad.  I^aiigcl,  p.  tjcj). 

(*)  Ce  <iiii  résulte  d'aLord  dus  travaux  de  iliciiiaïui,  t'est  rexistcncc  de  r.-m- 
tions  continues  ijiri,  dans  tout  intervalle,  n'ont  pas  de  dérivée  en  une  injinite 
de  points,  alors  qu'en  ifene'rat  elles  ont  des  dérivées  dans  cet  intervalle,  four 
des  exemples,  cf.  D.un-.oix,  .1  A'.  A'..  1876;  p.  tjJ.  —  IMcAiti),  Analyse,  -  édi- 
tion, t.  !,  p.   mS. 
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de  CCI  argumcnl  ('  ).  l*eu  a|)rè.s,  M.  l)arl)Oiix  on  préscnla  des  types 
variés  :  fonctions  continues  sans  dérivée  pour  les  valeurs  com- 
niensurables,  pour  les  valeurs  incommensurables,  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable  (-), 

3.  Aujourd'hui,  il  y  a  fonction  dès  que  l'on  imaj^ine  entre  deux 
variables  (ou  bien  entre  une  variable  et  un  système  de  valeurs 
d'autres  variables)  une  correspondance  telle  que,  l'une  étant 
déterminée,  Vautre  ait  sa  valeur  fixée.  Peu  importe  le  procédé 
par  lequel  on  a  établi  cette  correspondance,  et  les  conséquences 


(')  Académie  de  Berlin,  18  juillet  1873  (>Yeierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  71] 
La  série  de  Weierstrass  a  pour  expression 


V  (6"  cosrt"  XTz); 


X  est  une  variable  réelle,  a  un  entier  impair  >\,  b  une  constante  positive  <i, 
ab  un  produit  supérieur  à  un  nombre  fixe.  (  Voir  aussi  du   Bois-Reymond,  /.  de 
Crelle,  t.  79,  p.  29.  —  Wiener,  /.  de  Crelle,  t.  'JO,  p.  221.  —  Jordan,  Analyse, 
2"  édition,  t.  I,  p.  3i6.) 
Celle  de  Riemann  serait 

%■>   sinn-a; 


n  =  \ 


Cf.  aussi  du  Bois-Heymond,  Théorie  générale  des  fonctions  (traduction  INlii- 
haud).  Il  appelle  fonctions  orthoides  celles  qui  ont  une  dérivée.  «  Ce  n'est  pas 
l'anorllioïdie  en  des  points  isolés  qui  est  un  caractère  distinctif  de  la  Mathéma- 
tique moderne,  mais  l'anorthoïdie  joerwa/îen^e  de  certaines  fonctions....  Si,  aux 
valeurs  d'argument  distinctes,  on  fait  correspondre  d'une  manière  convenable  des 
valeurs  de  fonctions  distinctes,  il  se  forme  pour  la  fonction,  dans  le  plus  petit 
intervalle  qu'on  puisse  imaginer,  des  dill'érences  de  valeurs  qui  ne  correspondent 
plus  à  l'image  d'une  courbe  visible.  La  première  idée  d'une  pareille  correspon- 
dance est  plutôt  due  à  Lejcune-Diriclilet  :  il  a  incidemment  recours  à  une  fonc- 
tion qui  prend  pour  des  valeurs  rationnelles  de  l'argument  une  valeur  constante  c, 
et  pour  les  valeurs  irrationnelles  une  autre  valeur  d.  Riemann  nous  a  ensuite' 
enseigné  une  méthode  pour  former  des  fonctions  de  ce  genre  :  elle  consiste 
à  additionner  une  série  de  fonctions  auxquelles  on  donne  certaines  oscillations  ou 
discontinuités  de  plus  en  plus  fréquentes...  »  (  ]>.   r>o)- 

La  f(tnction  de  Dirichlct  à  laquelle  il  est  fait  allusion  (cf.  J.  de  Crelle,   t.   '1, 
p.  l'iij)  peut   èli'C  définie  par  l'égalité 

y  —  i^c  —  d)   lim     \\m    cosn\  ~x"'-\- d. 

Il    =    X     III  ---    00 

(-)  Mémoire   sur    les  fonctions    discontinues   {A.  K.  I\.,    187"),  p.  ^)7;   187;), 
|).    11)5.    Voir  aussi  une  note  du  n"  '.!(). 
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analyliqiics  (jiii  en  résullcnt;  j)Ou  imjxjrlc  mumiic  la  possiliilil/'  de 
IV-lablir  (*). 

Dès  lors,  si  l'on  considère  une  colleclidii  finie  ou  inlinic  de 
grandeurs  (pour  abréger,  on  d('>signe  celle  colleclion  par  le  niol 
d^ensemble)  et  qu'à  chaque  système  de  valeurs  des  élcmcnls  on 
fasse  correspondre  un  nombre,  l'ensemble  de  ces  nombres  con- 
slilue  une  fonclion  définie  sur  l'ensemble  considéré. 

C'est  ainsi  qu'avant  de  trailer  des  fondions  elles-mêmes,  on 
est  conduit  à  parler  des  collections  d'éléments,  auxquelles  cor- 
respondent les  colleclions  de  nombres  représentant  les  valeurs  de 
la  fonclion. 

Nous  emploierons  le  langage  géométrique,  dont  nous  devons 
maintenant  dire  un  mot. 

4.  L'Analyse  est  redevable  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à 
la  Physique  de  singuliers  progrès.  Non  seulement  ces  sciences  ont 
indiqué  aux  analystes  des  types  fondamentaux  de  problèmes,  et 
par  là  orienté  leurs  recherches;  mais  clU^s  onl  aidé  à  pressentii- 
les  solutions,  suggéré  des  méthodes,  élargi  les  horizons,  alors  que 
la  déduction  logique  était  d'un  faible  secours  pour  les  décou- 
vertes. 

Le  Calcul  infinitésimal  a  son  origine  dans  des  intuitions  géo- 
métriques et  mécaniques  :  Newton,  Leibniz  et  tout  le  wiii*-'  siècle 
y  ont  fait  souvent  appel.  Au  xix^  siècle,  pour  ne  citer  que  trois 
noms,  Monge  a  été  coiuhiil  par  l'élude  des  surfaces  à  des  résultats 
relatifs  aux  équations  aux  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres.  Riemann  fait  de  l'intuition  géométrique  la  base  de  sa 
Théorie  des  fonctions.  C'est  aussi  le  caractère  de  l'œuvre  de 
Sophus  Lie  :  il  applique  l'intuition  géométrique  à  Tespace,  et 
il  augmente  la  puissance  de  cette  méthode  en  utilisant  l'idée 
pluckérienne  de  l'espace  généralisé,  c'est-à-dire  en  remplaçant 
l'espace,  ayant  pour  élément  le  point,  par  un  espace  dont  1  élé- 
ment serait  la  droile,  la  sphère,  une  tpiadricpu'  t  -)■ 


(')  Sur  la  distinction  entre  les  correspondances  (jui  sont  déterminées  cl  celles 
qui  MO  peuvent  être  écrites,  cf.  Tannkuy,  De  l'i/ijiiii  in<il/icmati</tie  (/{auc 
générale  des  Sciences,  1897,  p.  i'.)?.). 

(■)  Klein,  Conférences  du  congres  de  Chicago.  iS,|.i  (trad.  I.augel,  p.  10). 
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INlais  l'inluilion  n'est  pas  une  démonstration  (').  Si  une  cri- 
tique trop  affinée  est  un  grave  obstacle  aux  découvertes,  il  faut 
ensuite  ne  laisser  à  l'évidence  intuitive  que  la  part  indispensable. 
Aussi  dans  l'enseignement,  on  tend  de  plus  en  plus  à  s'appujer 
sur  une  base  analytique.  Gauss  et  Abel,  Cauchj  et  Dirichlet,  sur- 
tout Weierstrass,  ont  aidé  à  marcher  dans  cette  voie.  L'école  de 
Berlin  «  ne  cherche  pas  à  voir,  mais  à  comprendre  »  (-). 

Au  contraire,  il  n'y  a  pas  d'objection  à  faire  au  langage  géomé- 
trique :  c'est  une  manière  d'exprimer  des  vérités  analy  tiques,  et 
on  pourrait  le  remplacer  par  des  équations  et  des  inégalités.  Pour 
éviter  tout  malentendu,  Gauss  a  parfois  pris  sa  terminologie  dans 
les  sciences  biologiques,  et  M.  Poincaré  dans  la  Topographie  (^). 
INlais  la  métaphore  géométrique  est  plus  commode;  car  des  inter- 
prétations que  l'on  peut  donner  d'une  conception  analytique,  la 
Géométrie  suggère  la  plus  obvie. 

Ce  langage  figuré  est  concis  et  clair;  il  facilite  l'interprétation 
des  résultats  et  rappelle  souvent  un  fait  historique  relatif  à  leur 
découverte.  Lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  variables,  il  permet,  sans 
faire  d'hvpothèse  sur  la  réalité  d'un  espace  ayant  plus  de  trois 
dimensions,   de  donner  aux   théorèmes  des  énoncés  simples;   il 


(')  Une  intuition  trop  rapide  a  pu  occasionner  des  erreurs.  Pour  citer  l'exemple 
classique,  on  était  amené  à  penser  que  toute  fonction  continue  admet  une  dérivée, 
en  faisant  ce  raisonnement  :  «  Un  fonction  continue  peut  être  représentée  par 
une  courbe  continue;  et  une  courbe  a  évidemment  une  tangente.  »  Cette  pré- 
tendue évidence  venait  de  ce  qu'on  croyait  avoir  l'idée  d'une  courbe  et  d'une 
droite  sans  épaisseur,  tandis  que  de  fait  on  voyait  un  liait  et  une  bande  de 
faible  épaisseur.  L'intuition  montrait  que  le  Irait  curviligne  et  la  bande  recti- 
ligne  cm[)iélaient  l'un  sur  l'autre  sans  se  traverser.  Si  c'est  là  ce  qu'on  appelle 
une  courbe  et  une  tangente,  il  est  clair  que  toute  courbe  a  une  tangente;  mais 
la  tangente  ainsi  définie  n'a  pas  de  rapport  avec  la  théorie  analytique  des  fonc- 
tions. On  peut  dire  la  même  chose  du  cercle  osculateur  (  Poincark,  ^.  yl/.,  t.  XXII, 
p.  5.  —  Klein,  Conférences  de  Chicago,  trad.,  p.  4^)-  La  continuité  cl  la  den- 
sité, au  sens  de  la  théorie  des  enseniOles,  sont  des  pro[)riétés  ([uc,  p;ir  kur 
nature  mènic,  nos  sens  ne  peuvent  percevoir. 

(-')  «  I)c  là  à  l'égard  de  la  Géométrie  une  certaine  méfiance,  qui  est  le  carac- 
tère |)ropre  de  l'école  do  Berlin;  pour  ainsi  dire,  elle  ne  cherche  pas  a  voii", 
mais  à  comprendre  »  (  PoiNOAnK,  A.  M.,  t.  XXII,  p.  17). 

Cf.  aussi  Km;in,  Sur  l'aritkniélization  des  nuitliénialiqucs  (A'.  A.,  i^[)~, 
p.  mIj. 

(  ')  '--'/•  l'oiNi:Aiii:,  Courbes  définies  par  une  é(/uali<jn  dijferciilielle  (J.  M., 
1.S81.  p.  383). 
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peut  créer   des   associations  d'idées  et  suggérer  des  généralisa- 
lions  ('  ). 

O.  Les  premiers  exemples  de  représenlalion  géomélri([ii<' 
remontent  à   Descartes  et  à  Fermât  (-). 

Aux  valeurs  d'une  variable  réelle,  on  fait  correspondre  les 
points  d'une  droite. 

Deux  variables  indépendantes  (x^y)  pouvant  être  regardées 
comme  des  coordonnées,  tout  système  de  leurs  valeurs  est  figuré 
par  un  point  du  plan.  Quand  les  nombres  représentant  x  ci  y 
varient  d'après  certaines  lois,  le  point  se  déplace  en  décrivant 
une  courbe  :  la  courbe  est  continue  lorsque  ses  coordonnées 
s'expriment  par  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  (3). 

Un  contour  est  défini  par  une  relation  y(jc,j-)  =  o,  ou  des 
équations 

^  =  ?(0,      j  =  'KO- 

11  esl  fermé  si  la  courbe  qui  le  forme  est  continue  et  a  tous  ses 
points  à  distance  finie,  c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

R  étant  un  nombre  fixe  (''). 

Prenons  un  contour  fermé,  et  supposons  la  fonction  /  uniforme 
et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles.  Le  contour  divise 
alors  le  plan  en  deux  régions,  dont  les  points  satisfont  respective- 
ment aux  inégalités  /<  o  et  />  o,  telles  (pi'il  soit  impossible  de 


(')  Cf.  l'oiNCAUK,  Analysis  situs  (J.  E.  P.,  2'  série,  i"'  Caliior,  les  premières 
pages). 

(-)  Df.scautes,  Géométrie.  Paris,  iGS;.  —  Fermât,  Varia  op.  math.  Tt>Ios;i-, 
if.97. 

(3)  On  rappellera  (  n<"  1!)  et  scq.)  les  (.Icfiiiilions  relatives  à  la  continuilé. 

(^)  C'est  pour  rendre  iiinnédiatc  l'extension  de  ces  déliiiilions  à  l'espace  ou  à 
l'hyperespace,  que  nous  distinguons  la  courbe  du  contour.  Il  suffit  de  remplacer 
les  mots  courbe,  contour,  plan  par  les  mots  courbe  [ou  variété  à  une  dimen- 
sion :  07,=  9,(0,  ••■,  •2^„=?„(^)]'  sur/ace  [liypersurface,  nuilliplicilé  ou 
variété  à  n  —  \  dimensions  :  /(  j;,,  . . . ,  ^„  )  =  o],  espace  (hypercspace,  conli- 
nuum,  multiplicité  ou  variété  à  n  dimensions)  pour  avoir  les  définitions  de  sur- 
face continue  (une  surface  est  continue  si  l'on  peut  toujours  réunir  jiar  une 
courbe  continue,  entièrement  tracée  sur  elle,  deu\  points  arbitraires),  de  sur- 
face finie,  fermée,  convexe,  de  l'intérieur  et  <le  l'eMi  li'nr  d'une  >urta(c. 
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passer  (le  l'une  à  l'aiilre  sans  franchir  le  coiilour.  On  [)eiil  tou- 
jours disposer  du  signe  de  f  de  façon  que  l'on  ait,  en  tous  les 
points  de  l'une  de  ces  régions, 

/<o,         a72  +  jK'-<R'-. 

L'inégalité  /<io  définit  alors  la  région  (l'aire,  le  champ,  le 
domaine)  intérieure  au  contour;  à  l'inégalité  /^  o,  correspond 
la  région  extérieure,  et  à  l'équation  f=  o  la  frontière  commune 
des  deux  domaines. 

Un  contour  est  convexe  lorsqu'une  parallèle  à  l'un  des  axes, 
qui  rencontre  le  contour,  le  couj^e  en  deux  points  et  en  deux 
points  seulement. 

Le  voisinage  (l'entourage,  le  domaine)  d'un  point  est  l'en- 
semble des  points  dont  la  distance  (')  à  ce  point  n'atteint  pas  un 
nombre  donné  à  l'avance.  (Dans  l'espace  et  l'hyperespace,  ce  sera 
l'ensemble  des  points  intérieurs  à  une  sphère  ou  à  une  hyper- 
sphère.) 

La  considération  d'une  variable  complexe  revient  à  l'association 
de  deux  variables  réelles  :  aussi,  on  peut  parler  de  variable  com- 
plexe décrivant  un  contour,  restant  à  l'intérieur  d'un  domaine. 
C'est  la  représentation  classique  de  Gauss  et  de  Cauchj,  intro- 
duisant l'affixe  d'un  point. 

G.  Le  contour  qui  sert  de  frontière  à  un  domaine  est  simple, 
lorsqu'il  peut  être  tracé  iFuii  mouvement  continu.  Sinon  le 
domaine  est  à  connexion  multiple. 


(')  Ld  distance  de  deux   points   (  j;,,,  _^„,  c„,  .  . .;  :z:,,y,,  ^,,  .  .  .)    esl  délinie   par 
l'expression  positive 

v/(a:o  — a7,)--f-(y(,— ri)'+---  ; 

leur  écart  p;ir 

^0— -^i  i  +  b'o  — .r.  I  -*-••■• 

Par  voisinage  d'un  pr)int,  par  exemple  de  l'origine,  on  entend  indiUOrcriiiiniil 
le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  l'une  des  inégalités 

x"-  -.-  jK=  <  ô-,         \x\-\-\y\  <Z',         \a:\<  S"         et         [  y  |  <  5", 

ou  plus  f;ém'ia!enieiit  l'eiisenibie  des  points  d'une  aire  u_\a"l  '*-'  p"iiil  à  ^-on  nilé- 
ricur.  (^uand  une  fonction  jouit  d'une  piopriélé  dans  un  domaine  de  l'un  di'  ces 
types,  elle  en  jouit  dans  nn  domaine  de  l'un  des  autres  types. 
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Étant  (Jonm'os  doux  domi-droitcs  roclanf^iilaircs  0.r,  Ok,  on 
appelle  sens  positif  ou  direct  celui  dans  lequel  il  faut  tourner 
pour  amener  Ox  sur  Oy  par  une  rotation  égale  à  un  angle  droit. 

Considérons  d'abord  un  contour  convexe  à  connexion  simple, 
tel  que  G  {Jig-  i)  :  le  sens  positif  suf  ce  contour  sera  le  sens  dans 

Fis.    I. 


lequel  un  mobile  devra  cheminer  sur  ce  contour,  pour  qu'il  paraisse, 
relativement  à  un  observateur  intérieur  au  contour,  se  mouvoir 
dans  le  sens  positif. 

Avec  la  disposition  des  axes  ordinairement  adoptée,  un  mo- 
bile décrit  un  contour  dans  le  sens  positif,  lorsqu'il  le  parcourt  de 
manière  à  avoir  l'aire  entourée  à  sa  gaucJie. 

Dans  l'aire  triplement  connexe  ('),  indiquée  sur  \à/ig.   ■>.,  la 

Fis.  2. 


,'y^ 


\ 


portion  intérieure  est  celle  qui  n'est  pas  en  liacliures.  Lu  mobile 


(')  Une  surface  est  connexe  lorsque  deux  points  pris  arbitrairement  sur  la 
surface  peuvent  toujours  être  réunis  par  un  trait  continu  situé  tout  entier  sur  la 
surface. 

La  connexion  peut  être  simple  ou  multiple.  Une  surface  connexe  est  à  con- 
nexion simple  quand  ses  bords,  si  elle  eu  a,  se  com|)oscnt  d'une  ligne  unique  et 
que  tout  circuit  (c'cst-à-dirc  tout  contour  fermé  ne  se  coupant  pas)  tracé  sur  la 
surface  et  ne  rencontrant    pas   ses   bords   peut,    \y.\v   dcform^Étion   rontinuc   sur  la 


12  INTUODL'CTIO.N. 

en  décrit  le  contour  dans  le  sens  positif  quand  des  observateurs, 
placés  à  l'intérieur  de  l'aire  et  non  loin  du  contour,  voient  ce 
mobile  se  mouvoir  dans  le  sens  positif,  au  moment  oîi  il  parcourt 
les  éléments  du  contour  voisin  des  positions  qu'ils  occupent.  On 
peut  donc  dire  que  le  mobile  marche  dans  le  sens  positif  (avec 
la  disposition  ordinaire  des  axes)  quand  il  se  déplace  de  manière 
à  avoir  l'aire  entourée  à  sa  gauche. 

La  normale  intérieure  au  contour  est  la  direction  de  la  nor- 
male (MJN,  M'N')  qui  fait  un  angle  égal  h  -{-  -^  avec  la  direction 

positive  de  la  tangente,  c'est-à-dire  avec  celle  qui  corrcsj)ond  au 
sens  positif  adopté  pour  décrire  le  contour. 

Si  l'on  a  à  considérer/?  variables  complexes  z^,  .  .  .,  Zp.  on  les 
fera  se  dépLicer  dans  p  jilans  diflérents,  et  l'on  parlera  du  champ 
multiple  X,  formé  par  l'ensemble  des  champs  c^i,  .  .  . ,  dy,. 

§  II.  —  Aperçu  de  l,\  tuéorie  des  ensembles. 

7.  Que  l'on  envisage  tous  les  points  intérieurs  aux  domaines 
continus  que  nous  venons  de  définir,  ou  que  l'on  en  considère 
seulement  des  infinités,  il  faut  insister  sur  les  classifications  à 
établir  dans  les  collections  de  nombres  qui  leur  correspondent, 
et  préciser  le  sens  de  locutions  que  l'on  pourrait  prendre  dans  des 
acceptions  bien  différentes. 

De  là,  l'étude  générale  des  collections  d'objets  déterminés 
et  distincts,  en  nombre  fini  ou  infini,  c'est-à-dire  des  en- 
sembles ('  ). 

Comme  premiers  exemples  d'ensembles,  citons  les  suites  infinies 
d'éléments  réels  {x^^  Xt,  . . . ,  Xm  •  ■  •)  alVcctés  chacun  d'un  indice; 


surface,  être  réduit  à  un  point.  Considérons  une  surface  ayant  des  bords  (par 
exoinpic,  pour  donner  des  bords  à  une  S[)liore,  il  suffit  d'y  faire  une  enlaiilf 
avec  des  ciseaux;  pour  donner  des  boi'ds  au  pian,  il  suflil  ti'y  tracer  un  cercle  de 
rayon  très  grand).  On  appelle  coupure  une  seclinn  fuilc  dans  la  surface  avec 
des  ciseaux  et  joif^nant  deux  points  situés  sur  les  bords.  Ijne  surface  est  à  con- 
nexion simple  lorsqu'il   est  impossible  d'y   tiacer  une  coujinrc  sans  la  morceler. 

l'Jn  particulier  une  aire  plane  est  simplement  connexe  lorsqu'elle  n'a  pas  de 
trous.  I)eux  cnupures  transforment  l'aire  à  triple  conloiir  (//:,'.  j)  en  aire  sim- 
plement connexe. 

(')  Le  créateur  de  cette  théorie  est   .M.    (Jeorj;es   Cianlor   (  c/.    diverj   .Mémoires 
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les  nombres  rationnels,  alp^éhriqucs,  transcendants  com[)ris  entre  o 
et  I  ;  les  valeurs  crunc  fonction  y'(^)  bien  déterminée  pour  toutes 
les  valeurs  rationnelles,  algébriques  ou  transcendantes  de  x  appar- 
tenant à  un  intervalle. 

Dans  ces  ensembles,  chaque  élément  a  un  seul  indice  ou  dépend 
d'une  seule  variable  réelle.  On  appelle  ensembles  à  une  dimen- 
sion les  ensembles  de  cette  nature. 

Prenons  deux  ensembles  à  une  dimension,  et  faisons  corres- 
pondre deux  à  deux  leurs  éléments,  de  manière  à  obtenir  des  sys- 
tèmes de  valeurs.  Les  ensembles  de  ce  nouveau  type  s'appelleront 
ensembles  à  deux  dimensions.  Même  procédé  pour  la  formation 
des  ensembles  à  3,  ...,/?  dimensions. 

Ainsi  les  valeurs  d'une  fonction  f{x,j)  correspondant  à  des 
systèmes  de  valeurs  (^x^y)  d'un  ensemble  à  deux  dimensions, 
forment  un  ensemble  à  trois  dimensions.  Les  suites  infinies,  dont 
les  éléments  ont  chacun  p  indices,  prenant  indépendamment  les 
uns  des  autres  une  infinité  de  valeurs  entières,  constituent  des 
ensembles  à/)  dimensions. 

Supposons  numériques  les  éléments  de  l'ensemble.  Chaque  svs- 
lème  de  valeurs  des  éléments  représentera  (/?<3)  ou  constituera 
(/?  >  3)  un  point  d'un  espace  ayant  le  même  nombre  de  dimen- 
sions que  l'ensemble.  Ainsi,  on  parlera  des  ensembles  de  points 
intérieurs  à  une  sphère  ou  à  une  hypersphère,  et  ayant  pour  coor- 
données des  nombres  rationnels,  irrationnels. 

8.  L'ensemble  des  nombres  rationnels  compris  entre  o  et  i,  et 
l'ensemble  des  nombres  irrationnels  appartenant  au  même  inter- 
valle, renferment  chacun  une  infinité  d'éléments;  maison  pressent 
que  l'on  a  affaire  à  des  infinités  bien  différentes. 


publiés  depuis  1870  dans  le  J.  de  Crelle  et  les  Math.  Annalen.  Les  premiers  sont 
traduits  dans  les  A.  M.,  t.  II,  i883;  deux  des  derniers,  plus  importants,  ont  été 
traduits  par  M.  Marotte  (Ilermann,  1899)].  —  Cf.  aussi  Jordan,  Analyse,  a"  édi- 
tion, l^  I,  p.  18-28;  et  /.  M.,  1892,  p.  71.  —  BoREL,  Leçons  sur  la  théorie 
des  fonctions.  —  Encyklopàdie  der  mathem.  Wissensch.,  t.  I,  p.  iS/j-aoS, 
et  t.  II,  p.  45.  —  Kt  surtout  ScuŒNFLiES,  Entivickelitng  der  Lehre  von 
den  Punktmannigfaltigkeitcn ,  1900,  où  l'on  trouvera  un  résumé  excellent 
et  très  complet  de  toute  la  théorie,  ainsi  (|uo  de  nombreuses  références  biblio- 
graphiques. 
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Do  là  réludc  des  cnscmljlcs  au  j)oinL  de  vue  de  la  nature  du 
nombre  de  leurs  éléments,  de  leur  puissance  ('). 

Deux  ensembles  sont  dits  de  même  puissance  ou  équivalents, 
lorsf(u'on  peut  les  faire  correspondre,  élément  par  élément,  d  une 
manière  biunivoque,  c'est-à-dire  telle  qu'à  un  élément  du  premier 
ensemble  corresponde  un  élément  du  second,  et  réciproquement. 

Considérons  l'ensemble  formé  par  la  suite  des  entiers  positifs. 
Un  ensemble  est  dit  de  première  puissance  ou  dcnonibrable 
lorsqu'il  est  équivalent  à  cet  ensemble  (-). 

Comme  types  d'ensembles  dénombrables,  signalons  : 

i"  L'ensemble  des  nombres  premiers,  des  nomljres  pairs,  et 
généralement  tout  ensemble  infini  détaché  d'un  ensemble  dénom- 
brable; 

2"   L'ensemble  formé  soit  par  l'addition  d'un  ensemble  fini  à  un 


(' )  La  puissance  d'un  ensemble  est  la  notion  générale  que  l'on  obLient  par  la 
considération  des  éléments  de  l'ensemble,  abstraction  faite  de  leur  nature  et  de 
leur  ordre.  C'est  la  généralisation  de  l'idée  que  nous  nous  formons  du  nombre 
des  éléments  d'une  collection  finie  :  aussi  Ganter  appelle-t-il  la  puissance  d'un 
ensemble  son  nombre  cardinal. 

Cette  expression  se  justifie  en  monlraut  que  les  puissances  ont  le  caractère  de 
grandeurs.  Étant  donnés  trois  nombres  finis  m,  n,  p,  on  a  entre  les  deux  pre- 
miers une,  et  une  seulement,  des  trois  relations  m>  n;  m  =  n;  m  <  n.  De  plus, 
les  éi;alitcs  m  =  n,  n  =  p,  entraînent  ni  =  p;  et  des  inégalités  m  >  n  et  «  > p, 
on  déduit  m'>p.  De  là,  la  comparaison  possible  des  grandeurs  des  nombres  finis. 
C'est  la  possibilité  de  la  comparaison  des  valeurs  des  puissances  qu'il  faut  de 
même  justifier.  Cf.  les  Mémoires  traduits  par  M.  Marotte,  p.  6,  et  Iîouel, 
Leçons,  etc.,  note  I,  p.  102. 

Les  ensembles  finis  sont  ceux  dont  le  nombre  cardinal  est  fini  :  les  autres  sont 
dits  transfinis.  Le  nombre  cardinal  de  l'ensemble  transfini  le  jihis  simple,  de 
rcnscmble  dénombrable  (on  l'a  appelé  alepli-zéro),  surpasse  tout  nombre  fini,  et 
est  le  plus  petit  nombre  cardinal  transfini. 

M.  Canlor  a  emprunté  le  mot  de  puissance  à  Steiner,  qui  s'en  servait  pour 
exprimer  la  correspondance  de  deux  figures  géométriques.  I^a  notion  de  j>uis- 
sance  avait  déjà  été  donnée  par  lîolzano,  dans  ses  Paradoxes  sur  l'infini. 

(')  L'ensemble  dénombrable  est  le  plus  simple  des  ensembles  infinis:  car  on 
peut,  de  tout  ensemble  infini,  détacher  des  ensembles  partiels  dénombrables.  (In 
ensemble  fini  n'est  é(iuivalenl  à  aucune  de  ses  parties;  tout  ensemble  inlini  a  des 
parties  (jui  lui  sont  équivalentes.) 

Quand  il  n'y  a  pas  d'amphibologie  à  craindre,  on  appelle  univoques  les  corres- 
pondances biunivo(|ues. 

Parfois  aussi,  on  remplace  le  mot  représentation  par  aj>p/iration  :  alors  ce 
terme  (dont  on  se  sert  aussi  quand  il  s'agit  de  la  représentation  de  deux  surfaces 
de  Hicmann  l'une  sur  l'autre)  n'a  évideninicnl  jias  le  même  sens  «(n'en  ('■éouiétrie 
iniinitésimale. 
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ensemble  dénonihrable,  soit  par  la  rcuiiioii  (runc  infinilc;  (l(''iutin- 
brable  d'ensembles  (inis,  soit  par  la  réunion  d'un  noiid)re  limité 
d'ensembles  dénombrables. 

Exemple  :  Les  suites  d'éléments  à  p  indices,  a,,  . .  . ,  \Xp  pre- 
nant toutes  les  valeurs  entières  positives  et  la  valeur  o.  En  ell'et, 
il  j  a  dans  une  pareille  suite  un  nombre  limité  d'éléments  pour  les- 
quels a,  +  . .  .  -|-  \^Xp  ^  A,  A  étant  un  entier  positif  diUciiniiK'.  Fai- 
sons )^  =  o,  I ,  îî,  .  . .  :  nous  obtenons  des  groupes  de  termes  ;  dans 
chaque  groupe,  disposons  arbitrairement  les  éléments.  Voici  tous 
les  termes  de  la  série  multiple  langés  de  manière  qu'il  soit  pos- 
sible de  les  faire  correspondre  d'une  manière  biunivoque  à  la  suite 
des  nombres  entiers  positifs  ('). 

3°  L'ensemble  formé  par  un  ensemble  dénombrable  d'ensembles 
dénombrables  (-). 

Exemple  :  L'ensemble  des  nombres  rationnels  (^),  des  nombres 
algébriques  (  ''). 

Considérons  maintenant  l'ensemble  formé  par  la  suite  continue 
des  nombres  compris  entre  o  et  i .  Cet  ensemble  il  est  pas  dénom- 
brable {'").  On  peut  donc  l'adopter  comme  type  d'ensembles  ayant 


(')   Parfois,  on  dit  alors  que  les   termes  sont  rangés  linéairement  {voir  n"  9). 

(-)  Pour  la  démonstration,  cf.  Cantor,  /.  de  Crelle,  t.  84,  p.  2,')3;  i'^~'j.  — 
A.  M.,  t.  II,  p.  365;  i883. 

(3)  On  le  déduit  du  théorème  énoncé,  en  rangeant  les  nombres  rationnels  de  la 
manière  suivante  : 


/ 1     I     I  I  \        /  a     2     2  2  \        /  3     ."5     3  3 

U'  2'3'--"m''-V'      VT'3'5'--"«'---r     U'ïï'4'"'"/>" 

D'après  cette  loi,  chaque  nombre  ralioimel  est  écrit  une  fois  et  une  seule  fois 
(on  suppose  que  l'on  garde  seulement  les  fractions  irréductibles.) 

(')  Cf.  /.  de  Crelle,  t.  77,  p.  208. 

(5)  Cf.  .4.  M.,  t.  II,  p.  353.  —  BoREL,  Leçons,  etc.,  p.  i4-  —  ^'-  Canlor  estime 
(on  ne  l'a  pas  démontré)  qu'il  n'existe  pas  d'ensemble  infini  de  nombres  (ou  de 
points),  dont  la  puissance  soit  intermédiaire  entre  celle  des  ensembles  dénom- 
brables et  celle  des  ensembles  ayant  la  puissance  du  continu.  Il  y  aurait  alors 
seulement  deux  ensembles  infinis  de  nombres  :  l'ensemble  continu  serait  de 
deuxième  puissance. 

Par  contre,  on  peut  définir,  sinon  concevoir,  des  ensembles  dont  lu  puissance 
surpasse  celle  du  continu.  Exemple  :  l'ensemble  des  fonctions  d'une  ou  de  plu- 
sieurs variables  réelles  [l'enseuible  des  fonctions  continues  ou  des  fonctions  ana- 
lytiques d'une  variable  réelle  a  seulement  la  puissance  du  continu,  car  ces  fonc- 
tions sont  déterminées  par  une  infinité  dénombrable  de  conditions  (  n"  15)]. 
M.  Canlor  a  même  montré  comment  déduire  de  la  définition  d'un  ensemble 
celle  d'un   ensemble  de   puissance  supérieure  (  Boukl,  Leçons,  etc.,   p.   107) 
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une  nni.s<;nnrc  (lifTcrpnlo  de  celle  dos  ensemhles  dénomhraliles.  On 
dira  qu'un  ensemble  a  la  puissance  du  continu,  s'il  est  de  môme 
puissance  que  la  suite  des  nombres  compris  entre  o  et  i . 

Cet  ensemble  type  une  fois  déterminé,  on  en  constitue  d'autres 
de  même  puissance  par  les  procédés  suivants  : 

■  1°  En  supprimant  un  ensemble  dénombrable  dans  un  ensemble 
ayant  la  puissance  du  continu.  Ainsi  en  enlevant  de  renscmblc 
o^^^i  les  nombres  rationnels  et  les  nombres  algébriques,  l'en- 
semble restant,  c'est-à-dire  l'ensemble  formé  par  les  nombres 
transcendants,  a  la  puissance  du  continu  ('). 

2°  En  réunissant  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  ajant 
la  puissance  du  continu,  ou  même  une  infinité,  ayant  la  puissance 
du  continu,  d'ensembles  ayant  la  puissance  du  continu  (-).  Ainsi, 
l'ensemble  des  points  intérieurs  à  im  carré  a  même  puissance  que 
l'ensemble  des  points  formant  le  côté  du  carré,  ou  que  l'ensemble 
des  points  compris  entre  o  et  i. 

9.  Un  ensemble  fini  ou  infini  étant  donné,  on  en  peut  disposer 
les  éléments  dans  un  certain  ordre,  et  cela  de  bien  des  manières. 


(')  A  ce  propos,  M.  Caiitor  fait  remarquer  que  l'on  peut  enlever  d'un  espace 
continu  un  ensemble  dénombrable  de  points,  sans  que  le  mouvement  continu 
dans  l'espace  ainsi  modifié  devienne  impossible  (M.  A.,  t.  XX,  p.  i2i). 

(2)  Cantor,  a.  m.,  t.  II,  p.  3i5,  ou  mieux  M.  A.,  t.  XLVI,  p.  4S8.  —  Borel, 
Leçons,  etc.,  p.  17.  —  On  montre  d'abord  que  l'on  peut  faire  correspondre,  d'une 
façon  univoque,  un  ensemble  continu  à  n  dimensions  à  un  ensemble  continu 
d'une  dimension  :  dés  lors  deux  ensembles  continus  ayant  respeclivement  p  et  q 
dimensions  sont  de  même  puissance.  A  ce  point  de  vue,  la  notion  de  dimension 
disparait. 

Dans  la  correspondance  d'ensembles  ayant  un  nombre  diil'érent  de  dimensions 
ainsi  entendue,  on  fait  abstraction  de  la  continuité  de  la  correspondance  entre 
deux  ensembles  continus  :  à  deux  points  voisins  du  premier  ensemble  ne  corres- 
pondent pas  nécessairement  deux  points  voisins  du  second.  Mais  pour  certains 
ensembles,  même  de  dimensions  dillerenleç,  des  correspondances  continues  sont 
I)ossiblcs,  comme  l'a  montré  M.  l'eano.  Il  a  formé  deux  fonctions  o{t)  et  <^{t), 
continues  o^  f  <  i,  telles  que  le  point  .r  =  <f(0>y='HO  pu'sse  venir  coïncider, 
pour  une  valeur  convenable  de  f,  avec  tel  point  (juc  l'on  veut  de  la  surface  d'un 
carré  de  côté  i  construit  sur  Ox  et  Oy  (  Pe.\no,  M.  J.,  t.  XXXVI,  p.  167; 
M.  Hilbcrt,  M.  A.,  t.  XXXVIII,  p.  /iôg,  en  donne  un  exemple  plus  simple). 

Les  fonctions  continues  (f  et  <^  ainsi  formées  ne  peuvent  avoir  de  dérivées; 
sinon  la  courbe  décrite  par  le  point  t  serait  rectifiable,  (  <■  (|ui  est  absurde. 

Ainsi,  par  celte  voie,  on  a  des  exemples  simples  de  fniulions  continues  sans 
dérivée.  Ils  montrent  du  reste  que  les  coircspondances  elTecluées  par  le  moyen 
des  fom  lions  ordinairement  étudiées  conservent  le  nombre  des  dimensions. 
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Par  exemple  l'ensemble  des  entiers  positifs  peut  s'écrire  (i  ,'^,  3,...) 
ou  bien  (i,  4,  7,  •  •  •  ;  2,  5,  8,  , . .  ;  3,  6,  9,  . . .),  etc.  ;  les  nombres 
rationnels  peuvent  être  rangés  suivant  l'ordre  des  valeurs  crois- 
santes, ou  bien  d'après  la  loi  indiquée  au  numéro  précédent,  etc. 

Un  ensemble  est  dit  ordonné  lorsqu'on  a  fixé  une  loi  spécifiant, 
de  deux  éléments  quelconques  de  l'ensemble,  lequel  est  l'antérieur 
et  lequel  est  le  postérieur,  cette  spécification  étant  telle  que,  si  a 
est  antérieur  k  b,  ci  b  à  c,  a  soit  aussi  antérieur  à  c. 

Dans  un  ensemble  ordonné,  il  n'y  a  pas  (orcément  un  premier 
et  un  dernier  élément,  comme  le  montre  la  considération  de  l'en- 
semble formé  par  tous  les  entiers. 

SoientEet  E,  deux  ensembles  équivalents,  tous  deux  ordonnés; 
supposons  établie  entre  leurs  éléments  (a,  6,  . . .  ;  «i ,  ^i ,  . . .  )  une 
correspondance  biiinwoque.  Ces  ensembles  sont  dits  seniblable- 
nieiit  ordonnés  ou  semblables  lorsque  l'hypothèse  a  antérieur  à  b 
entraîne  «j  antérieur  à  b^. 

Un  ensemble  est  dit  bien  ordonné  lorsqu'il  est  ordonné,  et 
ordonné  de  telle  façon  que  l'ensemble,  ainsi  que  chacune  de  ses 
parties,  renferme  un  élément  antérieur  à  tous  les  autres. 

Dans  son  ordre  naturel,  l'ensemble  des  entiers  positifs  est  bien 
ordonné;  le  continu  ne  l'est  pas,  car  l'ensemble  j>articl  formé  par 
les  nombres  compris  entre  deux  nombres  a  el  b  (a  exclu)  n'a  pas 
de  premier  élément  (*). 

Le  rangement  dans  un  certain  ordre  des  termes  d'un  ensemble 
Jini  donne  la  conception  du  nombre  ordinal  habituel.  M.  Cantor 
regarde  les  lois  de  rangement  des  éléments  d'un  ensemble  iiifiui 
comme  conduisant  à  la  généralisation  de  la  notion  de  nombre 
ordinal  :  il  les  désigne  par  le  nom  de  type  ordinal. 

Le  type  ordinal  d' un  ensemble  ordonné  est  la  notion  géné- 
rale qui  résulte  de  la  considération  des  éléments  de  cet 
ensemble,  abstraction  faite  de  leur  nature,  mais  non  de  leur 
ordre  de  succession  (-). 


(')  Une  question  inléressante  serait  de  savoir  s'il  est  possible  de  ranger  l'en- 
semble des  nombres  dans  un  ordre  tel  qu'il  soit  bien  ordonné,  <^st-à-dirc  si 
le  continu  peut  ôlre  envisagé  comme  bien  ordonné  (c/.  IIilbert,  Gôltingen 
Nachrich  ten,  1900  ) . 

(-)  Si  l'on  faisait  aussi  abstraction  de  Vorclrc  <le  surcession,  on  aurait  le 
iioiiibrc  cardinal  de  i'cnsonibie. 
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Deux  ensembles  semblables  ont  le  même  Ijpe  ordinal,  el  réci- 
proquement :  il  représente  la  loi  commune  de  rangement  des 
deux  ensembles  ('  ). 

A  chaque  type  ordinal  d'un  ensemble  infini  bien  ordonné  cor- 
respond ce  que  l'on  a  appelé  un  nombre  ordinal  trans/ïni. 

Le  type  ordinal  le  plus  simple  correspond  au  placement  des 
entiers  positifs  dans  leur  ordre  naturel  (-).  M.  Cantor  désigne 
par  to  le  nombre  ordinal  correspondant. 

Le  type  ordinal  d'un  ensemble  inlini  ordonné  n'est  pas  changé, 
lorsqu'on  fait  précéder  ses  éléments  des  éléments  d'un  ensemble 
fini,  ou  lorsqu'on  lui  associe  un  autre  ensemble  infini  ordonné, 
de  même  type  ordinal,  de  telle  manière  qu'il  y  ait  alternativement 
un  élément  du  premier  ensemble,  un  élément  du  second,  et  ainsi 
de  suite.  Au  contraire  il  est  modifié  lorsqu'on  fait  suivre  ses  élé- 
ments des  éléments  d'un  ensemble  fini;  ou  bien  lorsqu'on  écrit 
successivement  les  éléments  de  chaque  ensemble  infini  (^). 

10.  La  conception  de  puissance,  comme  celle  de  type  ordinal, 
fait  abstraction  delà  nature  des  éléments  de  l'ensemble  et  de  leur 


(')  Un  ensemble  fini  est  semblable  à  lui-même,  et  par  suite  a  même  type  ordi- 
nal, quelle  que  soit  la  manière  dont  on  l'ordonne.  Aussi,  pour  un  tel  ensemble, 
le  type  ordinal  dépend  uniquement  du  nombre  cardinal  :  on  peut  donc  se  servir 
des  mêmes  notations,  des  mêmes  chiffres  pour  représenter  le  nombre  cardinal 
d'un  ensemble  fini  et  le  nombre  ordinal  correspondant  à  son  type  ordinal. 

Au  contraire,  pour  les  ensembles  infinis,  à  un  nombre  cardinal  unique  corres- 
pondent une  infinité  de  types  ordinaux,  et  dès  lors  de  nombres  ordinaux. 

{■)  Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  cf.  Cantor,  M.  A.,  t.  XLIX  (trad. 
Marotte,  p.  63).  —  w  est  donc  le  nombre  ordinal  transfini  le  plus  simple;  il  cor- 
respond à  l'ensemble  infini  le  plus  simple  et  le  plus  simplement  rangé. 

L'ensemble  des  entiers  positifs  rangé  dans  l'un  des  ordres  (i,  3,  5, . . .  ;  5,4,  . . .), 
(i,  4,  7,  . . .  ;  2,  5,  8,  . ..  ;  3,  6,  9,  . . .  ),  ...  aurait  pour  nombre  ordinal  w -h  to, 
(j  4- 10  _f- w,  ...  (on  écrira  01.2,  w.3,  ...).  D'où  plus  généralement  les  sym- 
boles W--I- 0).)^  4- IJ.,  (i>\  ...,  ^,  ix  désignant  des  nombres  finis  :  ils  représentent 
les  nombres  transfinis  ordinaux  de  M.  Canlor. 

(^)  Étant  donnés  deux  ensembles  bien  ordonnés  E  et  E,,  de  nombres  ordinaux  t 
et  £,,  ou  bien  ils  sont  semblables  (e  =  e,  ),  ou  bien  l'un  est  semblable  à  un  seg- 
ment de  l'autre. 

De  même  un  ensemble  partiel  détaché  d'un  ensemble  bien  ordonné  est  sem- 
blable à  cet  ensemble  ou  ù  un  segment  de  cet  ensemble. 

Ces  remar(|ues  permettent  de  définir  un  nombre  ordinal  suprrieur  à  un  autre 
(on  dira  que  t  sur|)asse  e,,  si  E,  est  semblable  à  un  segment  de  V.  )  el  de  montrer 
que  les  nombres  ortlinaux  ont  le  caractère  de  grandeurs. 
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représentation  conrrèlc  sous  forme  (l('lcrniin('c  :  aussi  l'dii  s'i'lrvc 
à  ces  nolions,  qu'on  envisage  l'ensenihlc  au  point  (Je  vue  arillmn'- 
lique  ou  au  point  de  vue  géométrique. 

Si  l'on  fait  correspondre  à  l'ensemljle  des  régions  d'un  espace 
continu,  et  si  l'on  suppose  les  éléments  de  V ensemble  repré- 
sentés par  des  points,  on  pourra  se  placer  dans  leur  élude  à  un 
troisième  point  de  vue  et  introduire  le  point  limite. 

Une  suite  infinie  d'éléments  réels  jTo,  ^(,  . . . ,  Xn-,  •  • .  tend  vers 
une  limite  ^,  lorsque  à  tout  nombre  positif  donné  s,  on  peut  faire 
correspondre  un  entier  N  tel  que  l'on  ait  \xn  —  ^  1  <  -  pour  toute 
valeur  de  n  supérieure  à  N  ('). 

Soient  m  et  n  deux  entiers  supérieurs  à  N.  Des  inég;alités 

on  déduit 

1  ^m  —  ^11  I  <I  2  î  ; 

donc  à  partir  d'un  certain  rang,  la  différence  de  deux  termes  quel- 
conques de  la  suite  tend  vers  zéro. 

La  réciproque  est  vraie  :  une  suite  converge  vers  une  limite 
lorsque  à  tout  nombre  positif  donné  s,  on  peut  faire  correspondre 
un  entier  N  tel  que,  pour  toute  valeur  de  m  et  de  n  supérieure 
à  N,  on  ait  \xm—  Xn  \  <£  (-). 

Une  suite  est  dite  convergente,  lorsqu'elle  tend  ainsi  vers  une 
limite  finie;  proprement  dive/'gente  lorsque,  ses  termes  gardant 


(')  De  même,  les  éléments  d'une  suite  augmentent  indéfiniment,  lorsque  à  tout 
nombre  donné  E,  si  grand  soit-il,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  N  tel 
que  l'on  ait  j  a;,,  |  >  E,  pour  n  >  N. 

(^)  Pour  démontrer  cette  réciproque,  considérons  une  suite  arbitraire  de 
quantités  positives  décroissantes  s,,  s,»  ^3»  •  •  •  tendant  vers  zéro;  soient  N,,  N,, 
N,,  ...  les  nombres  qui  leur  correspondent  en  vertu  des  hypothèses.  (On  peut 
s'arranger  de  façon  qu'ils  aillent  toujours  en  croissant.) 

En  particulier,  pour  tous  les  nombres  v  compris  entre  N,  et  N,,  on  pourra 
écrire  |a;„  — a;J<£,,  c'est-à-dire  a;^— £,<  a;„<  a;,,-H  e,,  et  cela  pour  toute 
valeur  de  n  supérieure  à  N,.  Si  nous  appelons  respectivement  a,  et  6,  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  quantités  a;,^— s,,  a;^,-t-£,,  quand  v  prend  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  N,  et  N,,  on  aura 

a,  <  x„  <  6, 

pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  N,. 

De  même  pour  tous  les  nniubres  v  compris  entre  N.  et  N„  et  pour  toute  valeur 
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le  tneme  signe,  leurs  valeurs  absolues  croissent  indéfinimeni  : 
improprement  divergente,  lorsqu'elle  n'est  ni  convergenle,  ni 
proprement  divergente. 

Donnons  une  représentation  géométrique  à  la  suite  en  en  por- 
tant les  éléments  sur  une  droite  à  partir  d'une  origine  fixe.  A  la 
limite  ç  correspondra  un  point  qui  aura  dans  tout  voisinage  une 
infinité  de  points  de  la  suite.  On  l'appelle /)ot/«/  limite. 

Si,  d'une  suite  dont  les  termes  sont  rangés  dans  un  certain 
ordre,  on  passe  à  un  ensemble  quelconque  à  une  dimension,  on 
dira  que  ses  éléments  x  ont  un  point  limite  \,  lorsqu'on  peut 
satisfaire  à  l'inégalité  \x  —  ^  [  <<  s,  si  petit  que  soit  e,  pour  une 
infinité  d'éléments  de  l'ensemble.  Ainsi  l'ensemble 


1 

I 
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I 

I 

1  H > 

"^1 

—  ^ 

I   +    TT  5 

•2, 
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a  les  deux  points  limites  o  et  i. 

De  même  un  point  (^,  y,)  est  point  limite  d'un  ensemble  à  deux 
dimensions,  si  Ton  peut  satisfaire  à  l'inégalité 

(•i--;)-+0'--0-<-> 

quelle  que  soit  la  quantité  positive  e,  pour  des  systèmes  de  va- 
leurs (x,  y)  correspondant  à  une  infinité  de  points  de  l'ensemble. 
En  résumé,  quel  que  soit  le  nombre  des  dimensions,  un  point, 
appartenant  ou  non  à  l'ensemble,  est  point  liniile  si,  dans  tout 
voisinage  de  ce  point,  il  y  a  des  points  de  l'ensemble. 


de  n  supérieure  à  Nj,  on  aura 

c'est-à-dire 

aj  <  a7„  <  ^j, 

en  représentant  par  a.,  et  b^  la  plus  grande  et  In  plus  petite  des  quantités  «,, 
x^ — e,;  6|,  x^+tn  (v  parcourant  les  valeurs  entre  Nj  et  N,). 

On  définira  par  le  méine  procédé  des  nombres  a,,  «,,  . . .;  b^.  b^,  . . .;  do  là  deux 
suites  a,,  «j,  ...;  fr,,  ^.,,  ...  qui  sont  respectivement  croissantes  ou  slationnaircs, 
décroissantes  ou  stationnaires.  Un  terme  quelconque  de  la  première  est  inférieur 
à  un  terme  quelconque  de  la  seconde;  car  si  un  terme  a^  surpassait  ij,  il  surpas- 
serait les  termes  ir„  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Kndn  la  dillV-rence  entre 
deux  termes  correspondaiils  {a^,  b^)  des  deux  suites  est  inrérioure  à  ■.>£,,  c'est- 
à-dire  tend  vers  zéro. 

Les  deux  suites  a  et  b  délinissenl  donc  un  iKniilirc  q;  cl  ce  nombre  est  une 
limite  pour  la  suite  x„,  x,,  . . .,  a-„,  .... 
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Tout  point  d'un  cnseml)lc  qui  n'est  pas  point  limite  est  d'il  point 
isolé  :  le  point  isolé  est  donc  un  point  de  rcnsemble  qui  n'a  dans 
son  voisinage  aucun  point  de  l'ensemble.  Ainsi  tous  les  points  de 

l'ensemble  (-■>  r,}  •  •  •  j  ->  •  •  •)  sont  isolés,  et  l'ensemble  a  l'origine 

pour  point  limite.  Datis  l'ensemble  a^x^b  tous  les  points  sont 
points  limites. 

L'existence  des  points  limites  résulte  de  ce  théorème,  démontré 
par  Weierstrass  : 

Un  ensemble  infini,  contenu  dans  une  portion  jlnic  du  plan, 
admet  au  moins  un  point  limite  ('). 

En  effet,  désignons  par  A  et  B  (A  <;  B)  des  nombres  fixes,  entre 
lesquels  les  coordonnées  des  points  de  l'ensemble  demeurent  com- 
prises; ces  points  seront  tous  intérieurs  à  un  carré  Qo  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  ont  pour  longueur  B  —  A. 

Divisons  ce  carré  en  quatre  carrés  égaux.  Dans  l'un  d'entre 
eux  Q,  (ou  sur  ses  côtés),  il  y  aura  une  infinité  de  points  de  l'en- 
semble. Si  l'on  partage  ce  carré  en  quatre  autres,  il  y  aura  au  moins 
un  nouveau  carré  Qo  contenant,  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés', 
une  infinité  de  points  de  l'ensemble,  et  ainsi  de  suite  pour  des 
carrés  Q3,  ...,  Q„  ;  les  côtés  de  ce  dernier  carré  ont  pour  lon- 

B  — A 
cueur  

Désignons  par  po,  P{,  ■•■i  Pa  des  points  arbitraires  de  l'en- 
semble, situés  respectivement  dans  les  carrés  Qo,  Qi,  ...,  Q«  ; 
leurs  coordonnées  (et  dès  lors  les  points  eux-mêmes)  tendent 
vers  des  limites  bien  déterminées.  En  effet,  soient  a,i  et  bn  les 
abscisses  des  sommets  du  carré  Q„.  Les  deux  suites  («,  ^)  telles 
que  ' 

«0^«l<  •  •  .<  «K<-  •  •  J  '  '  'l>tl^  ^«-i<  .  .  .  <  t»o 

(avec   la   condition   b,i — ^/«^ — rT~  )    définissent    un    nombre   : 


(')  C'est  pour  fixer  les  idées  que  nous  prenons  un  ensemble  à  deux  dimension?. 
Le  principe  de  ce  tlicorème  se  trouve  dans  lès  Œuvres  de  lîolzano  (on  l'appelle 
souvent  loi  de  Bolzano-Weierstrass),  de  Lagrange,  de  Hirichlet,  de  Caurliy 
{cf.  CANTon,  M.  A.,  t.  XXIII.  p.  455;  i88i). 
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regardoiis-Ic  comme   Tabscisse   d'un  point  dont    l'ordonnée  sera 
déterminée  par  deux  suites  analogues. 

Ce  point  est  un  j)oint  limite  puis(jue,  d'après  la  manière  dont 
ses  coordonnées  ont  été  définies,  il  renferme  dans  son  voisinage 
une  infinité  de  points  de  l'ensemble. 

H.  Les  points  limites  d'un  ensemble  E  forment  un  nouvel 
ensemble;  on  l'appelle  ensemble  dérivé,  et  on  le  représente 
par  E'.  Cet  ensemble  dérivé  peut  à  son  tour  contenir  une  infinité 
de  points,  et  dès  lors  avoir  un  dérivé.  On  le  représentera  par  E"  ; 
et  ainsi  de  suite. 

L'ensemble  est  dit  de  première  espèce  lorsqu'il  a  un  nombre 
limité  de  dérivés  successifs.  Un  ensemble  de  première  espèce  est 
du  /i'^"'^  ordre  lorsque  c'est  son  dérivé  /i'^™*,  E",  qui  se  réduit 
ainsi  à  un  nombre  limité  de  points  ('). 

Par  exemple,  l'ensemble  des  nombres  rationnels  compris  entre  o 
et  I  a  pour  dérivé  l'ensemble  des  nombres  o^x^x.  Ce  second 
ensemble  coïncide  avec  son  dérivé. 

Les  relations  d'un  ensemble  avec  son  dérivé  ont  conduit  aux 
classifications  suivantes  : 

Tout  point  d'un  ensemble  est  un  point  isolé  ou  un  point  limite; 
donc  si  l'on  représente  par  E,-  et  E/  l'ensemble  des  points  isolés 


(■)  Cf.  Cantor,  m.  a.,  t.  V,  p.  138. 

Exemple  :  Désignons  par  P  l'ensemble  {••••,-■,■-•■>-■,  \\:\\'a  zéro  pour  point 

limite.  Dans  cIkujuc  intervalle   ( >  -  )   (  et  à  droite  du  point  i),  insérons  un 

\  n  -t-  1     n  j 

ensemble  semblable  à  P  et  qui  ait   (et  i)   pour  point   limite.   On   forme 

'  .   n  -t-  I    ^  ' 

ainsi  un  ensemble  O  dont  le  premier  dérivé  est  P,  et  le  second  dérivé  se  réduit 

au  point  zéro. 

Dans  chaque  intervalle    (  • 1  —  )   insérons   un   ensemble  semblable  à  Q   et 

^  \n  -\-\     n  J 

ayant  pour  points   limites   tous   les  points   ilc  (^  silués  dans   rinlervalle   :    soit    11 

l'ensemlilc  ainsi  défini.  On  a 

l\'.=  0,        IV' =P; 

IV"  se  réduit  au  point  zéro. 

Kn  poursuivant  d'a|)rés  «cite   loi,  on    formera  des  cnsemblo  de    Ici    ordie  que 
l'on  \oudra. 

On  réalise  facilement  dc>  fouclioiis  ayant  pour  /.éros  le»  lJolnl^    d'cnbemi.ilcï 
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d'un  ensemble  E,  et  renscml)lc  des  points  liinilcs  de  E  qui  font 

partie  de  E,  on  a 

E,-f-E/=E. 

Cela  posé,  on  appelle  : 

1°  Ensemble  isolé,  celui  dont  tous  les  points  sont  isolés  (E/=:o). 

2"  Ensemble  relativement  parfait  {complet,  fermé,  gesschlos- 
sene),  celui  dont  chacun  des  points  limites  appartient  à  l'ensemble, 
c'est-à-dire  celui  qui  contient  son  dérivé  (E/=  E'). 

Ainsi,  l'ensemble 

'  I     I 
■i.     S 

est  isolé;  il  devient  relativement  parfait  si  l'on  y  ajoute  rori<;ine. 

3°  Ensemble  dense  en  soi  (in  sich  dicbt),  celui  dont  tous  les 
points  sont  points  limites  (Ei  =  o)  :  il  est  contenu  dans  son 
dérivé. 

Exemple  :  Les  nombres  rationnels  compris  dans  un  intervalle 
forment  un  ensemble  dense  en  soi. 

4°  Ensemble  parfait,  celui  qui  coïncide  avec  son  dérivé, 
c'est-à-dire  est  à  la  fois  relativement  parfait  et  dense  en  soi  (') 
(E  =  E'=E,). 

semblables  aux  ensembles  P,  Q,  R,  ....  Ainsi  les  fonctions 

Il            .1 
sin  -  ?      sin ,     sin >      •••) 

X  .        I 


sin 


jouissent  de  cette  propriété  {cf.  Du  Bois-Reymond,  J.  de  Crelle,  t.  79,  p.  87). 

Pour  les  ensembles  P,  Q,  ...,  l'origine  est  dite  point  liniile  du  premier  ordre, 
du  second  ordre,  etc. 

IVr.  Mittag-Leffler  a  donné  {A.  M.,  t.  IV,  p.  58)  des  exemples  simples  d'ensembles 
d'espèce  supérieure.  Ainsi  l'ensemble  isolé  formé  par  les  nombres 


où  les  quantités  ix,  w,,  ...,  m^  parcourent  toute  la  série  des  nombres  entiers 
positifs,  a  des  dérivés  de  tous  les  ordres  {cf.  aussi  Cantor,  J/.  A.,  t.  XVII,  p.  35*]). 

Les  théorèmes  de  M.  Mittag-Lefder  (  C.  /?.,  18S2,  1"  semestre;  A.  M.,  t.  IV)  per- 
mettent la  représentation  analytique  des  fonctions  uniformes  ayant  des  discon- 
tinuités formant  des  ensembles  isolés  des  types  ci-dessus. 

(')  C'est  le  sens  adopte  par  M.  Cantor.  M.  Jordan  appelle  ensembles  parfaits 
les  ensembles  relativement  parfaits  définis  ci-dessus,  aussi  bien  que  les  ensembles 
parfaits.  Au  point  de  vue  pratique,  les  deux  définitions  ne  dillcreiit  pas  profon- 
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JjC  corilinii  prcsenlc  l'exemple  le  plus  simple  d'ensemble  pail'ail. 

Des  deux  ensembles  a  ^^^6;  a<.x  <Cb,  le  premier esl  parfait, 
le  second  neTesl  pas,  puisque  son  dérivé  en  conlienl  Ions  les  points, 
et  de  plus  les  points  (t  et  h. 

Étudions  maintenant  la  situation  des  poinis  d'un  ensemble  E 
relativement  à  un  domaine  iD. 

Un  ensemble  E  est  partout  dense  (iiberall  dicht)  dans  un 
domaine  CD,  lorsqu'il  y  a  des  points  de  l'ensemble  dans  tout 
domaine,  si  petit  soit-il,  contenu  dans  cô  :  dans  ce  cas,  l'ensemble 
dérivé  renferme  tous  les  poinis  de  cô.  Un  ensemble  partout  dense 
est  dense  en  soi;  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Les  poinis  d'un 
intervalle  dont  l'abscisse  est  un  nombre  rationnel  forment  un 
ensemble  partout  dense  :  il  n'est  pas  parfait  ('). 

Un  ensemble  E  nest  dense  nulle  part  dans  cO,  lorsqu'il  n'y  a 
aucune  portion  de  CD  dans  laquelle  l'ensemble  E  soit  partout  dense. 


dément,  car  un  ensemble  relativement  parfait  ne  diiïérede  son  dérivé  que  par  une 
inlinité  dénombrabie  de  poinis  {cf.  Borel,  Leçons,  etc.,  p.  36). 

Ua  ensemble  dénombralile  n'est  jamais  parfait  (Cantor,  M.  A.,  t.  XXIII,  p.  4 '9): 
un  ensemble  parfait  a  la  puissance  du  continu  (Cantor,  A.  M.,  t.  IV,  p.  38i); 
un  ensemble  fermé  esl  dénombrabie  ou  a  la  puissance  du  continu.  Un  ensemble 
isolé  el  un  ensemble  fermé  dont  le  dérivé  esl  dénombrabie  sont  dénombrables. 

(')  Réciproquement,  u/i  ensemble  fermé  peut  n'être  dense  nulle  part. 

Exemple:  A  cbaque  nombre  rationnel    -  compris  dans  riutcrvaile  (o,  i)  asso- 

q 

cions  rinlervalle 

(P  _  _L,  P   ^  J  V 

\(J  y''     CJ  ff) 

D'où,  une  infinité  dénombi-ablc  d'intervalles  :  soit  *L'  l'ensemble  formé  par  les 
poinis  de  ces  intervalles.  La  théorie  des  fractions  continues  apprend  qu'il  existe 
des  nombres  irrationnels  \  non  compris  dans  ces  inlervalles,  c'est-à-dire  tels  que 

I    V  /'     I  >  ,  /' 

W  —  '      ;  ■  —  (uu'l   iiue  so.l  -    • 

\  <}\        '/'  9 

Soit  10  leur  ensemble  : 

1"  E  est  fermé;  car  si  un  |)iiint  de  \\  n'iipparlcnail  pas  à  E,  ce  point  serait 
intérieur  à  C  (sans  coïncider  avec  les  cxt  remit  es  des  inlervalles  formant  v^  ),  el 
par  suite  C  conliendrail  des  poinis  de  E,  (C  qui  n'a  pas  lieu; 

■.>.°  E  n'est  dense  dans  aucun  intervalle,  car  tout  intervalle  contient  des  poinis 
dont  l'abscisse  esl  rationnelle,  par  suite  des  points  n'appartenant  pas  à  E,  oc  qui 
serait  absurde  si  E  était  parloul  dense  dans  cet  intervalle,  puisque  E  est  fermé. 

Dès  lors  il  y  a  des  ensembles  parfaits  jouissant  de  la  même  propriété,  car 
l<iut  ensemble  fermé  non  dénombiable  (cl  E  n'est  pas  dénombiabli' )  se  décom- 
pose en  un  ensemble  dénombrabie  cl  en  un  ensemble  parfait. 

Cf.  lîiiiu  I.,  Leçons,  etc.,  p.  .ij).  —  Ukndixson,  1.  M.,  t.  Il,  p.  /|i6.  —  Cantou, 
A.   U.,  t.  1\  ,  p.  "i.Si.  —  IIauamaki),  y.  M.,  i8(j8,  p.  Gtj.  —  Bahii;,  J'hcsc  (i8<)<)),  p.  38. 
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Enfin,  pour  Iraiter  de  l'inlégrabilllé  des  fonctions  et  de  leur 
développement  en  séries  de  Fourier,  on  utilise  une  notion  relative 
à  Vétendiœ  d'un  ensemble. 

Soit,  pour  sim])lirier,  un  ensemble  linéaire.  Il  est  discret,  de 
longueur  nulle,  résoluble,  ou  non  étendu  dans  un  intervalle 
(discret,  inlialtslos,  unausgedehnt,  integrirbar),  lorsqu'il  est  pos- 
sible d'enfermer  ses  points  dans  des  intervalles  partiels  de  somme 
inférieure  à  toute  quantité  donnée  ('). 

L'ensemble  des  points 


..  ^   l-Y,   (^>. 


iÏÏ' 


est  non  étendu.  En  effet,  on  peut  les  répartir  en  deux  catégories  : 
l'une  contient  les  points  avoisinant  l'origine,  et  l'intervalle  qui 
les  renferme  est  aussi  petit  que  l'on  veut;  l'autre  n'a  plus  qu'un 
nombre  fini  de  points  (-). 


(')  Pour  ces  définitions,  cf.  Harnack,  M.  A.,  t.  XIX,  p.  2.38  (quelques  points 
ont  dû  être  rectifiés);  M.  A.,  t.  XXIV,  p.  218,  et  B.  D.,  1882,  p.  242.  — 
De  la  Vallée-Poussin,  /.  M.,  1892,  p.  423.  Par  ensemble  inétendu,  Ilankel 
entendait  un  ensemble  dense  nulle  part  :  cette  définition  est  trop  large,  car 
si  un  ensemble  discret  n'est  dense  nulle  part,  la  réciproque  n'est  pas  vraie 
(Harnack  en  donne  un  exemple,  M.  A.,  t.  XIX,  p.  239). 

Cf.  Encyklopddie  der  Math.  Wissenschaften,  t.  I,  p.  200  et  note  71  (article 
de  Schonflies);  t.  II,  p.  09  et  notes  2o5,  208,  209  (article  de  Pringslieim  ),  p.  69 
et  note  107  (article  de  Voss).  Voici  du  reste  comment  M.  G.  Cantor  conçoit 
Vëtendue  (Inhalt)  d'un  ensemble  fermé  E,  placé  dans  un  espace  à  n  dimensions 
(notion  qui  sert  de  fondement  à  la  théorie  des  intégrales  multiples)  : 

De  chaque  point  de  E,  comme  centre,  décrivons  des  sphères,  toutes  de  même 
rayon  r  :  leur  ensemble  limite  une  portion  d'espace  qui  diminue  quand  r  décroît. 
Par  suite,  quand  r  tend  vers  zéro,  cet  espace  a  une  limite  positive  ou  nulle  :  cette 
limite  définit  l'étendue  de  l'ensemble  E  {M.  A.,  t.  XXI,  p.  54).  M.  Jordan  donne 
de  l'étendue  une  définition  applicable  aux  ensembles  fermes  ou  non,  en  distin- 
guant l'étendue  intérieure  et  l'étendue  extérieure  (/.  M.,  1892,  p.  77). 

(-)  Les  ensembles  de  première  espèce  sont  tous  discrets.  Ainsi  rensemblo  de 
première  espèce  et  du  second  ordre 

^G)'  &  ^(0"  (0"(0'  G)'  J-(0'  - 


est  discret.  Son  dérivé  est 


0'  (0" 


dont  le  dérivé  se  réduit  à  un  point.  La  réciproiiue  n'est  pas  vraie  :  tous  les 
ensembles  discrets  ne  sont  pas  de  première  espèce.  Plus  généralemenl,  l'élcnduc 
d'un  ensemble  est  égale  à  celle  de  son  dérive;  par  suite,  un  ensemble  dont  le 
dérivé  est  déiiunibrable  a  une  étendue  nulle. 
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12.  Un  ensemble  d'une  dimension  est  borné  {fini,  limité) 
lorsque  ses  éléments  demeurent  compris  entre  deux  nombres 
fixes.  Dans  le  cas  contraire,  il  est  illimité. 

Un  ensemble  borné  à  une  dimension  admet  une  limite  supé- 
rieure et  une  limite  inférieure,  l^ar  limite  supérieure  L  d'un 
ensemble,  on  entend  un  nombre  jouissant  des  deux  propriétés 
suivantes  :  i"  L  est  supérieur  ou  égal  à  l'un  quelconque  des  élé- 
ments de  l'ensemble;  2°  tout  nombre  plus  petit  que  L  est  infé- 
rieur à  l'un  au  moins  des  éléments  de  l'ensemble  ('). 

Un  ensemble  quelconque  est  borné,  lorsqu'il  est  borné  suivant 
chaque  dimension,  c'est-à-dire  lorsque  les  coordonnées  de  ses 
points  restent  comprises  entre  des  nombres  fixes.  Les  points  du 
plan  intérieurs  à  tout  contour  fermé  constituent  un  ensemble 
borné;  les  points  extérieurs  un  ensemble  illimité. 

Désignons  par  E  un  ensemble  ne  renfermant  pas  tous  les  points 
possibles  :  les  points  qui  n'appartiennent  pas  à  cet  ensemble 
forment  un  second  ensemble,  que  je  représente  par  C.  On  appelle 


(')  Ce  théorème  revient  à  dire  qu'wn  ensemble  borné  à  une  dimension  a 
deux  points  frontières.  (On  a  déjà  vu  qu'un  ensemble  borné  infini  a  au  moins 
un  point  limite.)  En  voici  la  démonstration  : 

Soit  b  un  nombre  fixe  supérieur  à  tous  les  éléments  de  l'ensemble,  et  a  un 

nombre  inférieur  à  l'un  au   moins  de  ces  éléments.  Intercalons  un  moyen  arith- 

.    r.            •            .              o,  +  b     ,     ., 
melique  entre  a  et  b.  Des  trois  nombres  a,  >  o,  il  y  en  a  au  moins  un  qui 

est  supérieur  ou  égal  à  tous  les  éléments  de  l'ensemble.  Je  désigne  par  b^  le 
nombre  ou  le  plus  petit  des  deux  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété,  et 
j'appelle  a,  celui  qui  est  immédiatement  inférieur  à  b^.  Le  nombre  a,  sera, 
comme  a,  inférieur  à  l'un  au  moins  des  éléments  de  l'ensemble. 

Du  système  {a^b^),  déduisons  {a^b^),  comme  on  a  déduit  {a^b^)  de  {ab). 
En  répétant  l'opération,  on  forme  deux  suites  de  nombres 


a  <  a,  <  a2< 


^-.<...<^     (*.-«.=  ^--.^> 


telles  que  chaque  nombre  a„  est  inférieur  à  l'un  au  moins  des  éléments  de  l'en- 
semble, et  chaque  nombre  ^„  supérieur  ou  égal  à  tous  les  éléments. 

Ces  deux  suites  définissent  un  nombre  L.  Ce  nombre  n'est  inférieur  à  aucun 
élément  de  l'ensemble;  car  tout  élément  qui  surpasserait  L  surpasserait  aussi  l'un 
des  termes  6„,  puisque  fe„  a  pour  limite  L.  De  même,  il  y  a  toujours  au  moins  un 
élément  supérieur  à  L — e,  t  étant  choisi  arbitrairement,  i)uis(|u'il  y  en  a  tou- 
jfiurs  lin  <]ui  surpasse  a„,  et  (|ue  «„  ayant  (lour  limite  L  peut  eu  dilh  rcr  d'une 
(|uantité  inférieure  à  £. 

On  établirait  i\r  l.i  même  iiiimicrc  rcxisleiice  d'uni'  iiinilc  inférieure  /.  V.w 
raisonnant  ]iar  l'absurde,  on  voit  (jue  ces  limites  L  et  /  suiit  uniijues. 
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frontière  commune  des  ensembles  E  et  »1^  l'ensemble  formé  par- 
les points  qui  appartiennent  à  la  fois  à  l'un  des  ensembles  et  au 
dérivé  de  l'autre.  Ainsi  un  point  frontière  de  E  (et  dès  lors  de  o), 
s'il  appartient  à  E  (à  o),  a  dans  tout  voisinage  au  moins  un  point 
de  C  (de  E).  Quand  tous  les  points  d'un  ensemble  ne  sont  pas 
points  frontières,  on  peut  définir  V intérieur  de  l'ensemble.  Ce 
sont  les  points  dont  l'entourage  appartient  à  l'ensemble.  Chaque 
point  intérieur  à  l'ensemble  E  est  extérieur  à  l'ensemble  »^  (')• 

13.  Un  ensemble  borné  est  d' un  seul  tenant  lorsqu'il  est  rela- 
tivement parfait  et  que  l'on  peut  échelonner,  entre  deux  points 
arbitraires  de  l'ensemble,  une  suite  finie  de  points  appartenant  à 
l'ensemble,  tels  que  la  distanee  de  deux  points  consécutifs  soit 
inférieure  à  tout  nombre  donné  (-). 

Cette  notion  précise  celle  de  domaine  continu.  Un  champ,  par 
exemple,  à  deux  dimensions  constitue  un  continuum  (^)  composé 
d'une  seule  pièce,  lorsque,  étant  donnés  deux  points  du  champ, 
l'un  fixe  (on  le  prendra  à  l'infini  si  le  voisinage  du  point  à  l'infini 


(')  Le  point  limite  diffère  du  ^o\nt  frontière.  Le  point  limite  n'est  en  même 
temps  point  frontière  que  s'il  n'est  pas  intérieur  à  l'ensemble  :  inversement,  un 
point  isolé  est  un  point  frontière  sans  être  un  point  limite. 

Ainsi  tout  point  de  l'ensemble  x''-  +  y-^i  est  point  limite;  les  points  de  la 
circonférence  de  rayon  i  sont  de  plus  points  frontières.  Dans  l'ensemble 


l'origine  est  point  limite  et  point  frontière.  Dans  l'ensemble  formé  par  la  suite 
des  entiers,  chaque  point  est  point  frontière  sans  être  point  limite.  Dans  l'en- 
semble formé  par  les  points  à  coordonnées  rationnelles,  tous  les  points  sont 
points  frontières  :  il  n'y  a  ni  points  intérieurs,  ni  points  extérieurs  à  l'en- 
semble. 

(-)  C'est  le  sens  de  M.  Jordan  {Ancilyse,  2»  édition,  t.  I,  p.  24  et  .'ji  ).  — 
AL  Cantor  appelle  domaine  zusamnienhàngend  et  M.  Burckliurd  domaine  in 
sich  ilberall  cliclit  le  domaine  dans  lequel  on  peut  échelonner,  entre  deux  points 
arbitraires  du  domaine,  etc.  (comme  ci-dessus).  —  Ce  que  M.  Jordan  définit 
domaine  d'un  seul  tenant,  M.  Cantor  l'appelle  zusanimen/idngend  -h  aùi^e- 
schlossen,  iM.  Burkhardt  zusaninienhdngcnd.  —  M.  Cantor  appelle  continu  le 
domaine  per/ekt  zusammenlidngend  et  seniicontinuuni  le  domaine  zusam- 
menhàngend  nicht  perfekt.  Le  domaine  zusanunenhungend  -{-  abgcsclilossen 
=  kontinuierlich  (et  par  suite  perfekt). 

(^)  Cf.  Weiersthass,  Œuvres,  t.  IL  p.  200.  —  Mittao-Lefflku,  A.  .M., 
t.  IV,  p.  2. 
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appartient  au  champ),  l'autre  qucIcon(|uc  varialile,  on  peut  éche- 
lonner entre  ces  deux  points  un  nombre  fini  de  points,  tels  que 
l'entourage  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  appartienne  tout 
entier  au  champ  et  renferme  le  point  suivant  ('). 

§  m.  —  Types  de  fonctions. 

14.  Après  ces  considérations  sur  les  ensembles,  revenons  à 
l'étude  des  fonctions  ou  de  la  correspondance  de  deux  ensembles. 

On  représente  géométriquement  la  dépendance  entre  deux 
variables  complexes,  ;;  et  w,  en  considérant  simultanément  deux 
plans,  et  en  posant 

z  =  X  ^  iy,         iv  =  a  -T-  à',         u  =  it  (x,  y),         v  =  i'{x,  y). 

Ces  relations  définissent  la  représentation  du  plan  z  sur  le 
plan  <p.   Soient  A  et  cl>  deux  aires  qui  ainsi  se  correspondent. 

La  représentation  de  A  sur  A>  est  continue  lorsque  la  distance 
de  deux  points  images  tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  la 
distance  des  deux  |)oints  à  représenter. 

Elle  est  biunivoqne  lorsqu'à  tout  point  de  A  correspond  un 
point  de  X  et  un  seul,  et  réciproquement. 

Elle  est  conforme  ou  isogonale  lorsque  deux  courbes  C  et  C  de 
l'un  des  plans  se  coupent  sous  le  même  angle  que  leurs  courbes 
images  F  et  F'  :  la  similitude  des  figures  infiniment  petites  est 
ainsi  conservée. 

La  représentation   conforme  est  directe  lorsque   le  sens  dans 


(')  On  peut  repartir  les  ensembles  à  deux  dimensions  en  ensembles  continus 
(superficiels  ou  linéaires)  et  ensembles  ponctuels.  Soient  une  aire  olo  et  un 
ensemble  E  de  points  intérieurs  à  iHo.  L'ensemble  E  divise  A>  en  domaines 
distincts,  s'il  existe  deux  points  de  <!,llo  tels  qu'il  soit  impossible  de  passer  de  l'un 
à  l'autre,  en  restant  à  l'intérieur  de  JU,  sans  rencontrer  de  points  de  E.  L'en- 
semble E  sera  ponctuel  s'il  n'existe  pas  d'aire  intérieure  à  cl)  que  l'ensemble  E 
puisse  décomposer  en  domaines  distincts. 

Dans  un  ensemble  ponctuel,  un  point  peut  :  1°  cire  isolé;  ■.>°  avoir  dans  sou 
voisinage  une  infinité  de  points  isolés;  3°  ne  pas  être  isulé  et  n'avoir  dans  un  voi- 
sinage, formé  par  un  cercle  de  rayon  assez  petit,  aucun  point  isolé  {cf.  Paim.kvk, 
Théorie  analytique  des  équations  différentielles,  p.  'l'^'i)- 

Un  ensemble  |)oncluel  peut  étie  parfait  {cf.  Hknuixson,  A.  M.,  t.  II,  p.  (17); 
on  y  trouvera  un  exemple  d'ensemble  parfait,  d'une  dimension,  dont  aucun  point 
n'est  isolé,  et  qui  néanmoins  ne  rcmiilit  nulle  part  un  segment  de  droite). 
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lequel  11  faut  tourner  pour  passer  de  G  à  C  est  le  même  que  pour 
passer  de  F  à  F'  :  dans  le  cas  contraire,  elle  est  inverse.  Par 
exemple,  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  est 
une  transformation  conforme  Inverse. 

Envisageons  maintenant  un  espace  à  n  dimensions.  On  peut 
encore  parler  de  point,  de  ligne,  de  surface  et  généralement  de 
multiplicité  ou  d'ensemble  kp  dimensions  (p^n). 

Dans  cet  espace,  soit  une  fonction,  définie  sur  un  ensemble  E, 
ajant  en  chaque  point  de  cet  ensemble  un  nombre  limité  de 
valeurs  :  ces  valeurs  forment  un  ensemble  C.  On  peut  regarder 
la  définition  de  la  fonction  comme  figurant  la  représentation  ou 
Vapplication  de  l'ensemble  E  sur  l'ensemble  C  ('). 

15.  Dans  ce  qui  précède,  la  notion  de  fonction  s'est  trouvée 
dégagée  de  toute  hypothèse  étrangère  à  celle  de  détermina- 
tion. 

De  l'infinie  variété  de  fonctions  qu'il  est  ainsi  possible  de  con- 
cevoir, on  pourra,  d'une  infinité  de  manières,  détacher  des  caté- 
gories intéressantes.  Ce  choix  dépendra  des  recherches  que  l'on 

poursuit. 

Considérons  les  fonctions  d'une  variable  réelle.  On  pourra  étu- 
dier successivement  (-)  : 

1°  Les  fonctions  discontinues  dont  les  discontinuités  ne  forment 

pas  un  ensemble  discret  (n°  11). 

Exemple  :  La  fonction  considérée  par  Dlrlchlet,  qui  est  nulle 
pour  chaque  valeur  rationnelle  de  la  variable,  et  égale  à  i  pour 
chaque  valeur  irrationnelle  (n"  2). 

2°  Les  fonctions  intégrables  (n"  161). 


(  •  )  Soient  p  .,  p  ,  ...des  points  de  E  ayant  pour  point  limite  un  point  p  ; 
a  a         '.les  points  correspondants  de  C,  supposons  qu'ils  aient  q  pour 

point  Vimite."  La  représentation  de  l'ensemble  E  sur  l'ensemble  C  est  due  con- 
tinue, si  cl.acun  des  points  limites  p  a  pour  correspondant  q. 

Quand  un  ensemble  fermé  (ou  parfait)  E  a  une  représentation  f.n.e  et  con- 
tinue C,  cet  ensemble  «C  est  lui-même  fermé  (ou  parfait).  ^ 

Si  la  représentation  des  ensembles  E  cl  C  est  biunivoque,  et  s.  o  est  une 
représentation  continue  de  E,  réciproquement  E  est  une  représentation  conluuic 

'^V)  Cf.  Du  Rois-Reymond,  Versuch  einer  Classification  dcr  a-ili/,urlic/un 
Funciionen  (/.  de  Crelle,  t.  70,  p.  21). 
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3°  Les  fonctions  qui  satisfont  aux  conditions  de  Dirichict,  et 
dès  lors  sont  développablcs  en   séries  lri<j,onomélii(|ucs  (n"  8i). 

4"  Les  fonctions  uniformes  et  continues  :  elles  sont  rcprésen- 
tables  par  des  séries  de  polynômes,  absolument  et  uniformément 
convergentes,  comme  l'a  montré  Wcicrstrass  (').  Pour  les  déter- 
miner dans  un  intervalle,  11  suffit  de  donner  leurs  valeurs  aux 
points  rationnels  de  l'intervalle  (n"  19). 

5"  Les  fonctions  uniformes  et  continues  qui  ont  une  dérivée; 
celles  qui  ont  des  dérivées  de  tous  les  ordres,  toutes  finies,  et  dès 
lors  continues. 

Ces  dernières  se  rangent  en  deux  classes.  Les  unes  sont  ana- 
lytiques, c'est-à-dire  développables  dans  le  voisinage  de  chaque 
point  en  séries  de  Tajlor.  Les  autres  ne  sont  pas  analytiques  : 
on  peut  leur  donner  pour  expression  analytique  la  somme  d'une 
série  de  Taylor  et  d'une  série  de  Fourier,  comme  l'a  montré 
M.  Borel  (2). 


(')  Weierstrass,  /.  M.,  i88G  (Iraduction  Laugel).  —  Cf.  aussi  les  démon- 
strations plus  simples  données  par  IVI.  Picard  {Analyse,  2°  édition,  t.  I,  p.  276), 
par  M.  Lebesgue  {B.  D.,  1898,  p.  278),  par  M.  Mittag-Leffler  (//.  del  Circolo  di 
Palermo,  1900,  p.  217).  —  Ce  théorème  s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables  continues  dans  un  domaine  :  elles  sont  représentablcs  en  séries  de 
polynômes. 

De  même,  toute  fonction  continue  dans  un  intervalle,  sauf  pour  un  ensemble 
dénonibrable  de  valeurs  de  la  variable,  est  développable  dans  cet  intervalle  en 
série  de  polynômes,  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  inter- 
valle où  n'existe  pas  de  point  de  discontinuité  (Lebesgue,  toc.  cit.). 

En  traitant  des  fonctions  discontinues  développables  en  séries  de  fonctions 
continues,  ÎSI.  Baire  a  prouvé  que  pour  qu'une  fonction  d'une  variable  soit  repré- 
scntable  par  une  série  de  polynômes  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  au  plus  ponc- 
tuellement discontinue  dans  tout  ensemble  parfait  (C  /?.,  1898,  1"  semestre, 
p.  884,  et  Thèse,  p.  62)  et  M.  Lebesgue  a  démontré  simplement  le  même 
théorème  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  (  C.  fi.,  1^99,  1"  semestre, 
p.  8.1). 

{-)  De  même,  une  fonction  de  plusieurs  variables  réelles,  continue  dans  un 
domaine  et  admettant  des  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres,  est  dévelop- 
pable en  une  série 

X.  f*n(^n  •  •   1  ^rî  sinoT,,  cosa;,,  . . .,  cos^r^) 

(  P„  désignant  un  polynôme  en  x,,  ...,  cosj:^),  série  uniforuïément  convergente 
et  dérivabUr  terme  ù  terme  indéfiniment.  —  Cf.  IJoiiEi-,  A.  E.  N.,  189'),  p.  ,'<5.  — 
Painlkvé,  c.  /.'.,  1S9S,  1"  semestre,  p.  38'i.  —  PitiNasuEiM,  M.  A.,  t.  \I,!\,  et 
Chicago  Congrvss  l'ajicrs,  p.  ■M)\.  —  Voir  aussi  la  Note  n'  177. 
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On  pourra  classifier  les  fonctions  d'aprrs  les  équations  aux- 
quelles elles  satisfont,  et  s'occuper  spécialement  des  solutions  des 
équations  différentielles  algébriques. 

A  un  autre  point  de  vue,  on  pourra  ranger  les  fonctions  d'après 
les  représentations  dont  elles  sont  susceptibles  (séries  entières, 
séries  de  polynômes,  séries  trigonométriques,  etc.)  (')  ou,  pour 
préciser,  de  la  manière  suivante  (-)  : 

Dans  une  première  classe,  dite  classe  zéro,  on  place  les  fonc- 
tions continues  f{oc)  '.  nous  venons  de  dire  qu'elles  sont  dévclop- 
pables  en  séries  de  polynômes. 

Une  série  de  fonctions  de  classe  o,  si  elle  ne  détermine  pas 
une  fonction  de  classe  o,  définira  une  fonction  de  classe  i  :  la 
classe  I  comprend  donc  les  fonctions  discontinues  F(.r),  repré- 
sentables par  des  séries  de  fonctions  continues,  et  l'on  aura 

nr=0 

De  même,  quand  une  série  de  fonctions  de  classe  i  ne  déter- 
mine pas  une  fonction  de  classe  o  ou  i,  la  fonction  qu'elle  définit 
sera  dite  de  classe  2.  Les  fonctions  5[x)  de  classe  2  sont  donc 
représentables  par  des  séries  doubles  à  éléments  continus 

m  =  0  rn=0     n  —  0 

telles  que  la  sommation  relative  aux  valeurs  n  doive  précéder  celle 
relative  aux  valeurs  m. 

Exemple  :  La  fonction  considérée  plus  haut,  qui  est  nulle  pour 
chaque  valeur  rationnelle  de  la  variable,  et  égale  à  i  pour  chaque 
valeur  irrationnelle. 

On  peut  poursuivre,  et  définir  ainsi  des  fonctions  de  classe 
arbitraire  qui  seront  représentées  par  des  séries  triples,  qua- 


(>)  Cf.  les  Notes  précédentes  et  les  n<"  66,  S3,  188,  etc. 

(^)  C'est  une  classification  donnée  par  M.  Baire  (C  /•*.,  i^îq^,  et  Thèse,  p.  08. 
Voir  aussi  C.  li.,  i^()Ç),  2°  semestre,  p.  r)\6  et  loio). 
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(Iruplos,  etc.,  dont  les  éléments  seront  des  fonctions  continues  on 
des  polynômes. 

En  partant  du  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner une  fonction  dans  un  intervalle,  on  opposera  les  fonctions 
définies  par  une  infinité  dénombrable  de  conditions  (par  exemple, 
les  fonctions  continues,  les  fonctions  discontinues  seulement  en 
une  infinité  dénombrable  de  points)  aux  fonctions  discontinues 
en  général  (').  Parmi  les  premières,  on  pourra  ranger  à  part  celles 
qui  sont  déterminées  par  leurs  valeurs  dans  un  intervalle  aussi 
petit  que  l'on  veut  (les  fonctions  analytiques  de  variable  réelle  ou 
complexe). 

Dans  cet  Ouvrage,  nous  avons  à  traiter  spécialement  àe?»  fonc- 
tions analytiques  cV une  variable  complexe.  C'est  l'étude  des  pbc- 
nomèncs  naturels  et  la  commodité  des  calculs  qui  ont  amené,  en 
restreignant  la  noiion  de  fonction,  à  faire  ces  hypothèses  complé- 
mentaires d'oîi  est  sortie  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  Leur 
domaine  embrasse  les  fonctions  les  plus  intéressantes  dans  toutes 
les  branches  des  Mathématiques  :  Théorie  des  nombres.  Théorie 
des  équations  dififérentielles,  Géométrie,  Physique  mathématique. 

Aborder  leur  étude  par  les  procédés  de  Cauchy  revient  à  envi- 
sager les  fonctions  qui  sont  finies,  continues,  monogènes,  ainsi 
que  leurs  dérivées. 

Les  notions  correspondantes  se  présentent  aussi  lorsqu'on  se 
place  au  point  de  vue  de  Riemann. 

Les  méthodes  de  Weierstrass  reposent  sur  les  propriétés  des 
séries  entières,  ce  qui  exige  Tidée  do  limite,  de> continuité,  de 
convergence,  de  convergence  uniforme. 

Aussi  est-il  bon  d'en  grouper  ici  les  définitions  précises  en  les 
appliquant  aux  fonctions. 


(')  Exemple  :  Soient  x„  ...,  x„,  ...  des  nombres  donnons;  une  fonction  égale 

à  -   pour  X  =  X  ,  Gl  nulle  en  tous  les  autres  points,  a  une  inlinilé  dénombnihie 

n  " 

de  discontinuités.  Les  fonctions  à  variation  bornée  de  M.  Jordan  (  n"  1()'2  )  a|)|)ar- 
tienncnt  à  celte  catégorie.  —  Pour  cette  classification,  cf.  Hoiikl,  Leçons  sur  lu 
théorie  des  fondions,  p.  no  et  i23  (et  Tlièse,  A.  K.  TV.,  iSi/i,  p.  ^7). 
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SECTION    II. 

LES    FONXTIONS   ANALYTIQUES. 


§  L  —  Fonctions  oontinuiîs. 

16.  Une  fonction  de  variable  complexe,  /{:•)-,  définie  dans  le 
voisinage  d'un  point  c^o;  converge  en  ;;o  vers  une  limite  /,  si  à  tout 
nombre  positif  donné  £  on  peut  faire  cori'espondre  un  nonihro 
positif  ô,  tel  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  o  <C  |  A  |  <!  ^, 

Ainsi  une  fonction  peut  ne  pas  être  définie  en  un  point,  bien 
qu'elle  ait  en  ce  point  une  limite  déterminée  ('  ).  Si  elle  est  définie 
en  un  point,  la  valeur  limite  de  la  fonction  peut  ne  pas  être  égale 
à  la  valeur  de  la  fonction  à  la  limite  (-). 

La  définition  ci-dessus  peut  être  modifiée  et  applicpiée  à  un 
ensemble  de  valeurs  ne  renfermant  pas  tout  le  voisinage  de  z^.  On 
dira,  par  exemple,  qu'en  un  point  û:q^  une  fonction  /(^)  converge 
vers  une  limite  /,  pour  l'ensemble  des  valeurs  réelles  de  la  variable 
supérieures   à  x^,   lorsque  à  tout  nombre  positif  s  on  peut  faire 


(' )  La  fraction  ^ ~  a  pour  limite  ?.z^J  au  point  z„  :  sans  convention  coni|)Ié- 

nientaire,  par  exemple  relative  à  la  continuité,  elle  n'est  pas  délinie  au  point  ;„• 

1^ 

Les  fonctions  e    ■»-,  x  s\n  —  {x  réel)  tendent  vers  zéro  avec  x,  et  ne  sont  pas 

définies  pour  x  =  o. 

e=  non  seulement  n'est  pas  déterminé  pour  z  =  o,  mais  il  est  impossible  de 
définir  par  continuité  sa  valeur  à  l'oriiîine,  puisque  l'on  obtient  à  l'origine 
telle  valeur  que  l'on  veut,  quand  z  tend  vers  zéro  par  un  chemin  convenable. 

(-)  Cette  remarque  est  évidente  si  l'on  prend  des  fonctions  définies  par  corres- 
pondance de  valeurs  :  la  Note  suivante  en  donnera  des  exemples  pour  tics  fonctions 
définies  par  une  expression   iinal\  ti(iiie  iinii|iii'. 
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correspondre  un  nombre  positif  o  lel  que 

\f(.ro'T-h)—l\<z         (A  réel;  o</j  <o)     ('). 

Dans  ce  sens  plus  général,  en  un  point  ^^ni  ^'"e  fonction  peut 
avoir  plusieurs  limites,  qui  dépendent  du  chemin  suivi  par  le 
point  :;o+  ^^  pour  tendre  vers  5o- 

Une  fonction  /{^)  augmente  indéfiniment  pour  z  =  ;„,  lorsque 
son  inverse  tend  vers  zéro.  C'est  dire  qu'à  tout  noml)re  positif 
donné  R,  si  grand  soit-il,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre 
positifs,  tel  que  l'on  ait 

|/(zo+/0|>E,         o<|A|<o. 

On  écrira  de  même  /(oo)  =  /,  /(co)  =  ce,  si  l'on  peut  satisfaire 
aux  inégalités 

|/(^)-/|<E,  1/(5)|>E. 

£  et  E  sont  choisis  arbitrairement;  z  doit  pouvoir  prendre  une 
valeur  quelconque  de  module  supérieur  à  un  nombre  iwe. 


(')  Ainsi  la  fonction  e»'  tend  vers  zéro  ou  augmente  indéfiniment,  suivant 
que  X  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ou  négatives. 

De  là,  la  distinction  entre  les  valeurs  limites  de  la  fonction  à  droite  et  à  gauche 
d"un  point  x^,  ou  encore  entre  les  limites  postérieure  et  supérieure  (notion  qui 
sera  généralisée  au  n"  20).  Diriclilet  les  désignait  par  /(ar„+o),  /(j:„— o); 
/(:r„)  représentait  la  valeur  de  la  fonction  au  point  x„  [/(— o),  /(o), /(-t-o) 
s'il  s'agit  de  l'origine]. 

1°  On  peut  avoir /(a:,,-)- o)  = /(a:,,— o)  < /(a;,,). 

Exemples  :  Soient 

I  ,.  nx- 

<p{x)=   lim   - — - — ^y— »  •^{x)—    lim 


n  =z  X  {t -i' X- )'•  n  =  «>nx--{-i 

on  a 

tp(o)  =  i,  »(±0)   =   0,  '|(o)=0,  '^{±0)~1. 


•?."  On  peut  avoir 
ou  récipro(|ii<iiif'ril. 
Exemples  :  Soient 


/{X,-0  )  >  /(  X,)   =/iX„'hO), 


n X"  —  I  ,  ,     .  1  •      X"—  n 

'i(x)  —  X  1 1  m   •,         ■Ux)  =  x]im  —- , 

on   a 

9(1  — o)-  — I,       ct(i)  -  9(i-}- o)  =1,       .;.(i^  o)  =r  <;(i)  =-  i;       i;/{i-l-o)-i. 

3"  On  peut  avoir /(.r„  —  o  ),• /(j^„   !    o  ),  rt  /{x„)  non  d.'fini  en  .r„  («f.   E/ict- 
/./o/nh/ic.  I.   II.  p.  ifij. 
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17.  Une  fonction /(./■)  ///Jf'e  et  drlrmiinrc  vu  «liacinc  |MMnl 
d'un  intervalle  fermé,  peul  ne  pas  être  finie  flans  l' intervalle, 
c'esl-à-difc  ne  pas  rester  comprise  entre  deii\  nr»nil)r<'s  lixes. 

Ainsi  la  fonction  fix)  =  lim ,  qui  cst(''"ide  à      (iiiand.r 

''  ^     ■'         „_^  /t:r--t-  I       '  '^  ./■    ' 

est  diflérent  de  zéro,  et  à  zéro  quand  x  est  nul,  est  finie  et  d<!ler- 

minée  en  tout  point  de  l'intervalle  ( — i,  H-i);  et  elle  peut  dans 

cet  intervalle  dépasser  tout  nombre  donné. 

Mais  si  la  fonction  reste,  dans  l'intervalle,  C()ni|)rise  eniic  deux 
nombres  fixes,  elle  a  une  limite  supérieure  et  nue  limite  inlViieure 
finies  (p.  P.6). 

Aussi  A\eierstrass,  en  précisant  les  notions  délimites  supéricun» 
et  inférieure,  a  distingué  plusieurs  cas  : 

a.  La  fonction  est  bien  déterminée  dans  l'intervalle  et  a  pour 
limites  supérieure  et  inférieure  des  nombres  finis  (nous  les  dési- 
gnerons par  L  et  /). 

b.  La  fonction  est  bien  d(''terminée  dans  l'intervalle  sans  avoir 
de  limite  finie.  Alors  les  symboles  -j-go  et  — oo  peuvent  être  con- 
sidérés comme  limites  supérieure  et  inférieure  de  la  l'onction. 

Lorsque  les  limites  supérieure  et  inférieure  sont  finies,  et  sont 
effectivement  atte.ii\tes  en  un  point  de  l'intervalle,  elles  picnuent 
le  nom  de  maximum  et  de  minimum  ('). 

18.  Convergence  uniforme  vers  une  limite.  —  Soit  F(j",jj';  H,  y,) 
une  fonction  où  les  variables  {x,y)  (i,  y,)  jouent  des  rôles  dille- 


(')  Déjà  Gauss  avait  rcmiir<iiR' qu'une  fonction  peut  avoir  des  limites  supérieure 
et  inférieure  finies  sans  avoir  ni  maxiniuin  ni  niininium  {Œuvres,  t.  III,  p.  ii>)  : 
Ex  suppositione  X  obtiiiere  posse  valorem  S,  neque  vero  valorem  f,  nonditm 
sequitur  inter  S  et  U  necessario  valorem  T  jacere,  qucm  \  altingere.  scd  non 
siiperare  possit.  Siiperest  alius  casus  :  scilicet  fieri  posset  ut  inter  S  et  l  limes 
si  tus  sil,  ad  queni  accedere  quideni  quam  prope  velis  possit  \,  i/>sum  vero 
nilnlominus  nunquarn  altingere. 

Donnons,  conime  excniplc,  la  fonction   (i  —  x-)  iini ; ilans   l'inter- 

'     '  ,,.=  00  (I-^x)"4-I 

vallc  ( —  I,  -f-  i). 

Elle  est  nulle  pour  x  — —  i  ;  quand  .r  augmente,  elle  décroii  ;  elle  tend  \er-i  —  i , 

quand  x  tend  vers  zéro.  Elle  est  nulle  pour  x  =  +  \\  quand  .r  diminue,  elle  rroK  : 

elle  tend  vers  -t-i,  quand  x  tend  vers  zéro.  Pour  x  =  <•,  elle  est   nulle.   Ainsi   la 

fonction  a  pour  limites  supérieure  et  inférieure  -  -  i  et  —  i  :  dans  le  voisinage  de 

l'origine,  elle  peut  s'en  approrlier  autant  que  l'on  veut  sans  les  alleindre. 
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renls  :  on  la  suppose  délinic  aux  poinls  [x,  y)  d'un  domaine 
fermé  (C>,  quand  les  paramrlrcs  (ç,'^,)  tendent  vers  un  système  de 
valeurs  (ç„.r,o)- 

Celte  fonction  converge,  en  un  point  (x,y),  vers  la  limite 
/(jT,  y),  si  à  tout  nombre  positifs  on  pont  faire  correspondre  un 
nombre  positif  o,  tel  que  Ton  ait 

\F(x,y;  lri)—f(x,y)\<z         (|i_ï„|<S;  |r,  — r,o|<o). 

Elle  converge  uniformcmcnt  vois  sa  linnle,  dans  Ir domaine (0, 
si  dans  tout  le  domaine  on  peut  satisfaire  à  ces  inégalités  pour 
une  même  valeur  o,  de  o  (  '  ). 

Cette  définition  s'applique  quels  que  soient  le  nombre  des 
dimensions  du  domaine  et  le  nombre  des  paramètres  Ç,  rj,  ...  (-). 

De  même  une  fonction  de  variables  complexes  F(;5,  "Ç)  converge 
uniformément,  dans  nn  domaine  fermé  (^),  vers  une  limite  y(:;), 
pour  une  valeur  J^,  si  l'on  peut  satisfaire  aux  inégalités 

|F(^,^+/0-/(^)|<s,       |Ai<Si; 

0,  est  seulemei\t  fonction  de  s,  et  est  Indépendant  de  la  valeur  z 
considérée  dans  le  domaine. 

19.  Conlinuité.  —  Une  fonction  réelle  de  |)lusieurs  variables 
réelles,  définie  en  un  j)oint  {x^y^  .  .  .)  (^)  et  dans   un  domaine 


(')  A  chaque  point  {x^  y)  de  (0  correspondent  une  infinité  de  nombres 
positifs  5;  soit  A  (a?,  y)  le  plus  grand  d'entre  eux.  L'ensemble  de  tous  ces 
nombres  positifs  A,  relatifs  à  tous  les  points  de  CO,  a  une  limite  inférieure  5,  posi- 
tive ou  nulle.  La  convergence  est  uniforme  quand  celte  limite  est  positive. 

(M  Ainsi  dans  l'intervalle  o  ^  a:  "  i  la  fonction ,    ne  con\erge  pas  unifor- 

niément  vers  —  -  (|uari(l  //    Iciid  vers  o. 

Vt  Tl  X  1%^  X 

Dans  le  mrnie  intervalle,    les  fonctions  .—=i  , — ;,   ne  convergent  pas 

uniformément  vers  leur  limite  o  pour  ii  — -l-  x. 

Kn  edet,  si  petite  que  soit  une  valeur  fixe  ç  adoptée  pour  x,  el  si  grand  que 
soit  un  nondjre  N,  il  y  a  toujours  une  valeur  n  (/ON)  pour  laquelle  la  première 
fonction  prend  la  valeur  i,  pour  laquelle  la  seconde  dépasse  tout  nombre  assigné, 
et  cela  pour  une  valeur  de  x  inférieure  à  ?. 

Du  reste,  dans  les  fonctions  considéiées  en  général,  c'est  la  convergence  non 
unil'ornie  (|iii  est  le  cas  ordinaire. 

(')  Ainsi  la  fonction "    n'est  pas   runtinuc  au    point   .v„,   car  en   ce   point 

elle  n'est  pas  déterminée. 
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conlinu  coniprcnani  au  moins  une  partie  du  \oisinage  de  ce 
point,  est  continue  en  ce  point,  si  à  tout  nombre  positif 
donne  s  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  o,  tel 
que  l'on  ait 

(')    \f{r  +  h,y-^k,  .  ..)-fix,  7,  .  . .)  1<  ^         (1  A  |<  o;  !  A- 1  <  5,  .  . .), 

les  points  (.r  +  A,  y  +  k,  .  .  .)  ne  devant  j)as  sortir  fin  rliatnp  (»ù 
la  fonction  est  définie. 

Une  fonction  est  continue  clans  un  domaine  cpiand  elle  est 
continue  en   tout  point  du  domaine  et  de  sa  frontière  ('). 

Occupons-nous  d'abord  des  fonctions  continues  cV une  variable. 

Si  une  pareille  fonction  est  continue  dans  un  intervalle  (ab), 
on  peut  écrire,  en  prenant  les  notations  de  Dirichlet, 

f{x±o)=f{x)         (a<.x<:b); 
fia  +  o)=/(a),        f(b-o)=f{b). 

La  fonction  est  déterminée  dans  tout  l'intervalle  dès  cpi'on 
connaît  ses  valeurs  aux  points  rationnels  de  l'intervalle  (-).  En 
eflet,  tout  point  x  peut  être  considéré  comme  point  limite  d'un 
ensemble  de  points  rationnels  x^^,  et  la  continuité  exige 

lim/(.rp,j=/(^). 

n  =  » 

Appelons  oscillation  de  la  fonction  clans  un  inter- 
valle [x  —  o^x-{-o)  la  différence  entre  les  valeurs  maxima  et 
minima  de  la  fonction  dans  cet  intervalle,  et  oscillation  en  un 
point  la  limite  de  cette  oscillation  cpiand  o  tend  vers  zéro. 

Une  fonction  continue  dans  un  intervalle  a  en  tout  point  une 
oscillation  nulle;  et  réciprocpiement. 

Une    fonction    qui    n'est    pas   continue    est    appelée    cliscon- 


(')  Plus  généralement,  soient  une  fonction  définie  sur  un  ensemble  parfait 
(ou  fermé)  continu  ou  non;  /?,,  •■.,/>„.  •••  t'es  points  de  cet  ensemble  ayant 
pour  point  limite  un  point  p.  La  fonction  est  continue  en  p,  lorsque  ses  valeurs 
aux  points/^,,  ...,p„,  ...  tendent  vers  une  limite  qui  coïncide  avec  sa  valeur 
en  p. 

(-)  Plus  géiiéralonienl,  une  fonction  cuntinuc  est  déterminée  dans  un  ensemble  K, 
quand  on  connaît  ses  valeurs  en  tous  les  points  d'un  ensemble  «l  partout  dense 
relativement   à  l'.. 
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linue   (').    Une    calégoric    inlôrcssanle    esL   celle   des    fondions 
clisconlinnes   intégra  blés   (-). 

TnÉoitic-MK.  —  Linsii II' iiiK-  fonclioii  est  continue  dans  un 
intervalle,  à  tout  nonihrc  jiosiiif  donné  z  on  peut  faire  cor- 
respondre une  division  de  C intervalle  en  parties  assez  petites 


(')  L'dscilliitinii  011  un  point  leprrsenle  le  degré  de  discontinuité  Ae  la  fonc- 
tion en  ce  point.  Ce  degré  est  infini  en  un  |)oint  x^  si  la  fonction  e^^l  illimitée 
dans  l'intervalle  (.r  —  6,  j;  -+-  S),  (]uel  que  soit  5. 

Plus  généralement,  soient  E  un  ensemble  linéaire /?«/;/"az7,  continu  ou  non,  et 
une  fonction  définie  dans  cet  ensemble.  Trois  cas  sculetncnt  sont  possibles  : 

1°  Vax  toiil  jininl  de  IC,  l'oscillation  est  nulle.  I,a  fonction  est  dite  continue 
rclaliv  ciiHiit   ii  j'i-nscmblc  E. 

1"  E;i  fonction  ii'csl  jias  coiiiinuc  dans  V.,  iiiai>  dans  tout  intervalle  contenant 
des  points  de  E  il  y  a  des  jjoints  de  E  |)our  lesi|ucls  l'ose  illation  est  nulle.  Ea 
fonction  est  dite  ponctuellement  discontinue  relativement  à  E. 

3"  Au  moins  dans  un  intervalle  contenant  des  points  de  E  à  son  intérieur, 
il  n'y  a  aucun  de  ces  points  pour  lequel  l'oscillation  est  nulle.  La  fonction  est 
dite  totalement  discontinue  relativement  à  E. 

Cf.  Baike,  Comptes  rendus,  1898,  i"  semestre,  p.  885. 

(-)  Ce  sont  celles  dont  les  discontinuités  forment  un  ensemble  discret  (n""  11 
et  161).  En  voici  un  exemple  donné  par  Riemann  {Œm'res,  trad.,  p.  2^3  ). 

Désignons  par  (x)  la  fonction  qui  représente  la  didérence  entre  x  et  l'entier 
le  plus  voisin;  comme  cette  définition  ne  déterminerait  pas  (x)  pour  les  valeurs 
à  égale  distance  de  deux  entiers  consécutifs,  convenons  de  plus  qu'en  ces 
points    (x)  =  o. 

Ainsi  aux  points  - — ,    (x)  est  discontinu,  cl  l'on  a 

{x  —  o)  =  -,  {x)  =  o,  [x  -t-  o)  = 

{■'ormons  la  série 

i  2-  n- 

Cliaque  terme  (nx)  est  continu,  sauf  aux  points  — ^ ;   la  série  converge  uni- 

forménieul;   doue   (  n°  (J6)    la   série  est  continue  sauf  aux  points En  ces 

2  n 
points 

/ ( .  -    0  )  =  / (  .r  )  -t-  -i^  ( ,  +  i  H-  ^  . . .)  ..  /(  ,r  )  4-  -  J^  ; 

/{x)  est  donc  discontinu  pour  toute  \aleui'  raliounelh'  de  ./■  (|ui,  réduite  à  sa 
plus  simple  expression.  e>t  égale  à  une  fraction  de  dénominateur  pair,  et  par 
suite  un  nombri'  infini  de  fois  dans  tout  iuler\,dle.  Mais  ces  discontinuités 
forment   un  en-enible  non  l'teudu  :   la  foneliori  e-l    inti'uiable. 
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pour  fjiie,   dans  chacune  dcl/çs,    l  oscillation   de   la  Joncliun 
soit  inférieure  à  z. 

Raisonnons  [)ar  l'al)sni'dc.  Si  le  lli(''or»"'ni(:  nest  pas  \rai  cl  ijiic 
l'on  divise  l'inlervalle  {ab)  en  dcii\  parties  égales,  eliaeiine  de 
ces  parties  en  deux  autres,  etc.,  parmi  les  inlervalles  oliteniis 
après  p  opérations,  il  y  en  a  au  moins  un  (Ophp)  où  rosciilalion 
dépasse  £,  et  tel  que,  dans  eet  intervalle,  il  y  ail  au  moins  un 
intervalle  (ap^^  l>p^i)  où  rosciilalion  d<''j)asse  t;  dans  celui-ci,  au 
moins  un  intervalle  jouissant  de  la  même  propriété,  et  ainsi  de 
suite.  Ces  intervalles  tendent  vers  o,  et  chacun  d'eux  est  /en- 
fermé dans  tous  ceux  (jui  le  précèdent.  Il  existe  donc  deux  suites 

b  —  a  ' 

On — «/j=   — — 


qui  définissent  un  nombre  .r,),  dilïérant  aussi  j)eu  rpic  Ton  veut 
des  nombres  a„,  />«  qui  le  conqDrennent  :  ces  suites  sont  telles 
que  dans  chaque  intervalle  (««6„)  l'oscillation  dépasse  s. 

La  fonction  étant  continue  au  point  ^q?  ^^  peut  faire  corres- 
pondre au  nombre  donné  t  un  nombre  o  Ici  que  l'on  ait 

I  /•<  •^)  — /(-^o)  I  <  ^  (  I  .r  —  xo  I  <  0  ). 

Par  ailleuis  n  peut  être  choisi  assez  i;rand  pour  que  les  deux, 
points  a,i  et  bn  soient  compris  dans  l'intervalle  ( —  rj-\- x^,  X(,-\-Z). 

Désignons  alors  par  x'  et  x"  deux  valeuis  quelconques  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  {a,ib,i).  On  pourra  écrire 

|/(^')-/(^o;|<  J.  |/(-^")-/(-^o)|<  J' 

et  par  suite 

Cette  dernière  conséquence  est  en  contradiction  a\cc  Thvpo- 
thèse  d'après  laquelle,  dans  l'inlervalle  {a„b„^,  l'oscillaliou  devait 
dépasser  £  ('). 


(')  Cf.  Dauboux,  a.  E.  N.,  1875,  p.  73. 

Rappelons  les  principales  propriétés  des  foncliuns  ( tiiuies: 

1"  i'nc  fonction,  continue  dans  un   intei\alle.  qui  en  deux  juiints   3.    \  il< 
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120.   Une  ionclion  qui  a  une  dérivée  ///*/<?,  en  loul  point  d'un 
intervalle,  esl  continue  dans  cet  intervalle. 

La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  une  fonction  continue  peut,  en 


cet  interK'alle  prend  des  valeurs  de  signes  contraires,  s'annule  au  moins  une 
fois  entre  a  et  [i. 

lin  effet,  appuyons-nous  sur  ce  que,  (liiprès  lit  définition  de  la  continuilé,  une 
fonction,  positive  en  un  point,  reste  positive  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

Supposons  /(a)<o,  /(  ^  )  >  o  et  faisons  croilre  x  à  partir  de  a.  La  fonc- 
tion /(.r),  négative  au  point  a,  est  négative  dans  le  voisinage  de  a;  lorsque  x 
croît,  l'ensemble  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f{x)  demeure  négatif  est 
limité  supérieurement,  puisque  /([i)  est  positif  (p.  -26).  Appelons  X  la  limite 
supérieure  de  cet  cnseiiiblr. 

/(X)  ne  peut  èlre  positif,  i)uisquc,  pour  des  valeurs  de  x  inférieuies  à  X,  mais 
aussi  voisines  de  >.  que  l'on  veut,  f{x)  est  négatif. 

/(X)  ne  peut  être  négatif  :  sinon  f{x)  serait  négatif  dans  le  voisinage  de  A 
et  dés  lors  pour  dos  \aletns  de  x  supérieures  à  a;  par  suite  À  ne  serait  pas  la 
limite  supérieure  annoncée. 

Donc  /(a)  est  nul. 

On  en  conclut  qu'une  fonction  continue /(x)  ne  peut  passer  d'une  valeur /(a) 
à  une  autre /(!3)  sans  passer  par  toute  valeur  intermédiaire  C.  En  effet,  la  fonc- 
tion f{x)  —  C  prend  des  valeurs  de  signes  contraires  aux  points  a  et  fl;  donc 
elle  s'annule  au  moins  une  fois  entre  ces  points. 

2°  Une  fonction,  continue  dans  un  inlenrille  fermé  (ab),  est  limitke  {finie, 
bornée)  dans  cet  intervalle,  et  a  ]iar  suite  (p.  ^G)  des  limites  supérieure  et 
inférieure  y?«j  65. 

Kn  cltot,  imaginons  une  division  de  riiitcrvulie  iab)  en  intervalles  (x-X-_^_^) 
assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  roscillatioii  de  la  fonction  reste 
inférieure  à  un  nombre  donné  à  l'avance  z.  Il  suffit  d'établir  qu'aux  limites  des 
intervalles,  c'est-à-dire  aux  points  (a,.r|,  ...,x-,  ...,b),  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion ne  dépassent  pas  un  uomiire  fixe,  puisque  les  valeurs  de  la  fonction  ne 
s'écartent  pas  des  valeurs  en  (lueslinii  iVunr  (jnantité  supérieure  à  s.  Or  on  a 

l/(-ï-,)|-^l/(«)|         +ï. 
l/{-^.)l<l/(-^,)|       +s, 


fU^)  I  <l/(^„-,)|+e- 


En  ajoutant  membre  à  membre  ces  inégalités  de  même  sens,  on  voit  que  les 
valeurs  absolues  de  la  fonction,  aux  extrémités  des  intcrvalb^s,  restent  infé- 
rieures à  \f{a)\-\-  nz,  n  désignant  le  numliic  des  divisinns. 

3°  Une  fonction  continue  dans  un  intervalle  fermé  (ab)  atteint,  dans  l'in- 
tervalle, ses  limites  supérieure  et  inférieure  L  et  l. 

Tronvons,  par  exemple,  l'existence  du  maximum.  Si  l'on   divise   (ab)   en   deux 
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un  nombre  fini  ou  infini  de  points,  ne  pas  avoir  de  d('-rivée  déter- 
minée, et  même  n'en  avoir  en  aucun  point  ('). 

La  notion   de  continuité    n'entraînant   j)as. celle  de   Texistenee 
d'une  dérivée,  certaines  reclierches  ont  conduit  à  élargir  la  notion 


parties  égales,  dans  l'une  au  nif)ins  la  limite  supérieure  de  /{x)  sera  L.  En 
répétant  l'opération  du  partage,  on  obtient  des  intervalles  (ab),  {a^b^),  ..., 
i'^n^n)'  ■••  renfermés  les  uns  dans  les  autres,  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la 
limite  supérieure  de  f{x)  soit  L,  et  deux  suites 

a|a,^...|a„f  ...,         . . .  6„=  6„_,5  . . .  5  6  ib^^—a„^—^=^Vj 

qui  définissent  un  nombre  x^  appartenant,  quel  que  soit  n,  à  l'intervalle  («„/v,J. 
Prouvons  par  l'absurde  que /(a;,,)  =  L. 

D'abord,  d'après  la  définition  de  L,  f(x^)  ne  surpasse  pas  L. 

S'il  lui  est  inférieur,  posons  L — /(^o)  =  '-^-  l^nisque /(a;)  est  continu  en  x„, 
on  peut  faire  correspondre  au  nombre  positif  z  un  nombre  positif  0,.  tel  que 

\f{x,+  li)-f{x,)\<z        (I  h\<Z,), 

ce  qui  donne,  pour  toute  valeur  de  |  h  \  inférieure  à  0,, 

f{x^+  h)<h  —  t. 

Mais  L  claiil  la  limite  supérieure  de  f{x)  dans  l'intervalle  (f?,,^,,),  il  y  a  au 
moins  un  point  de  cet  intervalle  (représentons-le  par  x.^-\- h),  où  /{x^+li) 
et  L  difterent  d'une  (juanlilé  inl'éricure  à  t.  On  a  ainsi 

/{x„-\-  h)  >  L  — s 

en  un  point  où  |  h  |'<  S.  Ce  résultat  est  en  rontradiction  avec  les  premières 
inégalités;  car  on  peut  concevoir  d'abord  la  déteiniination  de  e,  en  déduire  S,, 
et  pousser  assez  loin  la  subdivision  de  l'intervalle  {ab)  pour  que  S  soit  infé- 
rieur à  ô,. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  a  été  établi  par  Cauchy  {Cours  d'Analyse, 
Œuvres,  2"  série,  t.  III,  p.  278).  (jauss  et  surtout  Weicrstrass  ont  attiré  l'atten- 
tion sur  la  nécessité  de  démonlrcr  les  autres.  —  Cf.  aussi  Dauboux,  B.  D.,  1872, 
p.  307.  —  Dl"  Bois-Ukymoxd,  Théorie  des  fonctions,  trad.  française,  p.  nji.  — 
HuoDKN,  Théorie  der  stetigen  Functionen  {J.  de  Crellc,  t.  118).  —  DiM,  Fun- 
danienti  per  la  teorica  délie  Funzioni  di  varinbili  reali.  —  Stolz,  Vor- 
lesungen  iiber  allgemeine  Arithmetik.  Dijfercntial  und  Integralrechnung. 

(')  Pour  les  exemples,  voir  p.  .1  et  16. 

Cf.  aussi  l)Annoux,  A.  E.  N..  1IS73,  p.  107.  On  y  innivera  également  un 
exemple  de  fonction  continue,  qui  n'est  ni  croissante,  ni  décroissante  (p.  106), 
un  exemple  de  fonction  discontinue  qui  ne  peut  varier  d'une  valeur  à  une  autre 
sans  passer  p;ir  toutes  les  valeurs  intermédiaires  (p.  loy).  Cette  propriété  des 
fondions  ccmliruies  ne  les  caracléiise  donc  pas. 
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(le  dérivée,  de  façon  à  la  rendre  npplicahie  à  toutes  les  fonctions. 
Cunlimies  on  non,  bien  délinics  diiiis  le  voisinai^e  d  un  poiul. 

Pour  V  parvenii',  <^én('ialis(Mi>  d  ahoid  hi  imlioii  de  linitte. 

Soil  une  fonction  définie  à  droite  d'un  point  o",  justprà  un 
point  .v-\-h.  L'ensemhic  des  valeurs  de  la  (onction  dans  1  in- 
tervalle 

(.r  -i-  //,  X  -^  h)        ( o  <  h'^  /i ) 

a  des  limites  supérieure  et  inférieure  \./,  et  //,.  Ouand  //  diminue, 
les  L/,  ne  croissent  jamais,  et  les  //,  ne  diminuent  jamais  :  tlonc, 
(piand  h  tend  vers  zéro,  ces  limites  supérieure  et  inférieui'C  ont 
des  limites  L,/,  et  /</.  On  les  appelle  limites  supérieure  et  infé- 
rieure de  la  fonction  à  droite  du  point  considéré. 

Définition  analogue  pour  les  limites  supérieure  cl  inférieure 
à  gauche. 

Cela  posé,  ?,o\if{x)  une  fonction  définie  à  droite  d'un  point  x. 
Les  deux  limites  supérieure  et  inférieure  (à  droite)  de  la  fonction 

,,,,  f{x^h')-f{x)  .       ^,,=  ;,. 

o{li)  — Y' (  o  <  /i  <  /t  ) 

sont  appelées  dérivées  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  éi 
droite  du  point  considéré.  On  obtient  de  même  les  dérivées  supé- 
rieure et  inférieure  à  gauche. 

Toute  fonction  bien  définie  a  ainsi  en  chaque  point  quatre  déri- 
vées, finies  ou  infinies,  distinctes  ou  égales. 

Quand  les  deux  premières  coïncident,  la  fonction  a  une  dérivée 
à  droite;  quand  les  quatre  dérivées  sont  égales,  la  fond  ion  a  une 
dérivée  (^). 

21.  Une  fonction  de  plusieurs  variables  peut  être  continue 
séparément  par  rapport  à  chacune  d  elles  sans  élre  conliiiue  (-). 


(')  Celle  notion  est  due  ;i  dii  tîois-Ueymniui,  Hini,  SclippOer  (t.  M.,  I.  V, 
p.  02).  Elle  n'exige  pas  ((iic  le  (ioiiMine  ;i\cii^iii;iiil  \r  |iipinl  ./■.  diiiis  Iiniui'I  lu 
l'onction  est  définie,  soil  co/Uinii. 

On  i)eul  montrer  que  si  les  qii;iti'c  il<'-ii\i''cs  sont  linii's,  la  Innclion  o>l  con- 
tinue; que  si  l'une  des  quatre  dérivi'-i-s  csl  (imliiiuc,  l,i  futiriioii  ,i  une  driixée. 

Pour  les  a|)|)iicati(jns,  l'oir  n°  1(11. 

(-)  Caurhy  se  conlenlail  de  lu  continuilc  par  ra|)porl  à  clia(|ue  variulile 
[Cours  d'Analyse,  etc.  (Œuvres,  j'  série,   i.   11!,  p.  V')]-   I^c  premier,   Heine 
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Une  fonction  continue  de  |>liisiciirs  variables  jouit  des  mêmes 
propriétés  que  les  fonctions  continues  d'une  variable.  Démontions 
la  plus  importante  en  prenant  le  cas  de  deux  variables. 

T  H  KO  ni:  M  K.  —  Lorsrju  une  fonction  est  continue  dans  une 
aire,  à  tout  nombre  positif  donné  s  on  peut  faire  correspondre 
un  mode  de  division  de  L'aire  en  éléments  assez  petits  pour 
que,  dans  chacun  d'eux,  l'oscillation  de  la  fonction  reste  infé- 
rieure à  s. 

Raisonnons  encore  par  l'absurde.  Décomposons  l'aire  en  carrés 
par  des  parallèles  aux  axes.  Si  le  théorème  n'est  pas  exact,  il  y 
aura  toujours,  aussi  loin  que  nous  poussions  les  subdivisions,  une 
suite  de  carrés  dans  lesquels  l'oscillation  de  la  fonction  dépas- 
sera £,  et  par  suite  un  point  limite  (jro,jKo)  (on  déterminera  ses 
coordonnées  en  raisonnant  comme  au  n°  19),  dans  le  voisinage 
duquel  l'oscillation  dépassera  s.  Cette  conséquence  est  en  con- 
tradiction avec  riiypothèse  de  la  continuité  de  la  loiiclion  au 
point  (a'o,yo)- 


remarqua  que  cette  condition  n'était  pas  suffisante  [Ueber  trigonometrische 
Reihen  (J.  de  C relie,  t.  71,  p.  36 1)]-  * 

Exemple  :  La  fonction  égale  à  o  à  l'origine  et  à  ^ — ^——,  aux  autres  points  du 

X-  -i-  y- 

plan  est,  à  l'origine,  continue  séparément  par  rapport  à  a;  et  par  rapport  à  y, 
puisqu'elle  s'annule  sur  chacun  des  axes.  Elle  est  discontinue  quand  on  marche 
dans  une  direction  autre  que  celle  des  axes;  par  exemple,  sur  la  bissectrice  x  =  )•, 
la  fonction  saute  brusquement  de  la  valeur  o  à  la  valeur  i. 

En  parlant  de  cet  exemple,  M.  Baire  donne  le  moyen  de  former  une  fonction 
continue  par  rapport  à  chaque  variable,  sans  qu'il  existe  aucune  aire  où  elle  soit 
toujours  continue  par  rapport  à  leur  ensemble  (  Thèse,  p.   i6  et  88:  1899). 

Remplaçons  dans  la  fonction  précédente  y  par  y-,  hd  fonction  obtenue     ^    ' — ^ 

X- -!- y 

est  continue  quand  on  pose  y  =  cx  ou  x  =  cj',  quelle  que  soit  la  valeur  finie 
de  c;  elle  n'est  pas  continue  à  l'orii^ine,  car  si  l'on  se  déplace  sur  la  para- 
bole j--=  or,  la  fonction  passe  brusquement  de  o  à  i.  \àns\  une  fonction  peut 
être  continue  suivant  toutes  les  droites  passant  par  un  point  sans  être  con- 
tinue en  ce  point.  On  peut  même  construire  des  fonctions  discontinues  dans 
n'importe  quel  domaine,  et  néanmoins  continues  sur  toute  courbe  algébrique  et 
même  analytique. 

De  fait,  pour  qu'une  fonction  soit  continue  en  un  point,  il  suffit  qu'elle  con- 
verge uniformé/ncnt  vers  sa  valeur  en  ce  point,  sur  toutes  les  droites  qui  y 
aboutissent. 

Cf.  aussi  Lecesoui:,  C.  7»'..  1899,  1"  semestre,  p.  "^11. 
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Comme  pour  les  fondions  (rnm^  varial)lo,  on  en  pciil  déduire 
les  propositions  suivantes  : 

i"  Une  fonction  continue  dans  i/nc  dire  fermée  est  li.mitf.e 
dans  cette  aire,  et  dès  lors  admet  i//ic  /imite  supérieure  et  une 
ii/n ile  inféric ure . 

2*^  Elle  atteint  efj'eclivemrut,  au  moins  en  un  point  dr  Vaire 
ou  du  contour,  ses  limites  supérieure  et  inférieure,  c'est-à-dire 
elle  a  un  maximum  M  et  un  minimum  m.  M  —  m  représente 
f  oscillation  de  la  fonction  dans  l'cdrc. 

3"  Elle  prend  une  valeur  cjuelconcjue,  comp/ise  entre  M  et  m, 
en  une  infinité  de  points  appartenant  à  Vcnre. 

Etablissons  cette  dernière  proposition. 

Soient  A  cl  rt  les  points  de  l'aire  ou  du  contour,  où  la  fonction 
atteint  ses  valeurs  maxiniujn  et  minimum  M  et  m.  Si  nous  les 
joignons  par  une  ligne  arbitraire  ne  sortant  pas  de  l'aire,  nous 
aurons,  le  Ion»;  de  cette  ligne,  une  fonction  continue  d'une 
variable,  qui  dès  lors  piendra  au  moins  une  fois  toute  valeur 
comprise  entre  M  et  m.  Comme  il  y  a  une  infinité  de  lignes 
reliant  A  et  «,  il  y  aura  une  infinité  de  points  où  la  fonction 
satisfera  aux  conditions  énoncées  ('). 

Î22.    Une  fonction  de  variable  complexe,  mise  sous  la  forme 

f{z)  =  U-+-  iv, 

est  continue  en  un  point  lorsque  les  fonctions  u  et  v  sont  con- 
tinues en  ce  point. 

Cela  revient  à  dire  qu'à  tout  nombre  positif  donné  s,  on  peut 


(')  Soicnl  uni-  foiirliun  diHiiiic  sur  un  ctiscinlilc  pdifiiit.  coiitiiui  ou  non:  p  un 
point  de  (-cl  cnscnrible;  /»,,  ...,/>„,  ...  1rs  |ioinls  do  l'cnsenihle  (]ui  sont  inlc- 
ricurs  à  une  splière  décrite  de  p  cl  (|ui  ont  |ionr  liinilf  y.  L'oscitlation  de  la 
fonclion  dans  cette  spliève  est  la  dillerence  cnlie  les  \alcuis  maximum  et 
minimum  de  la  fonclion  à  son  inléiieur.  L'oscillation  de  la  fonction  au  point  p 
(le  depré  de  discontinuité,  le  saut)  est  la  limite  de  l'oscillalion  dans  la  sphère, 
(|uaud  son  rayon  tend  vers  zéro. 

Ainsi,  à  tout  j>oint  de  l'ensemble  corres|iond  un  nombre,  nul  ou  posilil,  suivant 
que  la  fonction  est  continue  ou  non  en  ce  point  (voir  p.  ?<-j). 
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faire  correspondre  un  nombre  positif  o  loi  que  Ton  ail 

le    point  :; -f- s   Jcvant  rester  dans  le  clianip  où   la   fonction   est 
définie. 

En  effet,  si  ces  inégalités  sont  satisfaites,  on  en  déduit,  en 
posant  ^  =  /i  -|-  ik, 

I  u(.r  -+■  h,  y  -^-  /^)  —  u{x,  y)\'--]-  \  i'(x  ^  h,  y  +  /^)  -  i>{x,  y)  p-  <  =2  ; 

par  suite,  a  et  ç  sont  continus,  puisque  le  module  de  chaque  dif- 
férence est  inférieur  à  s. 

Réciproquement,  si  u  et  c  sont  continus,  on  peut  faire  en  sorte 
que  le  module  de  chacune  des  différences  ci-dessus  soit  inférieur 
à  -^;  la  somme  de  leurs  carrés  n'atteindra  pas  £-. 

On  voit  aussi  que  le  module  d'une  fonction  continue  est  continu. 

23.  Reprenons  la  définition  de  continuité  dans  un  domaine 
fermé,  relative,  par  exemple,  au\  fonctions  de  deux  variables,  et 
les  inégalités  qui  la  caractérisent  (p.  3y).  En  chaque  point  du 
domaine,  on  jjcut  faire  correspondre,  à  tout  nombre  positif 
donné  e,  un  nombre  ô  et  même  une  infinité  de  nombres  0,  tels 
que  les  inégalités  (i)  soient  satisfaites. 

Est-il  possible  de  satisfaire  aux  inégalités  (i)  en  tous  les  points 
du  domaine,  par  une  même  valeur  de  0  (')? 

S'il  en  est  ainsi,  on  dira  que  la  coiiliiiiiiié  de  la  fonction  est 
uniforme  dans  le  domaine. 


(')  Soit  ^{x,y)  la  valeur  maximum  des  quantités  5  au  point  {x,  y),  s  étant 
supposé  fixé.  Ces  nombres  A  forment  un  ensemble  d'éléments  tous  positifs  :  tout 
revient  à  montrer  que  sa  limite  inférieure  esi  positive  (et  non  pas  nulle). 

Ici,  de  fait,  ces  grandeurs  A  sont  fondions  continues  de  (x,y)  :  donc  elles 
atteignent  cdectivemcnt  leur  limite  inférieure  (p.  V')>  1"'  ''"-'S  lors  e^t  positive. 
Cette  continuité  résulte  à  son  tour  de  ce  que  la  diflérencc  des  valeurs  de  A  en  un 
point  {x,  y)  et  en  un  point  M  intérieur  au  cercle  de  rayon  A  décrit  de  (x,  y) 
ne  dépasse  pas  eu  valeur  absolue  la  distance  de  ces  deux  points,  puisque  le  cercle 
décrit  de  M  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  valeur  de  A  relative  à  M, 
coupe  le  premier  cercle  ou  lui  est  tangent.  De  là  une  autre  démonstration  du 
théorème. 

La  notion  de  continuité  uniforme  est  un  cas  particulier  de  celle  de  conver- 
gence uniforme  :  f{x,  yY  est  uniformément  continu,  si  /{x  -h  h,  y  -h  k)  con- 
verge u'iiformément  vers/(j',  ,i')  pour  ti  ~  k  =  o. 
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Théorème.  —  Une  fonction  continue  dans  un  domaine  ferme 
est  uMFoiniKMEKT  co^TiM'K  dans  ce  domaine  ('). 

Il  faut  prouver  f|u'au  nombre  e  (;orresj)On(J  un  nombre  positif 
fixe  0,  tel  que  la  clKlihence  des  valeurs  de  la  fonction  en  deux 
|)oints  {x\y')^  [x"^y")  soll  liifc-rieure  à  e,  si  leur  dislance 
nallclnt  pas  o. 

l*our  cela,  divisons  le  domaine  en  carrés  assez  petits  [)0ur  que, 
dans  chacun  d'eux,  roscillation  de  la  l'onction  n'atteigne  pas  -; 
appelons  o  le  côté  de  l'un  de  ces  carrés. 

Ou  bien  les  deux  points  (x',  )'),  {x" ,  y")  appartiennent  au 
même  carré,  et  alors  on  a 

\A^',y)~A-r",y")\<\^ 

ou  bien  ils  appartiennent  à  deux  carrés  avant  au  uioins  un  sommet 
commun  (.r,-,  17),  ce  qui  permet  d'écrire 

I n^\ y ) - A-ri,  J') l<  J '       I /('^"' /' ) -/(--^h yi) ! <  \ 

et,  par  suite, 

\f{x',r')—f{x",y")\  <t. 

Remaïque.  —  Il  suit  de  là  qu'une  fonction  de  variable  com- 
plexe, continue  dans  un  domaine  et  sur  sa  frontière,  est  uni- 
formément continue. 

§  II.  —  Fonctions  avant  tne  dérivée  déterminée. 

2i.  Soient  u{x,y)^  i'{x,y)  deux  fonctions  réelles,  continues, 
admettant  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  elles-mêmes 
continues  dans  le  champ  où  on  les  considère. 

(')  Le  théorème  est  vrai  dos  fondions  continues,  définies  sur  un  ensemble 
parfdit.  conliini  nu  non.  V.u  rllil,  -ii|i|i(is(.iis  (|ii"il  y  ail  des  |i(>iiil<(lc  I'imimmiiIiIc, 
/>,,  ...,  />,_,  ...  tels  {juc  les  vulcuis  des  A  aux  points  corresiiomliiiils 

(A,>A,>...>A,.r-...) 

air'iil    ziM'i)    [loiii     htiiili-.     Siiil    j,   le    poinl    liinilc    des    piiiiils   /), /*„ Vu 

point  p  correspond  iit)  noniliro  positif  dcloiinim-  A;  donr  dans  le  voisinage  de/;, 
il  y  a  des  points /y„  pour  lcs(|ncls  A„  ne  reste  pas  inférieur  à  tout  nombre  donné  ; 
l'iiypollièse  faite  était  donc  alisurdc. 

Voir  la  llicso  de  \F.  Hairc,  p.   i.i.  —    Cf.  aussi  Uiyiiui.  A.  K.  A'.,  p.   (Sj  :  iS()o. 
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La  combinaison  iv  ^  u(x,  y)  -^  i {'(x,  y)  est  fonclion  de  la 
variable  z-  =  x  ■+■  iy,  quelles  que  soient  les  fonctions  u  et  f,  en 
ce  sens  que  les  valeurs  de  n  et  r  sont  (lî'lcrniiiircs,  lorsqu'on  se 
donne  un  point  z,  c'esl-à-dire  x  el y. 

Mais  la  généralité  même  de  cette  notion  lui  enlève  loiit  intérêt, 
car  on  est  ramené  à  l'étude  de  deux  fonctions  de  variables  réelles, 
sans  que  le  symbole  i  joue  aucun  l'ôle.  Aussi  Cauchj  l'a-t-il  res- 
treinte en  imposant  à  cette  combinaison  une  propriété  fonda- 
mentale que  possédaient  de  fait  les  fonctions  particulières  de 
variables  imaginaires  étudiées  jusque-là  ('), 

Au  sens  de  Caucby,  une  fonction  u  +  «V  n'est  fonclion  de  z 
dans  un  domaine  que  si  en  tous  les  points  de  ce  domaine  elle  a 
une  dérivée  unique.  Jl  veut  dire  par  là  que  la  limite  du  rapport 
de  l'accroissement  de  la  fonclion  w  à  raccroisscmenl  de  la  va- 
riable z  est  la  même,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  aller  du 
point  ;;  +  A:;  au  point  z. 

On  dit  qu'une  fonction  u -\- i\'  est  analytique  dans  un. do- 
maine  (-)  lorsqu'elle    est  formée    au    moyen    d'éléments   u  et   »' 


(')  Cauciiy,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  {Œuvres,  i'-  série, 
t.  III,  p.  2l3). 

La  considération  des  fondions  de  variable  complexe  sous  la  forme  u-\-iv  a  élé 
reprise  par  Riemann  :  il  en  fait  reposer  la  théorie  sur  les  équations  (H)  du  n°  25. 
{Œuvres,  Dissertation  inaugurale,  i85i,  p.  i.) 

(-)  Caucliy  appelait  monogènes  les  fonctions  qui  ont  une  dérivée  unique  : 
«  Nous  appellerons  monogène  une  fonction  dont  la  dérivée  sera  monodronie  » 
{Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  m.athématique,  t.  IV,  p.  346:  1817);  il 
appelait  synectiques  celles  qui  restent  finies,  continues,  monodromes  et  mono- 
gèn£sdans  tout  le  plan  {cf.  RaioT  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  i"  édition, 
p.   II). 

En  adoptant  le  terme  fonction  analytique,  on  a  repris  une  dénomination 
dont  se  servait  Lagrange  pour  désigner  les  fonctions  susceptibles  d'un  déve- 
loppement en  séries  de  puissances,  et  on  l'a  étendu  aux  variables  complexes 
[  Laguange  ,  Théorie  des  fonctions  analytiques  et  Leçons  sur  le  calcul  des 
fonctions  {Œuvres,  t.   IX  et  X)]. 

Pour  que  la  fonction  u -i- iv  ait  une  dérivée  unique  en  un  point  (.r,  y)  il  ne 
suffit  pas  que  sa  dérivée  soit  la  même  sur  tous  les  rayons  aboutissant  au  point. 
Ainsi  la  fonction  égale  à  o  pour  x  -h  iy  =:  o,  et  représentée  aux  autres  points 

par  {x-\-iy)     l,         ^  a  à  l'origine  pour  dérivée  o  sur  toute  droite  passant  par 
X---  y 

l'origine;  néanmoins  elle  n'est  pas  nionogéne. 

Ici,   comme   an    n"  ?1.    on    peut    (It'iiinnircr    (lu'iiiic    fnnrlion   c«t    monocéne   "^i. 
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délernilnés  (')  cl  conliniis  ainsi  (|ut;  leurs  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  et  qu'elle  a  une  déri^'éc  délerminée,  ces  condi- 
tions étant  satisfaites  en  général  dans  le  domaine,  c'csl-à-dire 
sauf  peut-être  en  des  points  donl  la  suppression  laisse  continu  le 
domaine  dans  lequel  la  fonclion  j(^uit  de  ces  propriétés. 

25.  Théorèmk.  —  Pour  <jue  lu  combinaison  «v  =  m  +  iç, 
formée  à  l'aide  de  fonctions  en  général  déterminées  et  con- 
tinues, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
soit  analytique  dans  un  domaine,  il  faut  et  il  suffit  qu'en 
tout  point  de  ce  domaine  (sauf  aux  points  d'exception)  ces 
fonctions  satisfassent  aux  équations  aux  dérivées  partielles 

du  _  àv  du  _       di> 

^     '  dx        Oy  ôy  dx 

En  effet,  donnons  à  ^  l'accroissement  A;;;  w  reçoit  un  accrois- 
sement A(T', 

^^v  =  [u{x  +  Aa-,7  -^  \y)—  u{x,  y)]-^  i[v{x  -^  ^^,y  +  ^j)  —  v(x^y)]^ 
OU  bien,  en  applicpiant  le  théorème  des  ionclions  composées, 

caries  dérivées  sont  des  fonctions  continues  (s,  s',  m '''i'  sont  des 
fonctions  de  .r,  y,  Ax,  Ajk  dont  les  modules  tendent  vers  zéro 
avec  A^). 

Divisons  les  deux  membres  par  ùi.x-\-i\y,   et  faisons  tendre 


f\z)  désignanl  la  valeur  de  la  dérivée  par  ua  clieiuin  iiarliculier 

f{z  +  re'^)-f{z)  _f,.. 
/•6"«  •'^"^ 

tend  uniformément  vers   o  avec  /•,   f|ueilc  que  soii   la    dircclioii   0    par   la(|uelle 
la  variable  se  rappruihc  du  point  :;.  Cf.  Stoi,/,  (iriitHlziige,  etc.,  p.  So. 

(')  La  fonclion  reste  analytique  si  en  cliai|ne  |)<iint  elle  a  plusieurs  délcrmi- 
nations,  el  même  une  infinilc,  pourvu  qu'elles  ne  forment  p.i>  mic  inlinilé  con- 
tinue (  n°  77),  et  que,  d'une  délcrniinalion  initiale  choisie,  ou  puisse  déduire,  le 
long  de  toute  courhe  continue,  un  enscmlilc  de  valeurs  satisfaisant  aux  condi- 
tions énoncées  de  cunlinuilé  el  de  monogénéilé  (voir  l<;  paragraphe  suivant  et 
le  (lliapitre  \). 
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vers  zéro  A.r  cl  A)-,   de  manière  que  leur  qiiollenl  ail  une  limite 

finie  déterminée  (que  nous  représenlerons  par  m)  ou  devienne 

infini.   Géomélriquemenl,   c'est  dire  que   le  point  c  +  A3  décrit 

une  courbe  qui  a  une  tangente  déterminée. 

/\  •  ^"f'  I-     •  Il  1 

Un  voit  que  — ;  a  une  limite;  elle  a  pour  valeur 


du  du         .  (  dv  ôi> 

-. \-  m h  i(  -, \-  m-— 

ox  ay         \ox  oy 


I  -V-  un 


Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette  dérivée 
(fraction  rationnelle  en  m)  ne  change  pas  avec  le   paramètre  m 

sont 

du        .dv         ^   / du        .dv\ 
dx  dx        i  \dy  dy j 

Cette  égalité  équivaut  aux  deux  formules  (H)  ('). 


(')  Cf.  RiEMANN,  Œuvres,  p.  5.  —  D'après  la  démonstration,  il  faut  et  il  suffit 
iliie  la  dérivée  ait  môme  valeur  suivant  deux  directions,  pour  qu'elle  soit  la 
même  dans  toutes  les  directions  {voir  p.  !\-j,  note  2). 

Sans  faire  d'Iiypotlièses  a  priori  sur  la  continuité  des  dérivées  des  foncUons  u 
et  y,  on  peut  chercher  les  conditions  pour  que  la  combinaison  u-\-iv  ait  une 
dérivée  unique. 

1°  Conditions  nécessaires.  —  Laissons  y  fixe,  et  donnons  à  x  un  accrois- 
sement \x.  On  a 

\\v  _  u( X  -h  \x,  y)  —  u(x,  y)        .v{x  -h  Ax,  y)  —  v(x,  y) 
\z  Ax  Ax 

Pour  que  le  premier  membre  ait  une  limite,  il  faut  que  chaque  fraction  au  second 
membre  en  ail  une,  c'est-à-dire  que  u  et  v  aient  des  dérivées  par  rapport  à  x. 

Alors  dans  ce  déplacement  parallèle  à  l'axe  des  x,  la  dérivée  de  w  sera  -^ \-  i — • 

dx         dx 

En  cherchant  la  dérivée  de  la  foncLion  dans  un  déplacement  parallèle  à  l'axe 
des  y,  on  voit  de  même  que  u  et  v  doivent  avoir  des  dérivées  par  rapport  à  y. 
En  égalant  les  deux  valeurs  trouvées  pour  la  dérivée  de  »',  on  obtient  comme 
troisième  condition  nécessaire  les  relations  (H). 

Mais  nous  n'avons  pas  exprimé  toutes  les  conditions  nécessaires.  Il  faut  que 
par  un  chemin  quelconque  les  dérivées  soient  les  mêmes. 

Si  nous  appelons  iv'{z)  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  la  dérivée 
de  U',  on  devra  pouvoir  faire  correspondre  à  tout  nombre  positif  donné  s  un 
nomlire  jJDsilif  S,  tel  que  l'on  ait 

|^-»/(^)|<£        (|Ac|<5). 

Dès    lors,    on    aura    A(v  =  A:;  [iv'(  c) -f- t,],   t,    élant    une   fonctiim   de    A;;    qui 
F.  .', 
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26.    Corollaires  : 

I.  Sii|ip()sons  que  les  fonctions  u  cl  r  aient  des  dérivées  par- 
tielles lUt  second  ordre,  el  des  dérivées  continnes.  On  verra  du 
reste  (n"*  171  el  7())  (|ii('  ICxislence  et  la  contiiiiiil(''  des  déiivées 
du  premier  ordre  i-nlrainent  rcxisienee  et  la  eonlinuilé  des 
dérivées  de  tout  ordre. 

On  peut  alors  dériver  |)arliellemenl  les  relations  (H)  el  de  la 
combinaison  des  éfpiations  ohleniies  déduire 


à-  u        O-  u 

r)2  V        d'-  V 

i =  o, 

1 =  o 

dr'-         Oy 

Ox-        Oy- 

yiinsi  les  fonctions  u  et  e  sont  des  intégrales  de  V équation 
de  La  place. 


leiidia  vers  zéro  avec  Ac.  I£ii  s(''|)araiil  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, el  en  s'aidant  des  coiulilions  nécessaires  déjà  trouvées,  c'est-à-dire  des 
relations  (H),  on  en  déduit  que  \u  et  ^v  doivent  pouvoir  s'écrire 

/    .  .     du        ^     du  , 

(G)  \ 

I  Al'  =  Ax   , h  Sy i-  3,  Ix  —  s..  Ar: 

\  i)x  ày 

e,,  Eo  tendant  vers  zéro  (|nand  A^  et  \y  tendent  indépendamment  l'un  de  l'autre 
vers  zéro. 

En  résume,  pour  que  la  combinaison  u  -t-  iv  ait  une  dérivée  uniijue  au  point  z, 
il  faut  que  dans  le  voisinage  de  ce  point  on  puisse  satisfaire  aux  relations  (11) 
et  (G). 

2°  Conditions  suJfisaïUes.  —  Ces  conditions  sont  aussi  suffisantes.  En  effet, 
supposons-les  remplies.  Si  nous  posons  A^  =  p  cosa,  Aj'  =  psina,  on  pourra 
écrire,  à  cause  des  équations  (G), 

()u  du    .  .fôv  dv    .      \ 

-—  cosx  -h  -— -sina-4-i    -;—  cos  a  -+-  -^  si  n  a 
An'        Ox  ôy  \ox  Oy  I  ,        . 

= ^^-^ H-  ?(P>  a), 

A:;  cosa  -^  i  sin  a 

la  fonction  'i  tendant  unilorménicnt  ver-^  zéro  avec  p  (|ucl  que  soit  a. 

I,e  second  membre  a  donc  une  limite;  en  vertu  des  équations  (H),  le  fac- 
teur cosa  -(-  isina  se  trouve  aussi  au  numérateur.  La  dérivée  a  donc  pour  valeur, 

Ou        .Ov 
(|ucl  (|ue  s<jit  a,  1  expression  —  -t-  i  -r— • 

lui  particulier,  si  les  dérivées  partielles  des  fonctions  n  et  i'  satisfont  aux 
relations  (11)  et  sont  continues,  les  relations  (G)  seront  vériliées.  Dans  ce  cas, 
les  ridatioiis  (II)  donnent  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  que  la 
combinaison  u  h- iv  soit  analytique.  On  voit  aussi  (|U('  la  dérivée  (elle  prend 
(|uali(;  formes  différentes)  est  continue 
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Les  fondions  F  de  deux  variables  conlinucs,  ainsi  que  leurs 
dérivées  des  deux  premiers  ordres,  salisfaisanl  à  celte  équation, 
s'appellentyb/?c//o«.ç  Iiarmoniques. 

L'équation  de  Laplace  renferme  en  germe,  comme  les  deux 
équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  (H),  toute  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  On  l'écrit  sous 
forme  abrégée,  en  se  servant  de  la  notation  de  Murphy,  AF=  o. 

IL  Chaque  fonction  //  et  r  est  harmonique  :  dès  lors  aucun 
des  deux  éléments  d'une  fonction  analytique  ne  peut  être  choisi 
arbitrairement. 

Du  reste,  à  toute  fonction  harmonique  a  correspond  une 
fonction  v  déterminée  à  une  constante  additwe  près,  telle 
que  la  combinaison  a  +  iv  soit  analytique. 

En  effet,  définissons  une  fonction  v  par  l'égalité 

dv  ùv  du   ,         du  , 

dv  =  -—  dx  -^  -—  dy  = —  dx  -i-  -—  dv. 

ax  ôy    "^  dy  dx    "^ 

La  règle  relative  à  l'intégration  des  différentielles  totales  donne 

L'intégrale  est  prise  le  long  d'un  chemin  arbitraire  joignant  les 
points  {x^Vq),  {x,  y)  ;  elle  est  indépendante  du  chemin,  puisque  // 
vérifie  l'équation  de  Laplace  (n°  167). 

IIL  Les  deux  familles  de  courbes  «(.r,  r)  =  a,  r(^,r)  =|j 
(a  et  [3  varient  avec  les  courbes  de  chaque  famille)  forment  un 
réseau  orthogonal,  puisque  les  égalités  (H)  entraînent  la  relation 

du  dv         du  dv 
dx  dx        dy  dy 

IV.  Dans  la  fonction  analytique  (v  =  u -\- iv  mettons  en  évi- 
dence les  variables  z-  et  t,  ce  (jui  donne 

"'  =  i'(^~^J,y)-^  U-(z  —  iy.y). 

Supposons  que  la  fonction  w  soit  une  fraction  rationnelle,  ou, 
plus  généralement,  ait  une  exj>ression  analytique  telle  que,  pour 
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la  (lériver,  on  })uisse  lui  ;»p|i]i(|ii('i-  le  ihcorème  des  fondions  coni- 
j)osées  cl  écrire 

div  .  ()u        Ou         .  /       .  Ok>         ôi' 

dy  dx        <)y  \        Ox        ôy 

Le  second  inend)re  osl  nul  en  vcrlii  des  éi^alilés  (II).  La  Icllrcjj' 
a  donc  dispai-u  de  l'expression  de  (v  :  en  d'aulrcs  termes,  x  cl  y 
ne  figurenl  dans  (t*  (prassociés  par  le  sjinbole  i. 

Remarques  : 

I.  Lorsqu'une  fonction  w^f(z)  est  analytique  dans  un  do- 
maine, et  qu'une  fonction  \v,  =  <p(<v)  est  fonction  analytique  de  »v 
dans  le  domaine  correspondant,  n-,  est  fonction  analytique  de  z 

dans  le  jnemier  domaine. 

/^      ,,      .  1,         1-     -,  Aw     .  Atvj        .     »       1'      •   . 

Car  1  existence  d  une  limite  pour——  et  - — ■  entraîne  1  existence 

'  Sz        Aip 

d  une  limile  i)Oiir  — — 

IL  Une  fonction  analytique,  (v  =  ?<  +  à',  a  une  dérivée  ana- 
lvlif|ue  (en  supposant  que  it  et  r  aient  des  dérivées  du  second 
ordre,  et  des  dérivées  continues). 

En  eflet,  la  dérivée  de  (v,  c  est-a-dire  la  fonction  — — ^'^ 
a  une  dérivée  unique,  en  vertu  des  identités  (H). 

27.  Au  lieu  de  considérer  des  fonctions  mises  sous  la  forme 

u{x,y)  +  iv{x,y), 

on  peu!  reprendre  la  définition  des  fonctions  analytiques  en  élu- 
dianl  directement  des  fonctions  d'une  variable  x+  ' J' =  ^• 
Soient 

a>^J\z)  une  pareille  fonction; 
z  un  point  où  elle  est  finie; 
Z  -+-  ^  un   point  voisin. 

l'ornions  le  rapj»oii 

Si/  tend  rcrs  une  limite  «piand  v  tend  Ncrs  zéro,  et  5/  cette 
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limite  est  indépendante  du  chemin  suivi  |)ar  le  poinl  c -h  s  pour 
se  rapprocher  du  point  5,  cette  limite  s'appelle  la  dérivée  de  la 
fonction,  et  on  la  représente  par  f'{z)  (  '  ). 

28.  L'interprétation  géométrique  des  conditions  pour  (ju'iinc 
fonction  u -\- iv  soit  analytique  a  servi  de  poinl  de  départ  à  Rie- 
mann  pour  sa  théorie  des  fonctions. 

Définir  la  représentation  d'un  plan  z  sur  un  plan  tr,  c'est  se 
donner  deux  fonctions  u[x^y),  v[x^y).  La  considération  d'une 
l'onction  analytique  mise  sous  la  forme  m  +  fV,  et  par  suite  de 
deux  fonctions  u  et  p,  revient  dès  lors  à  l'élude  d'une  repré- 
sentation. 

Ce  qu'il  y  a  de  caractéristique,  c'est  que  les  représentations 
auxquelles  conduisent  les  fondions  analytiques  sont  con- 
formes; et  réciproquement. 

Nous  reviendrons  (Liv.  II,  Cliap.  X)  sur  cette  théorie  :  bientôt, 
en  étudiant  des  fonctions  simples,  on  indiquera  les  re|)résenlalions 
auxquelles  leurs  définitions  donnent  naissance.  Pour  l'instant,  dé- 
montrons cette  proposition  fondamentale  dans  la  théorie  de  Rie- 
mann  : 

A  toute  fonction  analytique  correspond  une  représentation 
conforme  directe. 

Pour  l'établir,  on  doit  prouver  que  deux  courbes  arbitraires  C 
et  C  du  plan  ^,  passant  par  un  point  /«,  se  coupent  sous  le  même 
angle  que  leurs  courbes  images  F  et  F',  passant  parle  point  a;  de 
plus,  cet  angle  est  encore  le  même,  si  l'on  tient  compte  du  sens 
dans  lequel  il  faut  tourner  j)Our  amener  C  sur  C  et  F  sur  F'. 

On  suppose,  au  point  ^,  la  dérivée  différente  de  zéro  (-). 


(')  Dans  tous  les  cas  où  l'expression  de  w  en  z  est  telle  que  l'on  en  peut 
di'duirc,  par   les  règles   de   la    diflercnliation,   une    expression    de   —j^    en    z,    la 

dérivée  est  évidemment  unir[ue. 

Nous  venons  de  voir  que  l'on  peut  passer  de  la  forme  u  -h  iv  à  la  forme  f{z)  : 
la  réciproque  est  vraie  (  n°  317),  au  moins  pour  les  fonctions  analytiques. 

(-)  Les  points  où  la  dérivée  cesse  d'être  finie  et  différente  de  zéro  sont  dits 
points  irréguliers  de  la  transformation;  en  ces  points,  la  représentation  peut 
cesser  d'être  conforme. 


J', 
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i"   On  peut  donner  du  lln'orètnc  une  vrndcation  de  calcul. 
Soient 

dx,  dy,  et  ox,  oy  les  difTérentielles  dans  les  déplacements  sur  C 
ctC'(/-.  3ei4); 


FiK.  3. 
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a  et  a'  les  angles  que  font  avec  Ox  les  tangentes  à  ces  courbes 
(dans  les  directions  qui  correspondent  aux  sens  posilil's  des 
arcs); 

a' —  a  sera  l'angle  des  tangentes  aux  courbes  C  et  C, 

Désignons  par  du,  f/r,  o«,  or,  S,  [j'  les  éléments  correspondants 
dans  les  courbes  imasres.  On  aura 


cos(a'  —  a  I  = 
cos(p'-p)  = 


dx  ox  -\-  dy  Zy 


\/( dx^ -i-  dy^ ){ùx'^-\-  oy'^ ) 
duou  -+-  dv  0  V 


/(  du-  -f-  dV-  )  (  Ô  U-  -r-  0  v'^  ) 

A  cause  des  relations  (H),  on  |)eut  écrire 
du 


Ou    ,  Ou    , 

dx  -+-  -r-  dy, 


Ox 


'iy 


du    ,  du   , 

di>  = —  f/.r  -h  -—  dy, 

Oy  dx    -^ 

et  opérer  de  même  pour  Zii  et  oc.  A|)rès  la  siippr(>ssion  du  fadeur 
di  fièrent  de 'zéro 

dans   l'expression   de    cos([5l' —  [j),    on    vdil    (pi(>    les   cosinus   des 
anules  a'       a  et  S'-     S  soni  les  mêmes. 
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Un  calcul  simple  monlre  que)."'  représenic  le  lapporl  de  siini- 
liUule  des  deux  (ij^ures  dans  le  voisinage  d\iu  poiuL  el  <lu  poiiil 
i  niaise. 

11  varie  d'une  manière  conlinue  lorsque  :;  décrit  une  courbe 
continue. 

2°  Une  démonstration  directe  (')  met  en  évidence  la  raison  du 
ihéorème,  en  montrant  qu'en  chaque  point  :;  le  module  de  la 
dérivée  représente  le  rapport  de  similitude  des  ligures  corres- 
pondantes ((V,  ^),  et  que  son  argument  donne  en  grandeur  et 
sens  l'angle  dont  doit  tourner  l'élément  d'une  couibe  :;  pour 
devenir  parallèle  à  l'élément  corre6|)ondant  w. 

Soient  w  =:/{:)  la  fonction  analytique  donnée, /'(;)  la  valeur 
de  sa  dérivée. 

Représentons  par  {Zi,iv,)  deux  points  des  courbes  C  et  F, 
voisins  des  points  (;,  iv). 

Des  égalités 

f\z)      =  p(  costo -4- ?  sin  to)         (p^o), 

z-i  —  z  =  /-(cosf)  -T-  l'sinS), 

tv'i  —  11^  =  R(coscp  -H  i  sintp) 


on  déduit 


,.     R 

1 1  m  —  =  p ,  1  uii  (  G  —  ()  )  =  w . 


Lorsque  z  tend  vers  zéro,  les  angles  B  et  z>  ont  pour  limites 
les  angles  a  et  ^  que  font,  avec  Taxe  des  ^,  les  tangentes  aux 
courbes  C  et  F. 

13onc  [i  —  a  =  to,  et  par  suite  la  tangente  à  chaque  courbe  «v 
s'obtient  en  faisant  tourner  d'un  angle  constant  o)  la  taiigimle  à 
la  courbe  z  correspondante. 

On  voit  également  que,  si  les  axes  ont  même  dis[)Osition  dans 
les  plans  z  et  tv,  le  sens  de  rotation  est  conservé. 


(')  C'est  à  peu  près  la  déiuonslralion  donnée  par  Rieinann  {Œin'ies,  p.  ô).  — 
Le  lien  entre  la  théorie  des  variables  complexes  cl  la  reprcscntalion  conforme  fut 
découverl  par  Lagrange  et  Gauss  :  Allgeineine  Aujlosung  der  Aii/gabc,  die 
Telle  einer  gegebenen  Flâche  au/  eine  andere  gegebene  Flaclie  so  abzubdden. 
dass  die  Abbddung  dein  Abgebildeten  in  den  kleinslen  Teileii  iilinlicli  \sird 
[Oaus.s,  )82j  {Œinres,  l.  IV)J. 
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Bemarque.  —  Faire  suivre  d'une  symétrie  par  rapport  à  l'axe 
des  //  (  fig.  5  et  6)  une  transformation  définie  par  l'égalité 

U  -(-  M'  —  f(x  -^  if  ) 
,  J'ig-  5.  Fig.  6. 


i/f  I 


revient  à  la  transformation  uni(|iie 

u  —  w  =f{x  -\-  iy). 

Elle  est  encore  conforme,  mais  conforme  inverse,  le  sens  de 
rotation  des  angles  étant  changé. 

§  III.  —  Fonctions  analytiques  iniformes. 

20.  Une  fonction  analytique  est  uniforme  dans  lotit  le  plan 
lorscpie,  en  tout  point,  elle  a  une  valeur  unique  (').  Les  fonc- 
tions z^  (m  étant  entier),  e'^,  sins,  etc.,  et  les  fonctions  ration - 
nelles  de  ces  fonctions  sont  uniformes. 

Une  fonction  analytique  non  uniforme  jieut  avoir  un  nombre 
fini  de  déterminations  (par  exemple,  la  fonction  algéhriqiie)  ou  en 
avoir  une  in(inité'(c()mmc  le  logarithme).  Kn  langage  géométri(jue, 
on  dira  alors  que  la  fonction  a  une  infinité  de  branches. 

Une  (onction  j)eut  être  uniforme  dans  un  domaine,  sans  être 
uniforme  dans  tout  le  plan. 

Soient  un  domaine  à  eoruK'xion  si nq) le  ou  innlliple,  cl  imk^  fonc- 
tion \\>  drliriic  pai-  iiik!  relation  _/'(;,  (v)  =  o,  telle  (pie  à  eliacpie 
valeiii'  de  3  eorresjiondeMl  plusieurs  \aleurs  de  w.  On  conçoit  {uic, 


(')  On  (lil  aussi  que  la  fonction  est  univoqiie,  monolrnpc.   nionodronic,  bien 

déttrinincc  {eindeutig)   :  à   hi   1 lion    unifoinic  on   oppose  la  ftinrlion  nittl- 

tiforme,  plurivnfjue.  polytio/ic,  à  ilvtciniiiKitions  iinilliplcs. 
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SOUS  certaines  conditions  (nous  les  préciserons  plus  tard),  une 
détermination  particulière  (V,  varie  d'une  manière  continue  quand  :; 
décrit  une  courbe  continue  intérieure  à  un  domaine.  La  branche  (V'i 
est  uniforme  dans  ce  domaine  lorscjue,  à  une  ci)\\r\)C  fermée  quel- 
conque décrite  [)ar  le  point  z  et  ne  sortant  pas  du  domaine,  cor- 
respond une  cowYhe  fermée  décrite  par  le  point  ce,. 

Ainsi  l'égalité  w-=^z  définit  deux  branches  d'une  fonction  de  :;  ; 
chacune  est  uniforme  dans  tout  domaine  simplement  connexe  qui 
n'a  pas  l'origine  à  son  intérieur. 

La  relation  (ip-=5^ —  i  définit  deux  branches,  uniformes  ilans 
le  domaine  limité  par  deux  circonférences  dont  le  centre  est 
à  l'origine  et  dont  les  rajons  surpassent  l'unité. 

30.  Une  fonction  est  holomorplie  ou  régulière  en  un  point 
intérieur  à  un  domaine  continu  lorsqu'elle  est  continue,  analy- 
tique et  uniforme  en  ce  point,  ainsi  que  sa  dérivée.  Un  pareil 
point  est  dit  point  ordinaire.  Elle  est  holomorphe  dans  le 
domaine,  lorsqu'elle  est  holomorphe  en  tout  point  intérieur. 
Ainsi  une  fonction  mise  sous  la  forme  u  -f-  «r  est  holomorphe 
si  les  fonctions  u  et  r,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  sont  déterminées  et  continues,  et  si  ces  dérivées 
satisfont  aux  relations  (H)  ('). 

Cette  définition  donnée  par  Cauchy  n'est  pas  arithmétique,  en 
ce  sens  qu'elle  ne  permet  pas  de  calculer  effectivement  les  valeurs 
de  la  fonction  en  chaque  point  :  ce  qu'elle  indique,  ce  sont  ses 
propriétés. 

Mais  un  théorème  fondamental  (n°  177)  permet,  étant  donnée 
une  fonction  holomorphe  dans  un  cercle  de  centre  rt,  de  repré- 
senter la  fonction,  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  par  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  ^  —  a  (-). 

Réciproquement,  une  pareille  série  représente  une  fonction 
analytique,  uniforme  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée. 


(•)  l'our  édifier  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  lorsque  les  fonctions 
à  étudier  sont  mises  sous  la  forme  /(-),  il  suffit  inouïe,  comme  l'a  montre 
M.  Gours;il,  de  supposer  la  continuité  de/(i;)  et  Vexistence  de  /'(-)  (  »°  168). 

(-)  Nous  parlons  évidemment  de  séries  convergentes,  c'est-à-dire  telles  ijuc 
les  suites  formées  en  additionnant  i,  2,  ...,«,  ...  termes  convergent  vers  une 
limite  (  voir  n"  59). 
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Drs    lors,    par   fond  ion    holniuarphc    dans    im    domaine  on 

enif'iul   iiKliiréroinmenl  (')  :    i"  iinr  fonction  analyliqiie,   itni- 

foinie  cl  continue ,    ainsi  ifuc  sa    dérivée  première,    en   tout 

point  intérieur  au  do/nr/i/ie:  •>."  t//ie  fonctinn  déscloppahle  en 

série  de  puissances  dans  le  l'oisina ge  de  tout  point  intérieur . 

31.  Soil  une  loDcl  loii  /(  ;  )  liolomorjjlic  en  un  poinl //,  un  j)Our 
sinipIKicr  à  l'origine.  ()n  j^onria  écrire 

/(  ^  )  =  «  0  -^  «  1  -  -^  •  •  •  +  «  «  -  "  -^  •  ■  •  (  1  -  I  <  0  ) . 

Loisqne  \v>n  |)ieniicrs  coeffi(i(,'nls  dn  (1(''\  clopprnienl  sonl  nnis, 
on  dit  (|tie  Vorigine  est  un  zéro  d'ordre  n.  On  a  alors 

f{z)  =  z"o{z), 

'o{z)  clésij;nanl  nne  série  enlière  qni  ne  s'annule  [)lns  à  l'oriqine. 

Un  zéro  d'une  fonclion  est  isolé  lorsque  la  fonction  n'a  pas 
d'autre  zéro  dans  son  voisinage  (p.  21).  Nous  verrons  que  les 
zéros  d'une  fonclion  holoniorplie  sont  des  points  isolés  (n"^  77 
et  228). 

Lorsqu'une  fonction,  holomorphe  dans  un  cercle,  ne  s'annule 
pas  au  centre  de  ce  cercle,  Tinverse  delà  fonction  est  holomorphe 
dans  un  cercle  concentrique  (-). 

\\  eierslrass  a  appelé  yb/^c/Zo/?.?  entières  les  fonctions  régu- 
lières en  tout  point  à  dislance  finie  :  on  les  divise  en  fondions 
enlières  ralioniielles  (ou  j)oljnonies)  et  fonctions  entières  trans- 
cendantes. 

Wl.  A  la  fonclion  régulière  dans  un  domaine  on  oppose  celle 
<|ui  a  des  singularités  :  un  point  singulier  est  un  point  où  la 
(onction  n'est  pas  régulière. 


(')  On  distinfîue  parfois  ces  dclinilions  en  rallaclianl  l'une  au  nom  do  Caucliv. 
l'aulrc  à  celui  de  Wcicrslrass.  Nous  dcinonlrcroiis  la  |)lu|)arl  des  ihéorènies  en 
I)ai'tanl  de  chacune  d'elles,  cl  an  Livre  II  imus  runipaicrons  1rs  |)i'occilés  de 
Caiiiliy  cl  de  W'cicislras^. 

M.  Mij.iv  iriii|.|:H  (•  /Kit<t/)iur/i/ic  [i.ir  (i/(itro/>c  :  il  dil  (iiriinc  fonclinn  est  olo- 
trojir  .ivcc  un  i)l(Min:lre  6  (|uuud  le  raynn  du  cercle  ilc  (^nn  (■if;cn(e  est   éyal  à  S. 

{'•)  Ce  ihéorènic  est  évident  si  l'on  adopte  j)Our  la  fonclion  holoniorplie  la  défi- 
nitimi  de  Cainliy.  Nous  le  tlcnionlrcrnns  (n"  '28S)  en  p.irlanl  de  celle  de  \\'eierslrass. 
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Les  singularités  des  fonctions  analytiques  uniformes  sf)nl  />o- 
laires  ou  essentielles. 

Un  point  a  est  nn  pôle  lorsque,  dans  sou  voisina-^e,  la  fonction 
peut  être  mise  sous  la  forme 

/(^)  =   -^^   4-...H '^ 'r-o(z)  (A„>0), 

•^  ^    ^        :z  —  a  {  z  —  a)"-        '       '         ^ 

^{^)  est  supposé  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a. 

La  partie  du  développement  qui  renferme  les  puissances  néga- 
tives de  z  —  «  est  la  partie  principale  ou  caractéristique  relative 
au  pôle  a  :  elle  a  un  nombre  limité  de  termes,  comme  le  déve- 
loppement d'une  fraction  rationnelle  (^). 


(')  De  cette  définition  résultent  les  propriétés  suivantes  (nous  les  groupons  ici, 
mais  nous  n'en  aurons  besoin  que  plus  tard)  : 

1°  On  peut  trouver  un  entier  positif  n  tel  que  le  produit  {z  —  a)"  f{z)  soit 
égal  à  une  fonction  <\i{z)  holoniorplie  clans  le  voisinage  du  pôle  a. 

La  réciproque  est  vraie.  En  effet,  <^{z)  étant  liolomorplie  dans  le  voisinage 
de  a,  on  peut  écrire 

<^>(^-)  =  A„+A„_,(^-fl)+...+  A,(^-a)'-'+..., 
et  dès  lors 

''^     '       {z  —  ay^        z^a  {z  —  ar 

o{z)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a. 

2°  Dans  le  voisinage  d'un  pôle,  l'inverse  de  la  fonction  est  une  fonction 
holomorphe.  En  effet,  de  l'égalité 

(c-a)"/(-)  =  •;(-)     [■X«)^o] 

on  déduit 

^{z-a)"-r^. 


la  fonction  holomorphe  '\>{z)  n'étant  pas  nulle  en  a,  son  inverse  est  holomorphe 
(p.  5S). 

La  réciproque  est  vraie  :  une  fonction  non  régulière  en  un  point  o,  de  telle 
manière  que  son  inverse  soit  holomorphe,  admet  le  point  a  pour  pùlc. 

ô"  Un  pôle  est  isolé;  car,  d'après  la  pro[niété  précédente,  les  pi'iles  d'une 
fonction  uniforme  sont  les  zéros  d'une  fonction  liolomor|dic. 

4°  Un  point  a,  dans  le  voisinage  duquel  une  fonction  a  une  infinité  de  zéros 
ou  de  pôles,  n'est  ni  un  point  ordinaire,  ni  un  pôle.  lin  effet,  ce  point  n'est  pas 
ordinaire,  puisque  dans  son  voisinage  la  fonction  a  des  zéros  qui  ne  sont  pas 
isolés.  Ce  point  n'est  pas  un  pôle,  puisqu'il  n'est  pas  isolé.  Donc  on  a  affaire 
par  définition  à  un  [)oint  singulier  essentiel. 
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L'exposant  n  indique  l'ordre  du  pôle. 

I^cs  fondions  uniformes  n'ajnnl  //  distance  finie  que  des  sin- 
gularités polaires  sont  a[)[)e\ées /raclio/inai/-es  ou  niérotnoiplies. 

3.3.  Nous  verrons  (n"  239)  que  le  point  singulier  essentiel 
isolé  (')  est  caractérisé  par  la  propriété  suivante  :  dans  son  voi- 
sinage, on  peut  mettre  la  fonction  sous  la  forme 

/(z)=^l_+...+  --A^L_+...H.o(5), 
•^  ^  z  —  a  {z  —  a)"  ' 

cp(:;)  est  suppose-  holomorphc  dans  le  voisinage  de  a. 

Dans  le  cas  du  pôle,  la  partie  fiaclionnaire  avait  un  noinl)rc 
limitt''  de  termes;  ici,  c'est  une  se  fie. 

34.  Point  à  r infini.  —  Le  changement  de  variable  zz^'Q"^ 
le  ramenant  à  l'origine,  il  suffit  d'étudier  le  point  zéro  de  la 
fonction  transformée.  Il  n'y  a  rien  à  changer  aux  définitions 
ci-dessus. 

i"  La  foncliony(^)  ou  /{'Ç~*)  est  régulière  à  V injini  si,  dans 
le  voisinage  de  J^  =  o,  on  peut  écrire 

/(?)  =«o-^«i^ -*-•••+ «/,^"  +  ---- 

Supposons  la  fonction  régulière  à  Tinlini.  L'infini  est  un  zéro 
de  la  fonction  /(^),  si  la  fonction  /(C~')  s'annule  à  l'origine, 
c'est-à-dire  si  ct^  est  nul.  L'exposant  de  la  première  puissance 
de  X^  dont  le  coefficient  n'est  |)as  nul  donne  \  ordre  du  zéro. 

■a"  Si  la  lonclion  ii"(,'.st  |)as  régulière  à  Ijuliiii,  liuliiii  est  un 
point  singulier.  C'est  un  point  singulier  isolé  si,  dans  son  voi- 
sinage, il  n'j  a  pas  dMiilrc  point  singulier,  (^elle  singularité  isolée 
est  polaire  ou  essentielle. 


(')  ICn  parlyiil  de  sinf;iilaii[é  isttfee,  <in  |>eiil  exclure  i\c  son  voisinage  toiilcs 
les  siii;,'ularités  (c'est  ce  que  l'cui  lait  ici),  ou  seulement  les  sini;ularilés  de  ni(imo 
type  ou  de  type  jtius  compli<|iii-. 

Pour  le  pôle,  il  n'y  a  ]n\s  liiii  «le  l.iirc  ((Ile  ili>l  in(  linn,  |iuisi|uil  c(irres|i(>ii(l 
à  la  sin^^ularili-  la  |)lus  simple. 
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C^est  an  pôle  si,  dans  le  voisinage  de  u  ==:  o,  on  a 

Ce  pôle  est  d^orrlre  n  ('),  et  h\  partie  principale  esl  le  polvnome 

C'est  un  point  essentiel,  si  la  partie  principale  a  \\n  nombre 
illimité  de  termes. 

35.  EfTectuer  une  substitution,  c'est  remplacer  une  ou  plu- 
sieurs variables  par  une  ou  plusieurs  fonctions  de  ces  variables. 
On  représente  cette  opération  par  les  notations 

(s,  ^{z)),     {x,y,z;  ^{x,y,z),  ^^^{x,  y,  z),  yS^,  y,  z)) 

ou  simplement  par 

(?(-•)),     {'^{x,y,z),  ^{x,y,z),  y{x,y,z)). 

Considérons  un  ensemble  de  substitutions,  en  nombre  fini  ou 
infini,  he  produit  de  deux  substitutions  données  dans  un  certain 
ordre  est  l'opération  qui  consiste  à  effectuer  la  première  substi- 
tution et,  dans  le  résultat  obtenu,  à  effectuer  la  seconde  (l'ordre 
dans  lequel  on  exécute  ces  deux  opérations  n'est  pas  indifférent). 
La  définition  de  puissance  positive  d'une  substitution  en  découle. 
Les  notations 


(')  On  voit  ce  qu'il  favit  entendre  ici  par  zéro  d'ordre  /i,  pôle  d'ordre  n  (n  est 
un  entier  positif  fini).  On  emploie  le  mot  ordre  dans  d'autres  acceptions,  (juand 
on  se  sert  des  locutions  :  ordre  d'une  fonction  en  un  point,  ordre  total  d'une 
fonction. 

1°  En  un  point.  Tordre  d'une  fonction  est  zéro,  si  le  point  n'est  ni  une  racine, 
ni  un  pôle;  il  est  égal  à  +  n  ou  à  — />,  si  le  point  est  racine  d'ordre  n  ou  [>olo 
d'ordre  p. 

■}."  L'ordre  totat  d'une  fonction  ou  simplement  V ordre  est  le  nombre  lolal  des 
pAlcs,  comptés  avec  leur  degré  de  multiplicité,  qu'elle  admet  dans  une  région. 
Par  exemple,  l'ordre  d'une  fonction  algébrique  est  le  nombre  total  de  ses  pôles 
dans  tout  le  plan;  l'ordre  d'une  fonction  elliptii|ue  est  le  nombre  de  ses  pôles 
dans  le  parallélogramme  des  périodes. 
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iiidiniionl.  les  prcmirros  le  produit  des  siil)siiliilions  '■^( :•),  '\'{-^)i 
la  tlenil<"'ie  le  |)roduit  de  n  suhsliliilions  consistanl  à  remplacer  z 
par  '^{:-)  et  à  répéter  celle  opération  n  fois. 

On  appelle  substitution  identique  celle  qui  ii'alt«'ic  pas  la 
variable. 

La  subsiitiiiion  inverse  d  une  suhsiiliilioii  ('j(c))  est  l'ojié- 
viilion  (|iii  consiste  à  iein|»la(cr  :;  par  une  fonction  de  z'  telle 
<pie   Ton   ait    c'='j(^).   On  la  repr('senle  par   {z,'^~^[z)). 

Une  snbslitnlion  suivie  de  son  inverse,  c'est-à-dire  le  produit 
des  substitutions  (^z^^{z))^  [z,  cp~'(^))  revient  à  la  substitution 
identique  [z,  z). 

La  subslilulion  inverse  ou  puissance  —  i  d'une  substitution 
permet  de  définir  \cs  puissances  négatives  d'une  substitution. 

il  est  souvent  commode  de  représenter  par  des  lettres  S,  T,  U, ... 
les  substitutions  d'un  ensemble  :  les  svniboles  ST,  STL,  S'",S~', 
S"  (ou  i)  désigneront  respectivement  le  produit  des  substitutions  S 
et  T,  des  substitutions  S,  ï,  U,  de  m  substitutions  égales  à  S,  la 
substitution  inverse  de  S,  la  substitution  identique  ('). 

Bornons-nous  aux  ensembles  de  substitutions  dont  la  définition 
entraîne  celle  de  l'inverse  de  toute  substitution  qui  y  figure,  et 
qui  contiennent  l'inverse  de  toute  substitution  (et  par  suite  la 
subsiitulion  identique). 

Un  tel  ensemble  de  substitutions  forme  un  cnoi  te,  lorsque 
le  produit  de  deux  substitutions  quelconques  de  l'ensemble 
appartient  à  V ensemble. 

I^orsquc,  dans  un  groupe,  on  peut  isoler  un  nombre  fini  ou 
infini  de  substitutions,  telles  cprelles  forment  un  nouveau  groupe, 
ce  groupe  partiel  constitue  un  sous-groupe. 

(k'ttc  notion  de  groupe  peut  être  g('n(''ialisée  et  appliquée  à  un 
cnscmbir  d'oixTatioMs  ou  de  Iransforninlions  :  dans  les  conditions 


(')  Les  syml)oles  ST,  TS  n'indi(iiicnt  pas,  avons-nous  dit,  la  nionic  surcession 
d'opérations;  aussi  l'on  n'a  pas  toujours  ST  =  TS.  Au  contraire,  ou  peut  écrire 

STU  =  S(TU). 
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précédentes,  elles  forment  un  groupe  loiscpie  la  succession,  ou 
produit  de  deux  opérations,  est  écpiivalenle  à  une  seule  opération 
appartenant  à  l'ensemble  (*). 

Prenons  comme  exemple  les  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire 

les  substitutions  (:-,  -^^^ — -.)•  Le  produit  de  deux  (pielconcpies  de 

ces  substitutions  est  une  substitution  de  même  t\pe;  il  en  est  de 
même  de  la  substitution  inverse  de  chaque  substilution.  Nous 
nous  occuperons  seulemenl  des  groupes  dont  les  substitutions 
dérivent  d'un  nombre  ///li  de  substitutions. 

En  particulier,  l'ensemble  des  substitutions  linéaires  pour 
lesquelles  «,  ^,  c,  d  sont  réels  forme  un  groupe  (on  suppose 
toujours,    ce  qui  ne  diiniiuie   pas  la  généralité,  que  le  détermi- 


(')  Ainsi,  en  Géoiiicliic  plane,  l'ensemble  des  déplaccmcnls  d'une  figure  forme 
un  groupe  (continu),  qui  a  pour  sous-groupes  l'ensemble  des  Iranslalions  et 
l'ensemble  des  rotations  autour  d'un  même  point.  L'ensemble  des  homothéties 
forme  un  groupe,  puisque  deux  figures  homothétiques  d'une  troisième  sont  liomo- 
Ihétiques  entre  elles.  L'ensemble  des  inversions  ne  forme  pas  de  groupe;  car  le 
produit  de  deux  inversions  n'est  pas  une  inversion. 

Ainsi  les  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  subissent  une  substi- 
tution linéaire  quand  la  variable  décrit  dans  le  plan  un  contour  fermé  quel- 
conque :  l'ensemble  des  substitutions  relatives  à  tous  les  contours  possibles 
forme  un  gi'oupe  (discontinu  au  moins  dans  une  région  du  plan). 

D'une  manière  générale,  soient  a,  b,  c,  ...  un  système  d'éléments  de  nature 
quelconque  :  on  dit  qu'ils  forment  un  groupe,  quand  les  conditions  suivantes 
sont  réalisées  : 

1°  Le  produit  de  deux  éléments  quelconques  a  et  ^  du  système  est  un  élé- 
ment c  du  système; 

2°  Les  éléments  ab  et  ba  peuvent  être  différents;  mais  les  éléments  {ab)c 
et  a{bc)  doivent  être  les  mêmes; 

3°  Les  égalités  ab  —  ab',  ab  =  a' b  doivent  entraîner  :  la  première,  b  =  b' ;  la 
seconde,  a  =  a'; 

4°  Quand,  de  trois  éléments  a,  è,  c  de  l'ensemble,  deux  sont  donnés  arbi- 
trairement, on  doit  pouvoir  déterminer  le  troisième  de  telle  sorte  que  l'on 

ait  ab  =  c. 

On  remarquera  que,  pour  les  ensembles  ayant  un  nombre  Jini  d'éléments, 
cette  quatrième  propriété  rentre  dans  les  précédentes,  et  dès  lors  on  peut  se 
dispenser  de  la  vérifier  directement. 

Celte  définition  montre  que  tout  groupe  renferme  la  substitution  identique 
{cf.  Weceh,  Le/irbuch  der  Algebra,  t.  Il,  p.  3). 
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nanl,  afl  —  bc^  de  cliaque  siihslituiion  esl  é^al  à  i)  :  tout  sous- 
i^roiipc  de  ce  groupe  est  appelé  groupe  fuchsien  (  '  ). 

Parmi  les  groupes  fuclisiens,  on  disliugue  le  v,roupe  modu- 
laire :  c'est  le  groupe  lornié  par  loules  les  sidjslilulions  liiK-aircs, 
dans  lesquelles  a,  6,  c,  cl  sont  des  entiers  (de  délcrniinant  4-  1). 
Cet  ensemble  de  subslilulions  renferme  la  subsiilulion  inverse  de 
cbaque  subsiilulion  cl  le  produit  de  deux  subslilulions  quel- 
conques, el  par  suile  foi-me  Iden  un  groupe  (le  déterminant 
resle  égal  à  i);  il  esl  Aiclisicn,  j)uisquc  ses  substitutions  dérivent 
d'un  nombre  fini  de  subslilulions  (n"  -41). 

Appliquons  ces  généralités  à  l'étude  des  fonctions. 

Considérons  les  (onctions  uniformes  y(:;)  qui  ne  ebangent  pas 
lorsqu'on  elTectue  sur  leur  argument  z-  une  substitution  déter- 
minée C3(:;)  et  la  subsiilulion  inverse  de  celte  subsiilulion.  D'après 
les  notations  précédentes,  on  aura 

f{^{z))  =f{z),    firi-))  -/(?-"(^))  -/(^). 

Si  '•^{^)  esl  de  la  forme  ^H-rt,  la  fouelion  esl  dite  pério- 
dique. 

Si  'j(^)  est  de  la  forme— ^^ — y  la  fonction  est  dite  automorplie 

(ui  à  transformation  linéaire. 

IMus  généralement,  on  aj)pelle  fondions  automorphcs  les 
fonctions  uniformes  qui  restent  invariables  pour  les  transfor- 
mations d'un  groupe  de  substitutions  linéaires  du  tvpc  ci-dessus  : 
en  particulier,  \e&  fonctions  fuclisiennes  sont  les  l'onclions  uni- 
formes qui  restent  invariables  jiour  les  Iranslornialions  d  un 
groupe  fucbsien ,  et  les  fonctions  modulaires  celles  qui,  p;ir 
les  transformations  du  groupe  modulaire,  ne  prennent  (iiTun 
nondjre   limité  de   valeurs. 

Une  région  fondamentale  j)our  une  fonclion  umCoinie  <\st  u!i 


(')  Un  groupe  esl  discontinu  dans  une  région  lorsque,  dans  le  groupe,  il  n'y 
a  pas  de  suijsliliilinii  ii'iii|)l;i(  anl  un  [loinl  M  de  (•cite  iri;i()ii  p.ir  un  poiiil 
difFcrcnl  de  M  el  dont  la  distance  à  M  soit  inférieure  à  touL  iiuuilirc  donné. 

Un  groupe  fuclisien  est  discontinu  dans  toute  région  située  au-dessus  de  l'axe 
réel  cl  n'ayant  avcr  cet  axe  anriin  poinl  roninum;  il  n'est  pas  disconlinu  sur 
cet  axe. 
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domaine  dans  lequel  la  fonction  prend  toutes  les  valeurs  dont  elle 
est  susceptible,  et  prend  chaque  valeur  une  seule  fois. 

En  particulier,  pour  une  fonction  automorplie.  la  connais- 
sance d'une  réi;ion  fondamenlale  j)crnict  d'en  ulilcnir  une  iiili- 
nité  d'autres.  Deux  r('i;ions  foudauienlales  ne  peuvent  avoir  de 
point  commun. 

36.  Fonctions  lioloniorpJies  de  plusieurs  variables.  —  Soit 
une  fonction  de />  variables  complexes  (^,,  ...,  Zp),  définie  dans 
un  domaine  continu  multiple,  formé  par  des  aires  situées  dans 
p  plans  différents.  Elle  est  holomorphc  en  un  point  (rt,,  ...,<-<„) 
intérieur  à  ce  domaine,  si  elle  est  holomorphe  en  ce  point  res- 
pectivement par  l'apport  à  chacune  des  variables,  quand  les/>  —  i 
autres  variables  restent  fixes. 

On  en  conclut  (p.  5-)  qu'une  fonction  holomorphe  admet 
p  développements,  chacun  de  la  forme 


et  on  lui  assignera  (n°'  139,  182,  297),  comme  propriété  caracté- 
ristique, la  possibilité  d'une  représentation  par  une  série  multiple 

^  Av, ,. ..,v^(  Ci  — «1  )'''...(-/.—  «/;  )'V         (v,,  ...,  V/,=  o,  r,  2,  ...), 

à  l'intérieur  de  cercles  \zi — r/,  |  =  o/,  les  o/  étant  des  nombres 
positifs  fixes,  égaux  ou  non.  Ces  cercles  forment  le  voisinage  du 
point  (r/,,  .. .,  ap). 

Si   l'une  des   quantités  Or  est  infinie,    on  remplace   [z,- — (/,•  [ 

I  "r  I 

Une  fonction  est  holomorphe  dans  un  domaine,  quand  elle  est 
holomorphe  en  tout  point  intérieur. 
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MÉTHODES  GÉNÉRALES  DE  DÉFINITION  ET  DE  REPRÉSENTATION 

DES  FONCTIONS. 


37.  Les  prohlèincs  que  l'on  peut  se  poser  a  priori,  comme 
ceux  auxquels  conduisent  les  recherches  de  Géométrie,  d'As- 
tronomie, de  Mécanique,  de  Physique,  se  traduisent  le  plus  sou- 
vent par  des  équations  :  elles  se  présentent  sous  forme  finie  ou 
sous  l'orme  dififérenlielle.  Comment  les  résoudre,  ou  mieux  com- 
ment étudier  les  fonctions  qu'elles  définissent? 

Pour  les  équations  algébriques,  on  essaya  d'ahord  d'obtenir  les 
inconnues  en  fonction  des  coefficients,  sans  recourir  aux  séries  et 
aux  intégrales  définies.  Quand  yVbel  eut  montré  qu'au  delà  du 
(quatrième  degré  la  résolution  par  radicaux  est  impossible,  les 
recherches  prirent  une  direction  nouvelle.  Ou  s'occupa  de  la 
réduction  des  équations  à  certains  types  normaux,  et  de  ques- 
tions relatives  aux  transformations  des  irrationnelles  et  à  leur 
classification  ('  ). 

De  même,  en  Analyse,  on  cliercha  d'abord  à  exprimer  les  solu- 
tions des  équations  différentielles  à  l'aide  de  transcendantes  con- 
nues ou  de  fonctions  définies  par  des  quadratures. 

\^^ intégration  ainsi  entendue  n'est  possible  (pie  dans  un  nombre 
très  limité  de  cas.  Aussi,  dans  la  ihéorie  moderne  des  équations 
différentielles,  on  se  place  à  un  pointde  vue  dillV-renl.  ].a(jueslion 
de  leur  réduction  joue  un  grand  r(Me.  «  Dans  les  travaux  récents, 
qui  prennent  leur  point  de  départ  dans  la  théorie  de  (jalois,  un 
système  différentiel  est  considéré  comme  définissant  des  relations 
entre  certaines  variables  qui  jouent  toutes  le  même  rôle;  le  sys- 


(')  Cf.  Jordan,  Traité  des  saUslitutions.   frcfuce.  —  Ivlkin,  Con/crcnccs  de 
Cliiroi^o  (tiiul.  Liiniji'l,  |>.  '17). 
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Irnic  est  dit  irductible,  si  son  inli-gralion  se  ramène  à  l'inlé- 
gration  successive  ou  simultanée  de  systèmes  plus  simples,  com- 
binés d'une  manière  quelconque  (').  »  Dans  tous  les  cas,  sans 
chercher  à  représenter  expliciUMiiciii  riiilè^rale  tic  rt'(|iiation  par 
une  expression  analvlicpie  unicpic,  on  étudie  sur  rè(|u;ition  didé'- 
rentielle  elle-même  les  (oiiclions  (pTclle  délinit.  Supposons  |)ar 
exemple  démoniré  (pie  !  intégrale  est  une  fonction  analytique  au 
sens  de  AVeierstrass  dans  un  certain  domaine  :  on  cherchera  à 
déduire  les  propriétés  de  celle  fonction  des  propriétés  caractéris- 
tiques de  l'équalion,  à  voir  sur  Téqualion  si  cette  fonclion  ana- 
Ivticpie  esl  uniforme  ou  iiuillifonne,  quelle  est  la  |)Ia(C  de  ses 
singularités,  (piclle  est  leur  nature. 

Après  l'inlroduction  de  transcendantes  auxiliaires  spéciales 
(telles  que  e~\,  o-c,  I'^)  pouvant  servir  d'éléments  de  récluclion, 
ces  problèmes  exigent  l'étude  ])réliminaire  des  procédés  généraux 
de  représentation  des  fonctions  [les  séries,  les  produits  infinis, 
les  intégrales  (-)]  et  la  connaissance  de  certaines  catégories  de  fonc- 
tions (par  exemple  les  fonctions  analvliqiies). 

\  is-à-vis  des  transcendantes  particulières,  plusieurs  questions 
se  poseront  : 

i"  11  faudra  choisir  un  |)oinl  de  déj^art  pour  leur  délinition.  Si 
la  définition  d'une  fonction  par  une  série  a  l'avantage  d'être  très 
générale,  elle  met  rarement  en  évidence  ses  propriétés  essentielles, 
se  prête  mal  à  la  découverte  de  propriétés  nouvelles,  exige  souvent 
un  nombre  infini  d'éléments  pour  représenter  la  fonction  dans  tout 
son  domaine  d'existence.  D'autre  part,  l'élude  d'une  fonction 
d'aj)rès  des  propriétés  fonctionnelles  est  un  problème  difficile. 
Aussi,  la  voie  la  plus  simple  est-elle  ordinairement  celle  de  Véqiia- 
tion  dijj'érenliellc  (•'). 

(  '  )  Painlevk,  Leçons  sur  les  équations  différentielles  professées  à  Stocliliolni, 
p.  489. 

(')  La  tiicorie  des  fonctions  uniformes  a  assez  prof;icssi'  pour  que  l'on  puisse 
considérer  comme  intégrée,  au  sens  moderne  du  mol,  une  L(|uali(>n  donl  l'inlé- 
{jraic  esl  uniforme. 

Cf.  PoiNCAiu;,  J.  M..   iHSi,  p.  :')-:>.  —  l'AiNLi-vi.,  Leçons,  rtr.,  p.   1. 

(•')  I^es  Iranscendanlcs  classiques  vérifient  des  équalions  dinVrentielles  simples. 
Il  V  a  exception  pour  la  fonclion  r(x;),  qui  n'est  soiulion  d'aucune  équation  dif- 
férenliclle  algébrique,  comme  l'a  montré  M.  Ilolder  (  .1/.  I..I.\\\II1.|..  1;  1:^87  ) 
et  la  ronclion  de  Hiemaun  \(  :)■ 
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2°  En  inlroduisant  chaque  transcendante,  on  examinera  si  elle 
est  réductible  à  des  symboles  déjà  étudiés.  Par  exemple,  l'expo- 
nentielle et  le  logarithme  ne  peuvent  être  ramenés  aux  fonctions 
algébriques  définies  par  des  équations  ayant  pour  cocflicients  des 
nombres  algébriques. 

3"  Quand  des  transcendantes  sont  réductibles  les  unes  aux 
autres,  il  faut  faire  choix  de  transcendantes  l}pes(')  :  ainsi,  toutes 
les  fonctions  elliptiques  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  d'éléments;  quels  éléments  types  adopter? 


(  '  )  Cf.  LiouviLLE,  /.  M.,  1887,  p.  68  ;  i8'|0,  p.  35.  —  La  classificalion  des  trans- 
cendantes du  Calcul  intégral,  ébauchée  par  Liouville,  n'a  pas  gardé  son  impor- 
tance devant  les  découvertes  modernes  de  l'Analyse.  —  Cf.  Dracii,  Essai  sur  la 
classification  des  transcendantes  {A.  E.  N.,  1898,  p.  243).  —  Kœnigsbekgeu, 
M.  A.,  t.  XWIII,  p.  483. 
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FONXTIONS   AI.(iKIUUnri:S   (  '  ». 


v^  I. —  Fonctions  rNii'ou.MiîS. 

38.  l  ne  fonclion  u"  ilc  la  vai-iahlo  z-  c^l  fond  ion  iiJ ^i'bri(jue, 
si  elle  est  définie  par  une  relalion  de  la  forme  fy~-,  «v)  =  o,  où  / 
est  nn  polynôme  entier  en  z  et  en  (t-,  irréductible.  Le  poly- 
nôme est  irréductible  s'il  ne  peut  être  remplacé  par  un  produit 
de  facteurs  entiers  en  ;  et  en  (v. 

Les  fonctions  ali^ébriques  les  plus  simples  sont  les  fonctions 
uniformes  qui  correspondent  aux  équations 


o.    I  ,   .  .  .  .   /// 


-"  yh,z'-     \/'  =  <'-' p 

Ce  Sont  \cs  polynômes  entiers  et  \cs  J  lactions  rationnelles. 

Pour  le  polynôme,  fonction  régulière  dans  tout  le  plan,  le  point 
à  riiidni  est  un  pôle;  Tordre  de  ce  pôle  est  égal  au  degré  du 
polynôme. 

i^a  fraction  rationnelle  cesse  d'être  régulière  dans  le  \oisinagc 
des   racines    (\u   dénominateur;    ces    racines    sont    des    juMcs.    La 


(')  I>;ins  leur  ('IihIc,  il  faut  associer  les  noms  de  Caiicliy,  de  Puiseux,  de  Hie- 
inann.  La  voie  a  élé  oiiveilc  par  tlauclij'.  Mais  c'esl  le  Mémoire  de  l'niseux 
(J.  M.,  l.  XV,  p.  365;  i85o)  qui,  mellanl  en  lumière  la  nature  analytique  et  les 
proprii'tés  des  fonctions  alg('bri(|ues,  en  a  jiermis  une  délinition  précise  et  a  fait 
connaître  le  rôle  des  points  critiques.  Hicmann  (  iS.')-;).  en  découvrant  les  surfaces 
qui  portent  son  nom,  <lonna  une  représcnlaliou  f;i'oniétii(jne  (|ui  servit  de  fon- 
dement aux  di'couvertes  ultérieures. 

Mans  leurs  ()uvraf,'es  classi(|ues,  Hriol  cl  MoU(]uet  se  snnt  ari'èlé^  aux  idées  ilc 
Puiscuv;  MM.  Appcll  et  doursat  oui  développé  celles  de  Iticmann. 
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décomposition  en  cléments  simples  met  en  évidence  les  pôles 
et  les  parties  principales  correspondantes;  s'il  y  a  une  partie 
entière,  l'infini  est  un  pôle,  et  celle  partie  entière  (sans  la  con- 
stante) est  la  partie  j^rincipale  correspondante.  La  rcprésenlalion 
par  le  quolient  de  deux  jiolvnomes,  décomposés  eux-mêmes  en 
facteurs,  met  en  évidence  les  zéros  et  les  infinis. 

Le  point  à  l'infini  est  un  zéro  (d'ordre  p  —  ni),  un  pôle 
(d'ordre  m — /)),  ou  un  point  ordinaire,  suivant  que  l'on  a  m  <C  p-, 
m  >/>,  m  =  p.  Ainsi,  grâce  à  la  considération  du  point  à  l'infini, 
le  nombre  total  des  zéros  d'une  fraction  rationnelle  est  égal  à  celui 
des  pôles  (en  tenant  comjite  des  degrés  de  multiplicité).  C'est 
V ordre  de  la  fonction  (p.  6i). 

Examinons,  en  nous  j)laçant  au  point  de  vue  de  Ixicmann, 
quelques-unes  des  représentations  auxquelles  ces  fonctions 
donnent  naissance. 

39,  Exemple  L  —  Etude  des  Iransfornialions 
w  ^=  z  -\-  a,         (P  =  az,         w  =  nz  -r-  b. 

Supposons  les  deux  plans  z  et  (T'  placés  l'un  sur  l'autre,  de 
façon  que  les  axes  de  coordonnées  coïncident. 

La  première  transformation  fait  correspondre,  à  toute  figure  du 
plan  ;,  une  figure  égale;  elle  revient  à  une  translation. 

La  seconde  correspond  à  une  rotation  R  autour  de  l'origine, 
suivie  d'une  homothétie  W  par  rapport  à  l'origine;  ou,  inver- 
sement, à  riiomothétie  H  suivie  de  la  rotation  R. 

On  s'en  assure  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  c'est-à-dire 

en  posant ( ' ) 

a  =  A  (ces a  -i-  i  sina  ), 

c  =  p(cosa) -f- i  sino)), 

w  —  A  p  [ ces (  a  -t-  to )  +  i  sin  ( a  -H  10 )] . 

La  troisième  peut  être  remplacée  indifféremment  par  l'un  des 


(')  A  une  valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  l'argument  w. 
On  appelle  valeur  principale  celle  qui  satisfait  aux  inégalités  — t:  <  w  < - 
{CxvcKY,  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  niat/ieniatiquc.  t.  W.  p.  afitï; 
édition  de  18^7). 
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syslùmes  de  Iransfornialions 

(i)         S=az,  (x'  =  z'-^b, 

('à)        z' =  z -^ >  (»•  =  «;', 

(3)         z' =  z  —  c,  z"=az\  w  —  z" -¥■  c 


\  '  —  «  / 


Les  ('•j^alilcs  (i^  (h'Iinisscnl  une  liomolhclie,  suivie  d'iuie  rola- 
lion  et  d'iiiie  Iraiislalion  T. 

Les  égalilés  (2)  représentent  une  translation  T',  suivie  d'une 
liomothétie  et  d'une  rotation.  (Dans  les  deux  cas,  les  trans- 
lations T  et  T'  ne  sont  pas  les  mêmes;  aussi  les  opérations  ne 
sont  pas  conimulatives.) 

Aux  égalités  (3)  corrcs|iondent  une  translation,  une  liomo- 
thétie et  une  rotation,  une  translation. 

Dans  les  trois  systèmes  de  transformations,  les  rotations  sont 
les  mêmes.  On  retrouve  des  théorèmes  bien  connus  de  Géométrie 
élémentaire  et  de  Géométrie  cinématique. 

Réciproquement,  toute  représentation  conservant  la  similitude 
peut  être  obtenue  par  nue  transformation  du  tvpe  (V  =  az  -\-  b. 

En  elVet,  une  transformation  remplaçant  une  figure  [z)  par  une 
figure  semblable  ((\),  en  tenant  compte  du  sens  de  la  similitude, 
est  définie  quand  on  a  fixé  la  correspondance  de  deux  couples  de 
points  (c-, ,  z-,  ;  tv, ,  (v^)  des  deux  figures  ;  car  alors,  à  tout  point  ^3 
correspond  un  point  (V;,  tel  que  les  triangles  z^z.^Zi,  n-,»i':;a;, 
soient  semblables  et  aient  même  sens  de  rotation. 

Of  les  relations 

qui  expiiiiK'iil  la  correspondance  des  points  (:;,,  ^^  :  n,,(ro) 
(bjiinciit  pour  a  et  h  des  Naleurs  déterminées,  si  les  points  c, 
et  Z-,  sont  dislmcts. 

Jîeniaïujiie. —  (  hiand  on  sii|i('rpose  les  jilans  :;el  (v,  de  manière 
qu<,'  les  axes  de  cooidunnc-es  coïncident,  ce  (]ui  levient  à  Irans- 
foiiucr  le  |)laM  z  en  hii-mênie,  il  \  a  un  seul  poiiil  à  dislance  finie, 

le  poiiil  ,  (|tii  110  cliiiiige  pas.  Il  c^l   icp'li''  à  I  iiiliiii  dans  le  cas 

(-If  la  I  raii.sl.ilioii   (c^  =  l). 
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-iO.   1*2xi:mi'I,e  1[.  —  Elude  de  l<i  IransfoiDial ion  linraiie  la 
plus  ^ (''lié raie  (l)ilnic'airc,  hoinograplilque)  ('  ) 

az  -!-  h  /«,  Ij.  c,  d  lécls  ou  iinaginaircs\ 

(  .i  )  "'  =  7 


cz-\-d  y  ad — bcr^o 

La  correspondance  définie  par  celte  relation  est  Ijiunivocpic,  au 
moins  quand  les  variables  ont  des  valeurs  finies. 

Pour  supprimer  toute  exception,  on  convient  de  considérer 
respectivement  (v  :=  co  et  :;  ^  oo  comme  des  points  simples,  cor- 

,  .  d        a 

respondant  aux  points  — -  —  et  — • 

L'équation  (4)  est  la  relation  algébrique  la  plus  générale  défi- 
nissant les  transformations  biunivoqiies.  Elle  dépend  seulement 
des  rapports  des  constantes,  et  dès  lors  est  déterminée  lorsqu'on 
se  donne  trois  points  de  l'un  des  plans  et  les  trois  points  corres- 
pondants de  l'autre  plan.  Quatre  j)oints  quelconques  présentent 
le  même  rapport  anbarmonique  que  les  quatre  points  transformés. 

Si  l'on  regarde  la  relation  (4)  comme  définissant  la  transfor- 
mation du  plan  en  lui-même,  deux  points  ne  cbangent  pas.  Us 
sont  fournis  par  l'équation 

c^--t-  (c/  — ■  a)z  —  b  =  o. 

On  les  aj^pelle  points  doubles  :  ^L  Klein  s'en  est  servi  ])our 
classilier  ces  substitutions;  nous  v  reviendrons  en  reparlant  des 
groupes  de  substitutions  linéaires. 

Examinons  d'abord  un  cas  particulier,  et  montrons  que  l'éga- 
lité (v  =  -  définit  une  inversion  suivie  d'une  symétrie. 

Pour  cela,  superposons  les  plans  z  et  «r,  et  posons 

z  =  p(cos  w  -t-  i  sin  w),  n>  =  -  (cosoj  —  i  siii  co  i. 

0 

Le  changement  dans  (v  du  signe  du  coefficient  de  i  correspoiul 


(')  On  appelle  souvent  groupe  projeclif  le  groupe  formé  par  l'ensemble  tics 
transformations  Uomograpliiques  (4). 

Si  les  grandeurs  a,  b,  c,  d,  z  sont  réelles,  on  a  les  Iransformalions  réelles  de 
oc  groupe  :  les  substitutions 

{x,x--ra),     (x.ax),     {j;.ujc  —  ù) 
en  délinissent  îles  s<ius-groupes. 
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à  une  rol.Tlion  de  la  figure  \v  aulour  de  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  à 
une  s)inéLrie.  Chaque  polnl  c  cl  son  transformé  viennent  alors 
sur  un  même  rayon  vecteur,  el  le  protluil  de  leurs  modules  ou  de 
leurs  distances  à  l'origine  est  hicn  égal  j  1  nnih'-. 

On  en  déduit  le  tliéorcnic  vcUilif  à  ht  consci^'dlion  des  angles 
dans  i inversion. 

En  effet,  faisons  décrire  à  z  le  ravon  C  el  une  courbe  C  {Jig-  7)  : 


l'i! 


(T-  décrira  le  ravon  F  et  une  courbe  F'.  Puisf|uc  la  fonction  -  est 

analytique,  les  angles  sont  conservés  (en  grandeur  et  sens).  Or  une 
symétrie  autour  de  Ox  amène  F  et  F'  dans  des  jjosilions  F,,  V\ 
telles  que  F',  soit  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
de  C.  D'après  ce  que  l'on  savait  des  courbes  C  et  F',  on  voit  que 
les  tangenles  aux  courbes  C  el  F',  font  avec  OC  des  angles  sup- 
plémentaires (  '). 

(')  Connue  cas  parliculier,  citons  encore  les  Iransfornialions 


f.llcs  fonl  corrcsponilrc  (riine  manie  ri'  confuiinc  la  porlinn  du  jilan  c  siUice  à 
j;anclic    de    la    droilc    x=  -{a>())    au    cercle    |  (\' 1  —  i .    de   telle-    soilc   qu'aux 

oc  .  1  • 

jioinls  z  =  n,  -1   X  correspondent  les  points  <v  =  o,  i,  — i. 

Tour  a  —  I,  on  a  la  transformation  d'ICuler. 

Ces  transformations  servent  soit  à  auRmenler  la  convcrjjence  des  séries  cnlièrcs. 
soit  dans  la  lliéoriedu  prolongement  anal_vtic|ue  (  n" '2il  ).—  Cf.  IJEtnitAND.  Calcul 
cUffcrcnticL  p.  yVi.  —  Tisseiiano,  Mécanique  cclcsle.  I.  1,  p.  ./8<).  —  LiNDiaiiF, 
Acta  socictalis  Fciinica'.  t.  \\l\'.  ii'  7.  [>.  '>. 


FONCTIONS    tMFOUMIîS.  ~S 

Prenons  le  cas  général,  et  élubllssons  qiuUrc  propriétés  : 

i"  Une  transformation  hilinéaire  équivaut  à  l'ensenihle 
(V une  translation,  d'une  Jiomotliétie,  cV une  inversion  suivie 
d'une  symétrie. 

En  cfl'et,  niellons  régalilc  ( /j)  sous  la  forme 

w  =  k  H — j—, T-, . 

c  z  -\-  a 

cl  posons  successivement 

iv'  =  c' z,         u''-t-  d'  =  w" ,  —a  =  (v'",  w'" ^  k  ^  «•. 

w 

La  première  transformatiou  est  une  honiotliétic  ;  la  deuxième  et  la 
quatrième  sont  des  translations;  la  troisième  est  une  inversion 
suivie  d'une  symétrie. 

a"  Elle  transforme  les  circonférences  en  circonférences. 

On  peut  le  conclure  de  ce  que  les  transformations  précédentes, 
sauf,  dans  un  cas  particulier,  l'inversion,  clianj^ent  les  cercles  en 
cercles. 

On  l'établit  directement  en  écrivant  (V  sous  la  forme 


c  d 

z  -\ 

c 

Quand  (V  décrit  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  (et  un 
transport  des  axes  ramène  tous  les  cas  à  celui-là),  son  module 
reste  constant;  par  suite  z  décrit  une  courbe  telle  que  le  rapport 
des  distances  d'un  de  ses  points  aux  deux  points  fixes  —  -•  —  -> 
reste  aussi  constant  :  c'est  une  circonférence. 

3"  Considérons  une  Iransformation  d'un  groupe  fiiclisien 
{a,  h,  c,  d  réels;  ad—bc=i).  Elle  transforme  le  demi- 
plan  au-dessus  de  V axe  des  x  dans  le  demi-plan  au-dessus 
de  Vaxe  des  u;  l'axe  des  x  reproduit  l'axe  des  u. 

En  cfiel,  écrivons 

a( .r  -\-  l'v)  -I-  l' 


(V  =  u  -T-  n-  = 


c(  j"  -T-  iv)  -^  d  ' 


-G  i.ivui:  r.  —  «iiai-i nii:  i. 

r/,  b.  (\  d  élanl  réels,  on  en  «K'diiil 

,=  y ; 

(cx  -{-  d)--^  c-y^ 

par  suite  V  et  v  sonl  de  lurine  si^nc  cl  s'aniiiilcnl  en  inèine  leinps. 

On  dira  en  abrégé  que  ces  IraosConnalions  iransfoiinenl  le  drmi- 
plan  nord  z  dans  le  demi-plan  nord  tr,  on  (urelles  réalisenl  la 
rcprésenlation  conforme  de  la  réi;ion  noid  sni-  elle-même. 

La  Géométrie  comme  le  Calcul  montre  ni  (|ne  de  pareilles  repré- 
sentations sonl  en  nonilnc  iiilini;  par  exemple,  à  trois  points  arbi- 
traires de  Taxe  des  x  on  peut  Taire  correspondre  trois  points 
arbitraires  de  l'axe  des  «  ('  )• 

/l"  Toute  transformation  du  groupe  modulaire  (a,  l>,  r.  d 
entiers;  ad  —  hc  ^^  \)  résulte  de  la  eoniposition  des  transfor- 
mations (crti),    i — -)• 

Soit  z  ="'',^  ',  la  transformation  à  étudier.  On  lient  snp- 
poser   1  <^' I  <  I  <^' I  ;    sinon,    par   la    IransfoiniatiDU 


(')   1\I.   Poincaré   [Mémoire  sur  les  groupes  fuchsiens    {A.  M.,   l.  I,   p.   7)] 
a  clalili  qu'éLanl  données  plusieurs  figures  transformées  l'une  de  l'autic  (lar  ces 

transfoiinalions  fuclisiennes,   les  intcçrales         -    ^  ^^    clcndues  a  des 

.'    .'     .'d      y 
arcs  de  courbe  ou  à  des  aires  onl   même   \alcnr  pour  une  (ijiure   et    ses  trans- 
formées. 

l'our  monlrcr  que  la  j)remièrc  inté^irale  csl  un  invariant,  on  écrit 

dw  _  I I 

'dz    ~  {cz-r-dY-  ~  (cx-r-d-hcyi)-' 

\dw\  I  V  I  div  I  _  I  dz  I  _ 


—  > 


\dz\        {cx-i-d)--\-c'y'       y  v  y 

r\dz\  ^    r\dw\ 

l'riMions  maintenant  deux  aires  correspondantes  :   clk>  sont  dciomposalilcs  rn 
triangles  semblables  de  petites  dimensions.  D'apns  les  ealculs  précédents,  le  rap- 

porl  di'  similitude  étant       ■  nu  ,1  bien  aussi 

/•  /  '  dx  dy        r  r  du  dv 
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^0    deviendrait   une    fonclion    de    ::'    satisfaisant    à    la    condition 
énoncée,  et  l'on  opérerait  sur  ::„  au  lieu  d'opc-rcr  sur  c. 

Il  est  alors  possible  de  diHerniiiier  un  entier  /»,  (le  proldème 
a  en  général  deu\  solutions  )  tel  (|ue  l'on  ail 


m ,  c  —  a 


or  on  a  identiquement 

_  az'  -^  b  [a  —  niyc)z'  -h  (b  —  /»  1  </  ) 

-S    ; T   m  l   -T-    ; . 

cz  -h  a  cz  -\-  a 

La  transformation  (c +  /;?,)  revient  à  |/;i,|  transformations  (;:iii  i); 
aussi  il  sullit  de  démontrer  le  théorème  pour  la  transformation 

(a  —  ni\c)z  -J-  {  b  —  ni^r/  )\ 
cz  -[-  d  j 

Efiectuons  la  transformation  | —  -j;  dans  le  résultat  posons 
—  c  =  «  1 ,         —  d  ^=  bi,         a  —  /»  1  c  =  c I ,         b  —  niid  =  di. 
La  transformation  que  l'on  est  ramené  à  eiïectiier  s'écrit 

(c'--:-c/' )  (l^'i  I  <  I  ('i  I;  '^lldi  —  biCi=  l). 

Ainsi,  elle  est  de  même  Ij'pe  que  la  transformation  initiale,  ce 
qui  permet,  en  reprenant  le  raisonnement,  de  former  une  suite 

a  z  -+-  b        a^z  -h  b^        cio  z  -+-  b-, 
cz  -T-  d        CiZ  ^  di        CvZ  -+-  di 

où  les  entiers  |  c  j,  |  c,  [,  . .  .  diminuent  toujours.  Après  un  nondjre 
Uni  d'opérations,  on  arrivera  à  un  entier  nul  c,,-  Or  ou  a  toujours 

and  a—  b,iCn  =  I  ; 

les  entiers  c/„  et  (l,i  sont  donc  égaux  à  +  i  ou  à  —  i  .  La  dernière 
transformation  est  donc  de  la  forme  {z  ±  On);  comme  les  autres, 
elle  rentre  bien  dans  le  tv[)e  indicjué. 

iL    Exemple  IIL  —  Étude  de  Li  transformation 
(V  =  ;;'"         (  m  entier  pusilif  ). 


7^!  i.ivni:  I.  —  ciiM'iTiu;  i. 

l^'ititrodiiclion  des  coordonnées  polaires  (/•,  0;  o,  t.))  donne 
/•  =  p'",         0  ^  /no. 

V  chaque  a/c  de  ce/clc  z  déeiil  de  l'origine  cl  d'angle  au 
centre -^- correspond  une  cirronjV'rctice  kv;  quand  c  \aiie  d'une 
manière  continue  de  o  à  riiilinl.  il  en  est  de  même  de  /•.  Aiis^^i  la 
ItiMclion  projtosrc  donne  une  n'|)i('senlalion  eoiilinue,  l)iiiiii\ mpie 
et  coidorme  d'un  secleur  du  plan  ::,  daii^le  au  centre  ---.  sur  le 
plan  entier  U'  |  un  seul  des  rayons  extrêmes  l'ail  [)ailie  de  laiic 
ù  l'eprésenler  (  '  )]. 

La  fonction  (\'  est  auloinorphc,  j)uisqu'elle  est  uniliirnic  et  ne 
change  pas  si  l'on  iemj)laee  :;  |)ar  a;,  a  désii;nanl  une  racine  /)i''""' 
de  l'unité  (autre  que  i);  a  a  /it  —  i  valeurs  :  la  l'onction  demeure 
inaltérée  par  /tf  —  i   transformations  linéaires  (-  ). 

Le  secteur  déliiii  plus  haut  est  une  région  fondamentale  :  il 
en  est  de  même  de  la  région  comprise  entre  une  courbe  ne  se 
coupant  pas  allant  de  l'origine  à  l'infini,  cl  la  courbe  obtenue 
en  laisant  tourner  cette  courbe,   autour  de  l'origine,   d'un   angle 

ciral  a 

/n 

Indiquons  sur  une  figure,  dans  le  cas  de  m  -.=  o,,  comment  se 
fait  la  correspondance  entre  les  plans  z  d  iv. 
Inégalité  iv  =  z-  donne 

H  =  X- y-,  ('^=JLJ')'. 


(  '  )  On  appelle  groupes  cycliques  ceux  iloiil  imiics  les  siibsliliiiinns  s'olMicmiciil 
par  les  puissances  d'une  seule  suhsliliil  ion. 

I.es  subslilulions  ilunl  il  esl  parlé  iri  fnrinint  un  fji-oupe  e\elii|iie.  pnis(|uc 
iDUte  suhsliUilion  (a'^;;)  peut  rire  nliinuie  en  lopiM.inl  la  siihstit  iil  ion  (a^), 
a  désignant  une  racine  ni''""'  priiiiilixr  de  l'iiniié. 

Une  sul)Slilulion  S  est  cyrlit/uc  du  ]>criodit/uc  (nu  encore  c\  clique  d'ort/re 
Jini),  lorsque  l'on  a  S"  =  i  :  le  nombre  lu  clioisi  le  plus  pelil  possible,  esl  Tordre 
de  la  subslilulion. 


l'uns  l'exemple  jirécéilent,  les  subsliliilions  ( ),  (  — 


étaient  ry(li(|ues 

Cl  rcspeclivcmcnt  du   deuxième  cl  du   troisième  oçdrc.  La  subslilulion    (--i-i) 
n'est  pas  cycli(|ue. 
(  =  )  Dans  cet  excm[)lc  et  les  suivants,    la   représentation  esl  conforme  (  [i.  .'),')). 

On    If    vérifierait  direclemcnl   en   calculant    le  rapp(jit       -   des  arcs  de  courbes  a' 

et  ;;  :  ce  rapport   m  ;/"-'( p  ^"  o  clx)  dépend  seulemeni    de   la    ilislaiirr  de   l'élé- 
ment (la  à  l'origine,  non  de  su  directiun. 
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Ainsi,  à  des  parallèles  aux  axes  dans  le  plan  iv  correspondent 
des  hyperboles  équilalères  dans  le  plan  c  ;  à  cIki<|U(;  carré  du  j)lat)  iv 
correspondent  deux  quadrilatères  du  |)lan  ;,  liinilès  parées  arcs 
d'hyperbole.  D'où  la  correspondance  des  deux  plans,  indiquée  par 
la  répétition  des  mêmes  traits  et  des  mêmes  Icltres  {Jig-  '^  et  (j). 


,/■ 


Les  points  ^  =  o,  :;  =  x)  sont  irrégiiliers  (p.  5ii).  De  fait,  on 
voit  directement  qu'à  deux  courbes  du  plan  z  se  coupant  à  l'ori- 
gine sous  un  certain  angle,  correspondent  deux  courbes  dont 
l'angle  est  m  fois  plus  grand. 

-42.  Exemple  IV.  —  E Lucie  de  la  transformation 
(5)  cv  =  i 

En  posant 

on  obtient 


z  =  p(costi)  -\-  i  sin  oj), 


r  /  c- 

H  =  -  (  p  -h 

P 


-  I  P  — 


A  chaque  cercle  décrit  par  ^  (p  constant)  correspond  une  ellipse 
décrite  par  iv  ;  ces  ellipses  ont  pour  foyers  les  points  ±  c.  A  un 
cercle  donné  z  correspond  une  seule  ellipse  w;  à  une  ellipse  i\' 
correspondent  deux  cercles,  tels  que  le  produit  de  leurs  rayons 
soit  égal  à  c-.  Ainsi,  par  la  transformation  (5)  on  représente  d'une 
manière  biunivoque,  sur  le  plan  <v,  la  partie  du  plan  ;  située  soit 


So 
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à  rinlcrleiir.  soit  à  l'cxlt'ricur  du  cercle  Je  ruyoïi  c  (oxcenlion 
faite  jxiiii-  les  j)oinls  de  la  circonférence  de  ce  cercle). 

Au  cercle  p  =  c  du  j)lan  z  correspond  Je  segmenL  ( — c,  -\- c) 
du  plan  <T'.  p  augnienlanl  à  partir  do  c  et  croissant  indéliniment, 
l'ellipse  w  balaie  tout  le  plan.  Si  p  décroît  de  c  à  o,  l'ellipse  ir. 
réduite  au  départ  au  segment  ( — c,  +  c),  balaie  à  nouveau  tout  le 
plan,  cl  coïncide  successivenieut  avec  cliacune  des  ellipses  obte- 
nues en  faisant  croître  p  de  c  à  liidîni. 

Divisons  le  |dan  :;  en  (juadrilalères  par  des  cercles  o  =  consl., 
et  des  droites  ô  =  const.  A  ces  cercles  et  à  ces  droites  correspon- 
dront, dans  le  plan  «r,  des  ellipses  et  des  luperbolcs  lioniofocales. 
D'où,  \gs  Jig.  lo  et  1  I . 


La  dérivée  de  la  fonction  (T))  ayant  pour  expression  -  (  i  —  ^  ), 

on  voit  (prelle  cesse  d'être  finie  et  différente  de  zéro  aux 
j)oinls  ;:  ^  o,  z=^±c.  De  ces  trois  points  irréguliers,  les  seuls 
où  la   transformation  ne  soit  pas  conforme  sont  les  points   riz  c. 

l  n  calcul  direct  ion  posera  <v  =  —  j  montre  (pie  dans  le  voisi- 
nage du  point  :;  =  o  les  angles  sont  conservés. 


.^  II. 


Fonctions  m i  i/rn-on.Mi: 


(i.vs  l'vurici  i.iKiis. 


I.{.    (  .oniniencons  li'tudc  de>'  (onction^  non    unifornM'>  en  don- 
niinl  <pi<|(jiiçs  cxeniples. 
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Exemple  I.  —  hUudc  dr  la  fonclioii  drfinii'  ixtr  rr^^nlitr 


(m  est  un  enlicr  positif;  z  n'est  ni  nul,  ni  infini). 

1^-cnons  des  coordonnées  polaires  (/■,  0),  (p,  o)).  LV'i;alilé 

/•'"  (  cos  /H  0  -h  i  si  11  //«  0  )  =  p  (  cos  w  -i-  t  sin  w  ) 


donne 


mi- 

=    si?. 


m 


(  [Jl  =  O,    ±1,    ±2,   .  .  .). 


La  racine  /;?."'""'  anllinii'l  npie  de  p  a  une  valeur  (j(''lcniiiii('c  ;  il 
sulliL  (le  donner  à  [7.  m  valeurs  consécutives.  Ainsi  à  cliatnic 
valeur  de  z  correspondent,  pour  fv ,  m  valeurs  disliiieles.  J>;i 
valeur  principale  sera  celle  dont  l'argument  satisfait  aux  iné- 
j^alités 

ni  m 

Figurons,  sur  le  plan  (ic,  les  ni  points  w  correspondant  à 
charpie  point  z  :  ils  sont  situés  aux  sommets  d'un  poljgone 
régulier  ajant  l'origine  [)our  centre.  A  chafpie  courbe  :;  corres- 
pondent m  courbes  tv.  lleprésentons  par  tx-, ,  . . . ,  (T',«  m  détermina- 
lions  consécutives  de  ^v  rangées  par  ordre  d'arguments  croissants, 
la  première  (l'i  étant  délinie  par  l'égalité 


cos \-  i  sin  — 

ni 


ni  I 


Lorsque  z  part  d'une  valeur  ^^(p,,,  (Oo)  et  décrit  un  contour 
fermé  ii^enlourant  pas  l'origine,  »•,,  ...,  <r,„  parlent  de  va- 
leurs (v",  ...,  tr"^  ;  puis,  comme  o  et  o  reprennent  leurs  valeurs 
initiales  (oo,  (')(i)i  lorsque  z  a  achevé  de  décrire  son  coiitoiii", 
clia([ue  racine  revient  aussi  à  sa  valeur  primitive. 

Au  contiaire,  lorsque  z  dans  son  déplacement  enloitrc  l  ori- 
gine, par  exem[)le  dans  le  sens  direct,  :;  revient  en  3^  avec  les 
vaU.'urs  (oo,  (j)y -j- '.^t:).  J^es  valeurs  initiales  <'t  linales  de  vv,    sont 


P'o"(c 


-i-  t  sin  —  I  > 
ni  I 


> 


\v\  s'est  transformé  en  a!,'.  En  même  temps  tv".  a'|,  .  .  .  ont  pris  les 
valeurs  ir",  w\^  ....    I3ès  lors,  deux,   trois,  ...  p  rotations  de  :; 
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/'  •  ' 

(lélcrmiiiiilioii  imliiili'. 

Aiusi  Irgalité  ir'"  =:=  r-  iiciil  (■lie  ((iii^Klrrt'o  cnininc  (l(liiiis>aiil 
tu  l'onclions  conliiiiics  cl  disliiiclc^.  M.iis  il  \aiil  iniciix  legarder 
CCS  valeurs  comme  les  b/anc/tcs  (l'une  fond  ion  u  nique  :  celle 
conception  est  permise,  puisqu'cn  circnlanl  aiiloiir  de  l'origine 
on  passe  d'une  rgcine  à  une  aiilic  par  xaiialion  coiilinin'. 

Henuirqucs  : 

\.  Ouaiid  z  dccril  nu  coiitdiir  l'cniK-  (|ii(,'lcoii(pic  aulour  de 
l'origine,  les  suhsiitulions  cpii  en  rcsullenl  lotiiuMil  un  groupe, 
el  mènic  un  groupe  evelique. 

II.  In  système  de  valeurs  de  ^  et  de  o'  di'liiiil  im  j>oinl 
analytique  ;  d'où,  pour  cliacpie  valeur  de  r.  ///  points  analy- 
tiques (;,  IV/). 

III.  Le  point  aulour  duquel  les  racines  s'échangent  est  appelé 
point  de  rann/iealion  ou  de  branchement.  En  ce  point,  la 
représenlalion  du  plan  c  sur  le  |)iau  a'  n'est  ])lus  conforme;  à 
deux  courbes  z  se  coupant  sous  un  angle  fo  correspondent  dcuv 

courbes  kv  faisant  un  angle  -   • 
'-       m 

\ï.   Exemple  II.  —  Elude  des  fonctions 


^^'    K/i^irij'    \/(^-u){z  —  i> 


Nous  venons  d'éludier  la  preuiirre,  et  de  monlrei-  que  loul 
nombre,  s'il  n'est  ni  nul  ni  inlini,  a  deux  racines  carrt'cs.  Les 
autres  irrationnelles  s'j  lanicncnl.  par  liin  des  cliangcmenls  de 
variable  univorpies 


lifiininiue.    —    La    prciiiicrc    ^\v    cc>    lran->(ornialions    ranicnc 
ciicoii'  I  une  à  l'aiilrc  lc>  (oiicIkuis 


l'O.NCTIONS    Ml  l.TII'(mMi:S.   —    CAS    l'AIlTICt  r.lKHS.  S'{ 

Ail  conlrairo,  rirriilionncllc 

v/(i  — «)(-  —  b)         («>•?.) 

possède,  en  dehors  des  points  ciillcpies  a  el  h,  un  iroisième  point 
de  hranchetncnt  à  linlini. 

45.    ExE-Mi'Li;   IJI.    —    Elude   de   la  J'oiiclion.    ir    di'/itiic  pni- 

l'égalité 

,vi=(z-a){z-b)...(z~l). 

i"  A  chaque  valeur  de  :?  correspondent  deux  valeurs  de  (f  dis- 
linclcs  (en  supposant  cpie  le  point  z  ne  vienne  en  aucun  des 
points  a,  0,   ...,  /)  et  continues. 

2"  Autour  de  chaque  point  a,  les  deux  valeurs  de  iv  s'échanf^ent. 
En  effet,  posons 

-3 -«- a  =  c^(cosa -f- ;' sin  a),  ....         ,;;  —  /  =  p/(cosX -f- j  sin  À  ). 

l^our  l'une  des  déterminations  *v,  on  a 

1/         a-4-...+  X         .    .     a-^...+ 
W  =  (  pa  ■  ■  ■  p/)-  [  cos h  i  sin  


Après  la  rotation  autour  de  a,  a  a  augmenté  de  a-;  [î,...,A 
ont  repris  leurs  valeurs  initiales. 

3°  Plus  généralement,  ;;  décrivant  un  contour  fermé,  les  deux 
déterminations  de  ec  s'échangeront  on  non,  suivant  que  l'on  aura 
entouré  un  nombre  impair  ou  pair  de  racines  a^  b,  .  . . ,  l. 

4"  Quand  z  décrit  un  cercle  ayant  à  son  intérieur  tontes  les 
racines,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un  cercle  de  rajon  très  grand 
(ou  bien  encore  entoure  le  domaine  de  l'infini),  on  ramène  ou 
non  la  détermination  initiale,  suivant  que  le  nondjre  ni  des  racines 
est  pair  ou  impair.  Aussi,  suivant  cpie  m  est  impair  ou  pair,  le 
point  X  est  ou  n'est  pas  point  de  branchement. 

Le  changement  de  variable  habilud  ^  =  u  '  conduisail  à  (•<• 
résultat,  puiscpi  il  donne 

(i  —  al)(i  —  bl)...(i  —  II) 
"'•-=  = ^ ^• 

Le  numérateur  ne  s'annnlanl  pas  avec  ^,  cluujuc  dél;-i  niinalion  de  kv 
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reprend  on  non  sa  valeur  liiiliale  aprrs  une  circulaliuii  tie  Z.  aiiloiir 

(le  l'origine,  stii\  aiil  <|ih'  ";^-  n'a  pas  elianj^é  (le  \  alciii'  ou  en  a  cliangc', 
c'esl-à-clire  suivant  que  /n  esl  pair  ou  impair. 

En  tenant  compte  du  point  a;,  on  \oit  (pic  le  nomhre  des  points 
de  branchement  de  la  fonction  (v  est  le  même,  (pi  il  \  ;iii  au  second 
memhre  '.ip  —  i  ou  >/>  lacWiiis,  r(''siillat  pn'v  ii  piiiS(proii  sait 
(pleine  transformation  lionio:;raplii(pie  {  z  —  tf,  :■  ')  rejette  à  lin- 
lini  une  racine  c/  (Tun  j)olvn(une  de  (lej;r(';  pair,  et  diminue  ainsi 
son  degr(''  (riine   unil('. 

>;  III.  —   l-v  roNCTiON  AL(.i':iuiiorK  (ii';M':it\i,K. 

iO.  Soit  /"(;,«<)  =  o  lY'fjualion  d(!'rinissant  tr  eomnîe  fonction 
de  3:  /(  ;.  tv)  esl  un  poljnome  entier  en  :;  et  en  t\',  de  dei;rt^  m 
par  rapport  à  ii',  polynôme  irréductible.  A  eiiaque  \aleur  de  ; 
correspondent  /ii  valeurs  de  \v  dislineles  ou  égales,  finies  ou 
iiilinies.  (Jccupons-nous  d'abord  de  la  ro/ifi/iitilé  de  ces  racines, 
pour  arriver  ensuite  à  la  définition  de  la  fonction  ali;ébri([ue. 

Lemme.  —  i"  Lorsqu'un  poljnome  '■^{z)  s'annule  à  Torigine, 
à  tout  nombre  positif  donné  /',  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  positif  /•  tel  (pie  Ton  ait  |  '^{z)  |  «<  /•'  l()rs(pie  |  ;  |  esl  infé- 
rieur à  /'. 

Eu  langage  géométrupie,  on  dira  (pie  le  point  '^{Z)  ne  sort  pas 
(run  cercle  C  avant  l'origine  pour  centre,  (piaiid  c  reste  à  linlé- 
lieur  diiii  cercle  concenliicjue  (Z. 

\i.n  elle t ,  posons 

o (  ^  )  =  «„  c"  +  f? ,  c"-'  -;-...  -i-  a„_,  -. 

Si  l'on  désigne  par  M  nu  nombre  supérieur  aux.  modules  de  tons 
les  coefficients  a,  du  polynôme,  à  l'inégalité  |  :;  j  «<  /-correspondra 

I  ':^{z)  I  <  M  (/•"-+-  /-"-i-i-. .  .-i-  /•). 
On  en  di'iliiit,  en  sllpp()■^ant  /•  <C  i  , 

lœ(-)l  <IM  •-'■-. 
'         '  I       /• 

Dès  lors.  p(Mir  avoir  |  •:>(  Z)  j  -.'  /•'.  il  Millil  de  (b'terminer  /■  par  la 
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condil  ion 

<i  r  ,         c  cst-a-(lire         /•  < 


ISI  +  /•' 

'j."  (hiond  tin  poiNnomc  '}(^)  ne  s";miuile  pas  à  l'orif^ine,  on 
pciil  faire  correspondre  deux  cercles  C,  et  (>',  ajanl  r(irii;iiic 
pour  centre,  cl  des  ravoiis  /•,  cl  /',  assez  pelils  pour  que,  z  ne 
sorlant  pas  du  cercle  C|,  •}(^)  n'enlre  pas  dans  le  cercle  C\. 

En  effet,  dans  'i>{z)  niellons  à  pari  le  terme  constant  cl  dési- 
gnons par  a  son  module;  pour  des  valeurs  de  z  assez  pelilcs,  le 
modidc  de  la  somme  des  autres  termes  pourra  êlrc  rendu  inférieur 
à  tout  nombre  donné  a,  lui-même  plus  petit  (pie  a.  Dès  lors,  on 
aura  bien  |  •i>(^)  |  >  «  —  y-,  ce  qui  justifie  renoncé. 

3°  Lorsque  z  se  déplace  dans  le  plus  petit  des  cercles  C  et  C|, 
C3(c)  ne  sort  pas  du  cercle  C,  et  '}(^)  n'enlre  pas  dans  le  cercle  C, . 

Al.  TiiKouÈMK  1.  —  Si  pot/1-  une  valeur  finie  ;„  V équation 

/{Z,   (V)  =  G 

a  toutes  SCS  racines  finies  et  admet  la  racine  si/)i/)le  «ï'o,  on 
peut  tracci-  deux  cercles  C  et  F,  de  centres  Cq  et  (t„,  de  rayons 
correspondants  r  et  p  assez  petits  pour  rjucn  tout  point  z  inté- 
rieur au  cercle  C  il  y  ait  une  racine  w,  et  une  seule,  intérieure 
au  cercle  T  ('  ). 

Ramenons  à  Torigine  les  points  ^o  et  (ï-,,,  par  la  substitu- 
tion (:;,  4v;  ^  +  ^0 ?*'''  + <^'o)-  ^"  ordonnant  le  polynôme  /  sui- 
vant les  puissances  de  iX",  on  aura 

(I)    f{z,  iv)  =o„,(^  )»•"'-+-  o,„_,(.T),v'"-'-f-...-^Çi(c)(P-f-ço(-)  =  o; 

c3„(o)  est  nul,  puiscpie  i\' =:  o  est  racine;  '-5,(0)  et  '^,„(o)  sont  dif- 
férents de  zéro,  puisque  w  =.  o  est  racine  simple,  et  qu'à  l'origine 
l'équation  n'a  pas  de  racine  infinie. 

Donnons   à  z  une  valeur  dont   le   module   ne  dépasse  pas   un 


(')  Dans  la  suite,  lorsque,  pour  abréger,  on  ne  parlera  pas  cxplicilement  des 
cercles  C  et  F,  c'est  à  l'énonce  de  ce  théorème  qu'il  faudra  se  reporter  pour  pré- 
ciser le  sens  de  ces  locutions  -.points  z  voisins  d'un  point  donne,  accroissement 
très  petit  donne  à  z. 
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nombre  /Mnir  nous  (ixcroiis;  soient  i\',.  ....  n„;  les  raeincs  corres- 
pondanles. 

!"  On  peut  ilclcrniiner  /•  de  façon  qnc  le  module  de  riinc  an 
moins  des  racines  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  arbitraire  p. 

En  ellct,  le  lliéorème  sui"  la  \aleui(lii  pioduil  des  racines  d'une 
équalion  donne 


ii'i  tr.,  .  .  .  (r,,,  =  ( —  I  (' 


En  vertu  du  lemme  et  des  livpotbèses,  on  a    pu   déterminer  le 
ravon  /du  cercle  (]  de  façon  (pie  l'on  ail  à  son  intt'-neur 

a  étant  un  nombre  positif  arbitraire  et  jun  nondiic  jtositif  fixe.  Le 
module  du  produit  des  racines  n'atteint  donc  pas  ^  ;  celui  de  la  ])lus 

petite  (appelons-la  «v,)  sera  inférieur  à  t/y;-  H  siillira  de  déter- 
miner 0  par  l'égalité  o"'=  j-  pour  (uie  (V,  reste  à  l'intérieur  du 
cercle  de  ravon  o. 

?."  Une  seule  racine  a  son  module  inférieur  à  p. 
Débarrassons  l'érpiation  (  i  )  de  la  racine  (V'i  en  divisant  son  pre- 
mier membre  par  o'  —  ir,.   I'2lle  devient 


(2) 


<p„,  (  ;;  )  <ï""-i  +  [  'i,„  (  3  )  <r,  h--  cp„,_i  (  ^  )]  <r"'-2  + .  .  . 


En  désii;nant  par  I'  la  dernière  parentbèse,  on  aura  cette  fois 

V 


(->)' 


Ç* /«(--) 


On  peut  décrire  de  roiij;ine  un  cercle  de  rayon  tel  qu'à  son  inté- 
rieur le  niodide  du  second  mend)re  surpasse  toujours  un  noiidjrc 
fixe. 

\'A)  ellet,  '■ii(o)  n'est  j)as  nul.  el  par  miiIc,  dans  un  cercle  con- 
M-nable  |  ci,  (:;)  |  (b'-passe  un  nonilire  lixe;  de  |)lus,  la  présence  du 
facteur  il',  permet  de  rendre  le  module  de  la  soniiue  d<'s  autres 
termes  de  I'  inlérieui-  à  tout  nombre  iIouik-.  Donc  ]  I'  |  ne  tend  pas 
vers  zéro,   D  autre   part,   |'^,„(;)|   a   une   limite   supérieure    (inie. 
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puisque  :;  csL  fini.    Le   module   de  la   plus   jx'llle   racine  dépasse 
donc  un  notnl)re  fixe. 

licniarque.  —  La  subsliluliou  (s,;')  ramènerait  à  l'origine 
un  point  z  à  l'infini.  Aussi  il  suffit  de  s'occuper  des  autres  points 
exclus  par  l'énoncé  du  lliéorènic  (le  point  infini  peut  en  ("aire 
|)artie,  mais  à  \\\\  autre  litre).  On  les  appelle />o/// /.s'  sin<j:uli('rs  ; 
ils  sont  de  deux  calégories  : 

1°  Les  poinis  où  l'équation  a  des  racines  mulli|)l('S  (finies);  rn 
ces  poinis  on  a 

y(c,  i»')  =  o,  -^  =  0,  ï„;(^),^o; 

2°  Les  points  où  l'équation  a  une  ou  j)lusieurs  racines  infinies  : 
en  ces  points  c5,„(;)  est  nul. 

4(S.  THÉoui:;Aii:  11.  —  Si  VcqaaLion  f{z^  w)  =:■  o  admet ,  en  un 
point  Zq,  une  racine  ^Vf,  cV ordre  /»,  elle  a,  dans  son  voisinage, 
p  racines  voisines  de  «v,,,  et  pas  davantage  ('  ). 

Lemnie.  —  Le  nombre  des  racines  d'un  polynôme,  intérieures 
à  une  aire  simplement  connexe,  s'obtient  en  divisant  par  it.  la 
variation  subie  par  l'argument  de  ce  polynôme,  lorsque  la  variable 
décrit  une  fois  dans  le  sens  posilif  le  contour  de  Taire. 

En  effet,  le  théorème  de  d'Alemberl  permet  d'écrire  lout  poly- 
nôme F((v),  de  degré  m,  sous  la  forme 

F(  w)  =  A (  w  —  iv,  )...(»■  —  u',«  |. 
Posons 

(v  —  wi;  =  p/,(cos(o/^. -+-  t  sinco/.)         (A  ==  i,  ,>.,  ....  rn). 

L'argument  du  produit  F((v)  est  égal  à  la  somme  des  argumcnl> 
des  facteurs.  Or  lorsque  le  point  n'  décrit  la  frontière  de  Taire, 
l'argument  de  chaque  binôme  (v  —  iv'a  augmente  de  ■>.-  ou  reprend 
sa  valeur  initiale  suivant  cpie  le  point  (V'a  ^c  Irouve  ou  ne  se  Irouse 


(')  Caucuy,  Exercices  d'Analyse  et  de  Pliysique  ma(/icnifilii/ur  (noiivc;mx 
exercices),  t.  II,  p.  loy  (cdilion  de  iS'n).  I^a  doiin.n<lrali<m  clas<i(]iic  «iiio  nous 
donnons  a  l'avanlago  de  poiuoir  clic  appliquée  à  réiudc  des  racines  des  fcncli. mis 
liolomorplirs  (  iV  !0"2). 
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pas  ù  riiilc'rieiir  de  l'aire.  L'ari;uincnl  du  proiliiil  aii-^inonlcia 
donc  (riiulaiil  de  fols  27:  qu'il  v  a  de  racines  inlcriciucs  au 
conlnur. 

(]v  Icinrnc  admis,  supposons  le  |M)iiit  ( z„,  (V„)  ramené  à  l'origine, 
et  reprenons  I  éijual  1011 

/(-,  U-)  =  '^„{z)-i-  Oi{z)  (r-i-...-*-'i,„(-i  u"'  =  o. 

Nous  allons  monlrer  comment  délerminer,  dans  les  plans  res- 
pectifs :;  et.  tr,  deux  cercles  correspondants  C  et  Y,  décrits  de 
l'origine  avec  des  rayons  /'  et  p  tels  que,  pour  tout  |)oint  z  inlé- 
rieiir  au  cercle  C,  iv  ail/?  valeurs  el p  seulement  dans  le  ceicle  Y. 

i.'originc  est  racine  d'ordre  p  :  donc  'fo(-^)?  7^1  {-■)•,  •  ■  •  •>  'f'/'-i  {-•) 
s'annulent  avec  :■  ;  '^p{^-)  est  difïérent  de  zéro  dans  un  cercle  C  de 
ravon  /•  décrit  de  l'origine.  Ecrivons 

/^  3,  ». )  =  O/,  (^  )  (P/M  l  ~  P  +  Q  ), 
en  déliiiissant  1*  cl  Q  jiar  les  égalités 


o. 


"^  ~  o,,  wP         O/j  tr/J-'    ■  '  "  '         o,,     »• 

1"  J'^n  elioisissant  assez  petit  le  ravon  p,  on  peut  rendre  le 
niodide   de    P  infc-rieur  à    un   nomln-c  arbitraire,   i)ar  exemple  -j 

dans  le  champ  (;■,  p). 

J''n  ed'et,  désignons  par  uAe  module  minimum  du  polvnome  'f />(-), 
par  M  le  module  maximum  des  polynômes  '-^p+s  (z-),  . . . ,  '^,ii{^)  dans 
le  eer(  1(;  C.  On  aura  dans  ce  cercle 

|1>|<M.(|h.H-...-i-|»-|— /'), 
! 

el  par  suite,  en  sup|)osanl  ]  (t*  |  <!  i , 

M        hel 


1^    I  —  I  u-  I 

Le  Jiiudiile  de  I*  n'atteindra  pas  -  .  m  l'on  assujettit  |  iv  |  à  \  éiilier 
'inégalité 

i"i<?^e 
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c'cst-à-dirc  si  le  poinL  (z,  (v)  ne  sort  pas  du  eliamp  double  (/■,  o), 
p  reni'csenlanl  un  u()nil)re  arl)iLrairc  inférieur  à  ■ — ^r  • 

■>/'   En  choisissant  assez  pelit  un  nombre  /•'  inférieur  à  /•,  i)  aura 

aussi  son  module  inférieur  à  -,   lorsque,  ^  restant  à  liuté-rieur  du 

cercle  C,  le  point  u'  parcourra  la  circonjéience  du  cercle  V  (de 
rayon  p). 

Eu  cllet,  api^elons  JM'  le  maximum  des  modtdes  des  polv- 
nomes  ca„(;:),  .  .  .  ,  C5^,  ,  (::)  dans  ce  cercle  C  intérieur  à  C  (dont 
nous  allons  fixer  le  rayon).  En  tous  les  points  z  du  cercle  C.  pour 
les  points  w  de  la  circonférence  F,  on  a 


^  iw;     ^-ç>P 


;jL    p/'(,-p)' 


O  I  sera  inférieur  à  ->  si  Ton  a 


i      I  —  pi' 


c'est-à-dire  si  Ton  détermine  /■'  de  telle  manière  que,  à  l'intérieur 
de  C,  M'  ne  dépasse  pas  le  nombre  précédent  :  celte  fixation  est 
possible,  car  M'  est  le  module  maximum  de  quantités  tendant  vers 
zéro  et  ]x  n'est  pas  nul. 

Ces  préliminaires  posés,  donnons  à  z  une  position  fixe  dans 
le  cercle  G';  faisons  décrire  à  (v  la  circonférence  du  cercle  F,  et 
suivons  la  variation  de  l'argument  de  f{z,  iv). 

L'argument  de  wP  augmente  de  2/>t.  Celui  de  i -h  P  H- ( ) 
reprend  sa  valeur  initiale,  car,  le  module  de  F  +  Q  n'atteignant 
])as  l'unité,  le  point  i  +  PH--  Q  reste  intérieur  au  cercle  de  centre  i 
]>assant  par  l'origine.  Donc  l'argument  de  la  fonction  /  augmente 
de  ipr^. 

Par  suite,  en  vertu  du  lemme,  l'équation  /(c,  «v)  =  o  a  p  racines 
et  pas  davantage  à  l'intérieur  du  cercle  F,  pour  tout  point  z  à  Fin- 
térieur  du  cercle  C. 


i9.  Définition  de  la  fonction  algchriquc. 
l'équation  f{z.  iv)  =:  o. 


Soil  toujours 
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Picnons  lin  poinl  non  ^inmilier  c„.  <'l  une  li^nc  T.  j);irtanl  de  r„ 
cl  ne  passant  par  aucun  polnl  siiii^iilicr.  J-^n  :■„,  i\'  a  ///  \aleiirs  dis- 
///ir/e5  ;  choisissons  I  une  (Telles  n,.  J^n  loiil  point  r.  iiil(''rieiir 
à  un  cercle  Cq  décnl  de  z„  el  en  jiaiiiciiliei-  eu  (  lia(|ne  poiiil  de  la 
eoiirljc  L  intérieur  à  ce  cercle  (  /in.  ]  :>.  i,  il  v  a  une  \aleur  de  w,  et 


une  seule,  dont  le  module  difTijre  de  |  tv,  |  de  moins  d'une  (juauliu'- 
doniKje  (p.  85).  Associons  celte  suite  continue  de  vuleuts  à  la 
valeur  initiale  (Vj.  En  marchant  sur  la  courhe  J-,,  j)ar  exemple, 
dans  le  sens  des  arcs  croissants,  nous  arrivons  ainsi  en  tout 
|)oint  z'^^  intérieur  à  C„  avec  une  valeur  déterminée  cr', .  Le  sys- 
tème (;'y,  (v'i  )  pris  comme  nouveau  point  de  dépari  nous  amènera 
en  z"^  avec  une  valeur >délerminée  \v'[.  Et  ainsi  de  suite,  le  loni; 
de  la  courhe  L. 

Cette  suite  déterminée  et  continue  de  vu/eu/-s  tr  définit  une 
fonction  algébrique  :  elle  est  uniforme  et  coniinue  au  moins 
dans  la  chaîne  formée  par  les  cercles  C„,  C„,  .  .  .  ayant  leurs 
centres  aux  divers  points  de  L,  et  des  ravons  dont  les  valeurs 
dépassent  des  nomhres  fixes,  lîienti'it  nous  imposerons  unii]ue- 
mcnt  à  ces  cercles  de  ne  j)as  avoir  à  leur  intérieur  de  point 
sinj^ulier  (  '  ). 


VA).     ].((    fonction    (ilnéhrii/uc   oinsi   définie    est    (in(il\titiui 


(')  On  verra  mieux  la  portée  do  celle  (IcCniitiitii  l<>rs(|iie.  la  llièorie  ties  séries 
cnticies  élanl  supposée  eoniiuc,  nous  pourrons  exposer,  d'après  W'cierslrass,  la 
notion  de  protonf^enicnl  anatytique  (Cliap.  \' ).  La  racine  elioisie  au  déparl 
élanl  ronliniie,  anal>li(|ue  el  uniforme  dans  le  ccrele  C,,,  sera  dé\elopp;(iile 
dans  ce  eeri  le  eu  une  série  de  puissaiK'e>  i]iii  Imiriiira  Vcivntvnt  initial  de  i.i 
fouet  ion. 
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dans  l'un  quelconque  de  ces  cercles.  —  jNous  venons  de  voir 
riirclle  est  uaiformc  et  conlinue;  montrons  (ni'cllc  a  nnc  dérivcc 
tlélerminée  et  conlinue. 

A  un  accroissenienl  A;  donné  à  la  varialile  in(l('|)endaiile  cor- 
respond, en  verlii  de  la  conlinuilc,  un  accroissement  Au  poin- 
la  racine  w  dont  nous  nous  occupons,  et  l'on  a 

f{z-^  \Z,    W  -r-  Ail')  =  O. 

/(;,  (v)  est  aussi  nul  :  dès  lors,  en  désignant  par  t  et  r,  des  fonctions 
de  A;  qui  tendent  vers  zéro,  on  aura,  en  vertu  de  la  continuité. 

Dans  le  domaine  où  se  déplace  le  point  ;,  il  n'y  a  pas  de  point 

singulier;  on  peut  donc  diviser  i)ar-^,  qui  n'est  pas  nul.  Divisons 

ensuite  par  A;,  et  faisons  tendre  A:;  vers  zéro.  On  voit  (jue  —  a  une 

limite,  c'est-à-dire  que  la  fonction  w  a  une  dérivée.  Cette  dérivée 
a  |)our  valeur 

•  _        ^- 
dw 

Bien  que  w.  s'exprime  en  fonction  de  kv  (et  de  z),  et  dès  lors 
ait  m  valeurs  en  chaque  point  ::,  (v'.  est  déterminé  sans  ambi- 
guïté, quand  on  a  fait  choix  de  la  racine  kv.  Celte  dérivée,  quotient 
de  fonctions  continues  (/,v<o),  est  conlinue. 

51.  Influence  du  chemin  suivi  par  la  variable  z  sur  la  va- 
leur finale  de  la  racine  (v.  —  Parlons  d'un  point  ordinaire  z^i 
avec  une  racine  déterminée  n-,  et  allons  au  point  ordinaire  c 
par  deux  chemins  différents,  ne  traversant  aucim  point  singulier. 
Arrivera-t-on  en  z  chaque  fois  avec  la  même  valeur  de  \v;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  un  contour  fermé  ramène-l-il  la  détermi- 
nation initiale? 

l'nicMiKK   CAS  :  Dans  ce  contour,  il  n'y  a  jias  de  poml  sin- 


'.»-i 


riiAiMTiii:  I. 


i:;iilier.    —   Alors   tout   chctuin  fcrmr   int(  rieur  à    ce   contour 
ramène  la  détermination  initiale. 

y.n   cfTel,   raisonnons  par  l'absurde.  Si    un   rlicniin   w^^^ii^,  ;i:I._. 
(njipclons-le  C)  no  ramène  {Jig.  i3)  pas  la  délcrminulion  initiale, 

Fis.  i3. 


il  en  sera  de  mènie  au  moins  d'un  autre  contour  fermé  tel 
que  ^o^o^iYvJ  ou  s^Y"''^''-  (appelons  C  et  C"  ces  contours);  car 
décrire  C,  c'est  parcourir  vo::oCi*iS2Y^i  '•'^.-i,  c'est  donc  décrire  les 
contours  C  et  C". 

Soit  C  le  contour  qui  ne  ramène  pas  la  valeur  initiale;  rai- 
sonnons sur  C  comme  on  l'a  ("ait  sur  C.  On  arrivera  de  proche  en 
proche  à  un  contour  enveloppant  une  aire  A<  assez  petite  pour 
([u'elle  soit  intérieure  à  l'un  des  cercles  définis  au  théorème  1. 
Après  une  circulation  de  z  sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  une 
racine  w  ne  reviendrait  pas  à  sa  valeur  initiale;  il  j  aurait  donc 
un  point  singulier  intérieur  à  ce  cercle,  ce  qui  est  contre  l'hv- 
pothèse. 

On  en  conclut  que  chaque  racine  tr  est  uniforme,  dans  loule 
aire  à  contour  simple  n'avant  pas  de  point  singulier  à  son  inté- 
rieur. 

Deux  contours  seront  dits  équivalents  lorsque,  par  déformai  ion 
continue,  on  pourra  les  amènera  coïncider,  sans  traverser  aucun 
point  singulier. 

Si;f:()\n  cas  :  //  )'  a  des  j)oints  sin i; ulicrs  à  l'i/ilé/ieur  du 
contour.  —  Appelons  lacet  le  contour  forme'  par  un  sci^uicnl  Ac 
droite  allant  d  un  poiiil  iirhil  i  aire  c„  à  un  poiiil  noi'^iii  d  un  imiiiiI 
singulier/'/,  une  circonh'Tciicc  cnloniaiil  a,  v\  le  sogincnl  inili.il 
<lé(;ril  en  sens  inverse. 
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Tout  chemin  fcnné  ^o^^o  est  équivalent  à   un  ccilain  nombre 
tic  lacets  {^fig-  \\\   Aussi  le  problème  générai  (b'pcnd  (b-  la  réso- 


lution de  cette  question  :  ([uellc  niodilicalion  subit  une  racine 
déterminée  tr,  lorsque  la  variable  z  décrit  un  lacet,  ou,  ce  (|ui 
revient  au  même,  une  circonférence  entourant  un  point  singulier? 
Traitons-la  pour  les  deux  catégories  de  points  singuliers  dont 
nous  avons  parlé. 

Points  de  la  première  catégorie.  —  Supposons  qu'au  point  a 
l'éc[uation  ait/?  racines  égales  à  b.  En  un  point  voisin  z^^,  elle  aura 
p  racines  (tr,,  . .  .,  (v^,),  dp  seulement,  voisines  de  b.  Voyons  ce 
que  devient  l'une  d'elles  (V),  quand  :;,  partant  de  ^o,  décrit  dans  le 
sens  direct  un  cercle  autour  de  a. 

La  valeur  que  prend  ti',,  après  une  rotation  de  ^,  ne  j)cut  èlre 
que  la  racine  u',  ou  l'une  des  racines  (Vo,  .  ..,  ^v p  (p.  8").  Dans  le 
premier  cas,  la  racine  tï',  est  uniforme  dans  le  domaine  de  a  :  le 
point  a  n'est  pas  singulier  pour  cette  racine.  Dans  le  second,  a  est 
point  criLi(pie  pour  la  racine  (V,. 

Appelons  iVo  la  racine  ramenée.  Qu'arrive-l-il  après  une  seconde 
circulation  de  z  autour  de  «?  On  ne  revient  pas  avec  la  valeur  Ho  (  '  ); 
mais  on  peut  ramener  soit  la  valeur  initiale  (Vi  (en  ce  cas,  i\',  et(\'o 
se  permutent  dans  toute  rotation  autour  de  a),  soit  une  nouvelle 


(')  Si  cette  troisième  circulation  r;imenait  «r,,  on  ramènerait  aussi  «•,  en 
reparlant  avec  celle  valeur  «v,,  et  en  parcourant  en  sens  inverse  le  cercle  que 
l'on  vient  de  décrire;  or  par  liypoliu'se,  dans  ces  çondiu'nns,  on  doit  retrouver  n,. 

Ot)  en  conclut  que  l'on  retrouvera  »v,  (en  marciiuiit  diins  !<•  sens  direcl),  avanl 
de  rencontrer  loulc  autre  racine  n',  déjà  obleiun'.  l'.ir  suiti',  un  retrouvera  t\-, 
après  p  rotations  au  plus,  puisqu'il  y  a  seulemenl  />  r.iriiir-  i'.:.il."-  i  //  |><«ur  r      >/. 
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racine  ivj.  Si  Idii  ;i  ohlcnii  n-, ,  on  (ci.i  décrire  à  z  un  nouveau 
cercle  aulmir  de  a;  cl  ;iinsi  de  snilc,  iusiju'à  ce  que  Ton  retrouve 
la  valeur  initiale  tr,.  Si  l'on  rclr(iii\e  celte  valcurajirès // rotations, 
on  dira  (|ue  les  <y  racines  (V, ,  .  .  .  ,  i\,^  (nrnienl  (///  sysliinr  circii- 
liiirc. 

En  résutné.  an  |)oinl  a.  I  ('(iikiIkmi  a  m  racines.  i)i  — p  sont  dil- 
férenls  de  b\  si  elles  soni  ansM  d  d^'icnlcs  cnlic  elles,  a  est  nom- 
ces  ///  — !>  racines  nii  poiiil  ordinaire.  (^)ii;inl  aii\  /;  racines  égales 
à  /v,  divers  cas  |)eii\eiit  m:  |)rcsenler  : 

a.  Chaque  racine  revient  à  sa  valeur  initiale,  après  f|ne  ;  a 
décrit  le  lacet  a.  Le  point  (t  est  alors  un  point  ordinaire  pour 
ces  racines. 

jj.  Par  celte  lolatioii  de  c,  les  />  racines  se  pcrniulenl,  ir,, 
(\-..),  .  .  .  ,  ^Vj,  devenant  ir.,  n':j,  ....  iv, .  On  dit  alors  (|n"elles  l'onneiil 
lin  syslènw  circulaire. 

-'.  Les/>  racines  se  répartissent  en  séries  telles  que,  lorsque  z 
décrit  j)lusieurs  fois  le  lacet  a,  les  racines  d'une  même  série  se 
permutent  entre  elles,  et  n<'  se  j^ermutent  pas  avec  les  racines 
ilunc  autre  série.  li!lles  forineni  alors  j)lusicurs  sysli/mes  circu- 
laires. 

J'2\primons  ces  résultais  en  |)icnant  le  langage  de  la  théorie  des 
groupes.  A  chaque  lacet  correspond  pour  chaque  racine,  on  la 
siiltslitulion  identi(|ue,  ou  une  substitution  faisant  partie  iTun 
grou|)e  cvclique.  Les  substitutions  que  tous  les  chemins  |)Ossibles 
amènent  tlérivenl  diin  noiiibic"  lini  de  substitutions;  le  produit 
de  deux  siib^lil  ntioiis  (pudconques  et  la  subslilulion  inverse  de 
(harpie  subsliLulion  appartiennent  à  rensemble.  Aussi  Ici  siih- 
stitiitions  relalives  (tux  divers  caiilours  fermés  que  l'on  peut 
tracer  dans  le  plan  jOrnn'nl  un  anuipe  dit  oisorrr.  m:  mo.no- 
nitOMin  de  l' équation  :  il  esl  diseonlinii. 

Les  points  a  autour  desipuds  les  racines  s'c'iliaiigcnt  sont  dilN 
points  iiitKpics  al  ^éhritpies,  i\v  ranu  /ica  I  ion .  de  hranclienient . 
Le  |)r(iiiicr  iKini  rappelle  <pi  ils  xuil  earacli'i  i>t  iipies  des  l'oiic- 
lions  al^c'biKpie-  (  n"  TJl^^  iM  lesaiilrc'^  la  piopi  it'lc'  (pic  lini  xicnl 
d'établir. 
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Poiiils  de  1(1  seconde  catégoiic.  —  I-^n  un  point  c/,  r-iciiic  de 
l'éqnalioii  o„,(:;)=:(),  une  ou  plusieurs  liielucs  ii'  clevicnncnl 
infinies.  J.eurs  inverses  a'  lendanl  vers  zéro,  la  diseussion  de 
l'équallon  IransCorniée  /',  (  c,  n>')  =  o  est  ranieiit'e  à  une  ('ludc  (h'jà 
l'aile.  l*ar  suite  : 

i"  Si  pour  z  =^  a  l'équation  /,  =  o  a  une  seule  racine  nulle, 
celle  racine  (r'  est  lioloniorphe  dans  le  voisinage  de  n  :  son  inverse, 
c'csi-à-dirc  la  racine  iv,  admet  le  point  a  pour  p(Me. 

:i"  Si  l'équallon  a  plusieurs  racines  tendant  vers  zéro,  ou  bien 
elles  ne  se  permutent  pas  cnii-e  elles  :  le  point  a  est  encore  un 
pôle  pour  les  racines  \v\  ou  bien  elles  forment  un  ou  plusieurs 
svstèmes  circulaires  :  le  point  a  est  un  point  critique  pour  les 
racines  qui  s'écliani^ent  autoiii-  de  lin. 

De  là  ce  théorème  liiiportant  : 

Une  fonction  (il^ébriquc  n'a  que  deux  types  de  points  sin- 
guliers : 

i"  Des  polks,  c'est-à-dire  des  points  oit  une  ou  plusieurs 
brandies  de  la  fonction  dei^iennent  infinies,  pendant  que  leurs 
inverses  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ces  points; 

2"  Des  points  ckitiques  algébiuques. 

On  voit  aussi  que  les  points,  appelés  au  début  points  singu- 
liers, peuvent  être  singuliers  pour  certaines  déterminations  sans 
l'être  pour  toutes  :  ils  peuvent  même  être  des  points  ordinaires 
pour  toules  les  racines.  Quant  aux  pôles,  ils  ne  jouent  aucun  vo\c 
|)arllculier  dans  l'étude  des  fonctions. 

52.  Celte  proposition  vient  d'être  prouvée  par  des  considé- 
rations tout  élémenlalres.  La  réciproque  repose  sur  deux  lemnu's 
que  nous  établirons  aux  n'"*  181  et  293  (^  '  )  ;  on  l'énonce  ainsi  : 

Une   fonction    analytiiiue    ni ulti forme    ayant    partout    un 


(  '  )  Le  premier  de  ces  leiiuncs  est  relatif  aux  développcnienls  en  série  de^i 
fonctions;  le  second  apprend  qu'une  fonction  analytique  uniforme,  n'ayant  à  dis- 
lance  finie  ou  infinie  ((ue  des  singularités  polaires,  est  une  fraction  rationnelle. 

Ces   lemmes  admis,  voici   comment  on  démonlre  le  théorème  que  nous  l'non- 
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nombrr  Jtni  ?n  de  drlrrminalions.  il  n'ayanl  à  dlslancp  finie 
ou  infinie  d'autres  singulariirs  <jue  des  fioles  ou  des  points 
nutiiur  des(jueh  /rs  râleurs  de  lu  Jiui  -luu}  se  permutent  entre 
elles,  est  rueine  d' une  éiptu I inii  a I uéhri(jue  de  deiiré  ni. 

On  m  conclut  ce  llicorcnic  : 

Les  m  rneines  d' une  é<iU(tlion  <il i^éhrupie  sont  les  hruneltes 
d Une  même  J'onetion .  e' est-ù-dire  qu  il  est  toujouis  possible 
de  passer  pxir  variation  conliniie  d'une  raeine  n/  à  une 
racine  iv/;,  en  faisant  décrire  à  z  un  clieniin  coinenable. 

En  ellct,  si  tous  les  cliemins  possibles  pcrmellcnl  uniqiicnicnl 
d'éclianger  entre  elles  les  t;'  racines  (jtii  en  un  point  ont  les  \;i- 
leurs  (t'i  ,  ...,  tTV,  ces  g  (lélenninalions  soni  les  i-aeincs  diim; 
équation  a]gc''l)rn|ii('  (car  on  est  exactement  dans  les  condilions 
(rapplication  du  lliéorèmc  énoncé)  et  celle  é(|uation  n'a  pas 
(Tautres  racines.  Elle  est  donc  de  dei;ré  /,'",  et  l'équation  alj^é- 
hricpie  de  degré  ni  ^  (pii  au  ])Oint  considéré  a  pour  racines  n,,  .  .., 
«IV,  ....  a",;/,  n'est  pas  irrt'duclible. 


çons.  Soient  <v,,  ...,  iv,,,  les  valeurs  de  la  fonclion  en  un  point  z  :  en  vertu  de  fa 
continuité,  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  sera  le  même  en  un  point  voisin 
non  singulier,  d  i\r  proriio  on  prorlic  d;ins  loiit  \c  phin.  P'ssayons  i\c  former 
Tcqualion  (|ui  :i  |iour  riiciiics  ers  ///   viilciiis. 

Ses  coeflicicnts  sont  des  fonctions  symélri(|ues  ciitit-res  des  racines.  Or  de 
pareilles  fonctions  ne  changent  de  valeur,  ni  lors(|ue  c  décrit  des  contours  fermés 
n'entourant  aucun  point  critique  (on  appelant />o/a//s  critiques  les  points  autour 
desijuels  les  racines  tv'_.  se  |)ermutcnt),  ni  lorsipic  ;  di-erit  des  lacets,  puis([ue 
leur  cllet  est  de  permuter  certaines  racines  i\\  et  (]u"oii  a  allaire  à  dos  foneiioiis 
syinélri(jiies  de  ces  racines. 

Donc  ces  coeflicicnts  sont  des  fonctions  uniformes  de  z. 

Ce  sont  même  des  fractions  ralionnettes.  ICn  odet,  pour  otudioi'  la  iialure  de 
ces  fonctions  uniformes  dans  les  diverses  régions  dn  pl^n.  n-mplarons-y  clia(|uc 
racine  (V,-  par  Sf>n  di'voloppemenl  en  série.  Si  l'on  eiierclie  ce  i|ui  se  jiasse  dans 
le  voisinage  d'un  point  ordinaire  c„,  on  iloil  remplaeor  eliai|ue  r;uine  par  une 
série  entière  en  z  -  z,,.  Si  l'on  e>t  dans  le  voi>inai;e  irtin  piMe  c,,  ecrlains  do\e- 
loppomonts  auront  des  termes  à  exposant  in'^al  if  m  nuniljre  liniile.  Si  Ion  est 
tians  le  voisinage  d'un  point  crititpie,  il  pourra  y  avoir  dos  puissanei  s  fraelion- 
naires  de  ;;  —  -„;  mais  elles  dispaiailronl  dans  la  comliinaison  symolii(|ne  ropre- 
senlant  le  cocflicient,  puis(|ue  e'est  une  I.mk  lion  uniforme,  (^es  conclusions  sont 
vraies,  que  ;„  soit  fini  ou  inlini.  I>onc,  ioxpression  aiialyli(|uc  des  coeflicicnts 
iiioiilre  (|uc  ce  sont  des  fonctions  uniformes,  n'ayant  pour  singularité,  à  di-lanc  e 
Unie  ou  infinie,  <|uc  des  pôles,  |iar  suite  des  fractions  rationnelles. 
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53.   Terminons  par  celle  qiieslion  prali(|iic  : 

Comment  rcconnailrc  si  un  point  est  KFFFCTivKMr.NT  point 
critique  pour  une  racine  déterminée  (V/,  et  comment  effectuer 
la  séparation  en  systèmes  circulaires? 

Nous  reprendrons  le  problème  cpiand  nous  parlerons  des  fonc- 
lions  définies  par  une  équation  dont  le  premier  membre  esl  une 
fonclion  holomorphe  de  w  el  de  ::  (n'^  1^^)?  el  alors  noirs  ferons 
usage  des  développements  en  série  :  ici,  appu\ons-nous  sur  la 
conlinuité,  et  examinons  les  cas  les  plus  simples  ('). 

Il  suffit  de  s'occuper  des  points  singuliers  de  la  première  caté- 
gorie, ou  des  solutions  communes  aux  équations 

Az,.v)  =  o,  —  =  0. 

pRFMiEu  CAS  :  L'autre  c/é/-ivée  partielle  n'est  pas  nulle.  — 
Prenons  le  langage  géométrique.  Les  poinls  à  étudier  sont  les 
points  de  la  courbe  analytique  /(^,  tv)  ^  o,  où  la  tangente  est 
parallèle  à  l'axe  des  w.  Considérons  un  de  ces  points,  et  rame- 
nons-le à  l'origine. 

1°  L'origine  est  pour  cette  courbe  un  point  ordinaire,  — 
L'équation  transformée  s'écrit 

-  =«02»'--*-  «ii-'^'-!-«2o---^?3(-,  (ïO-^?i(-!  w)-\-. ..         (ao2^o); 

on  a  à  étudier  ses  deux  racines  qui  s'annulent  avec  r,  et  à  voir  si 
de  fait  elles  s'échangent  autour  de  l'origine. 

Pour  en  décider,  posons  z  =  5'-,  w  =  vz'  :  l'équation  devient, 
après  suppression  du  facteur  ^'-, 

L'origine  n'est  plus  un  point  singulier  pour  la  fonction  algé- 


(')  La  solution  générale  a  été  donnée  par  l'iiiscux  dans  son  iMéinoiic  fnnda- 
menlal  (/.  M.,  i85o).  Cf.  Briot  cl  Bouquet,  Tliéorie  des  fondions  ettip/it/ues, 
■A"  édition,  p.  .'|2.  —  Picaud,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  35o.  —  Appell  et  Goursat, 
Tlieorie  des  fonctions  algébriques,  p.  184.  —  Salmon,  Courbes  planes  (Noie 
d'ilalplicn  ).  —  CossERAT,  5m/"  l'élude  d'une  courbe  algébrique  dans  te  voisi- 
nage d'un  de  ses  poinls  {A.  T.,  iS(n),  O.),  etc. 
F. 
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brique  i-  racine  de  celle  équalic»ii  :  quand  z'  esl  nul,  r  a  deux 
valeurs  finies  el  distinctes;  quand  c'esl  1res  petit,  i-  a  deux  valeurs 
voisines  de  ces  valeurs  (p.  85)  que  nous  représenterons  par 

{/ (-£|,     — 4/ 1- ^2         (îi,  £.2  ï^'<Tin"It''i'  <1Vt'C  ^'). 

Les  deux  délerniinalions  de  n-,  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
seront  donc,  :;■  désignanl  une  (h'icrniinalion  fixée, 

V    «02  V    «02 

Quand  c  entoure  loriglne,  les  deux  valeurs  de  z'-  s'écliangenl  ; 

donc  u  ,  prend  la  valeur 

'  i 

e'j  ^^  (z\  s'annule  a\ec  ;; ). 


v/«o2 

C'est  Tune  des  racines  (v,  ou  (Vo  :  ce  n'est  pas  la  racine  (\',, 
sinon  la  quantité  fixe  ai  / —  serait  égale  à  t\  —  s,,  cjui  tend  vers 

zéro.  Donc  «v,  et  (Vo  se  sont  échangés  dans  la  rotation  :  le  point 
singulier  est  un  point  critique  algébrique. 

2"  L axe  des  w  est  à  rorigine  une  tangente  d' injlexion,  et 
y  rencontre  la  courbe  en  n  points.  —  Alors  l'équation  donnée 
s'écrira 

z  =  a  »•"  +  y  a,,,,  zi'  ix'i 

^^  \(j  y-  n,  ^i  p  —  o 

En  posant  ;:  =  c'",  iv  =  vz',  et  en  divisant  par  z'",  elle  devient 
I  =  a  i'"-f-  z'  (f{z',  (')  =  0         ('i  désigne  un  polynôme). 

Cette  égalité  définit  p  coninie  fonction  algébrique  de  z'.  Pour 
z'=o,  elle  a  ses  racines  distinctes  :  appelons  r,,  ...,  r„  leurs 
valeurs  principales  rangées  par  ordre  trargunienls  croissants. 
Quand  ;:'  est  très  pelil,  t-  a  n  valeurs  voisines  de  r,,  ...,  v„  : 
représentons-les  par  e,-|-c,,  ...,  e„+£„.  Les  n  valeurs  corres- 
pondantes de  w  seront 

n-,  =  (^,-4- £,)i" n„=  (r„ -H  £„)-", 
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z"  dcsii;nanl  une  clc'lcrminaLion  |jarllciilirrc  ;  s,,  ...,  c„  des  nombres 
lendanl  vers  zéro.  Faisons  décrire  à  z  une  circonférence  dans  le 
sens  direct  auloiir  de  l'origine.  Les  f|(ianlilés  r, ,  . .  . ,  {•„  no.  changent 

pas;  £,,  . . . ,  E„  prennent  des  valeurs  s',,  . .  . ,  z]^  qui  leiidenl  encore 

1 
vers  zéro;  rargumenl  de  z"  augmente  de  — ^' •  Ainsi  ir,  devient 

'  11?  \  i 

Celte  racine  n'est  autre  que  (T'o.  En  efiet,  c'est  l'une  des  ra- 
cines (v,,  .  ..,  îv„  :  or,  ce  n'est  pas  par  exemple  (v^,  sinon  on 
aurait 

égalité  absurde,  puisque  le  nombre  fixe  r^ —  Vo  serait  égal  à  une 
quantité  qui  tend  vers  zéro. 

Ainsi  toute  rotation  de  r  rem|dace  cliacune  des  //  racines  par  la 
suivante  :  elles  forment  un  système  circulaire. 

DeuxiÎlme  cas  :  L'origine  est  un  poiiH  multiple  pour  lu 
courbe  f. 

1°  Prenons  le  cas  du  point  double.  —  Supposons  que  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  ne  soient  pas  parallèles  aux  axes 
(quel  que  soit  l'ordre  de  mulliplicité  du  point  multiple,  il  est  pos- 
sible de  réaliser  celte  hvpolhèse  par  une  rotation  des  axes).  Alors 

en  ce  point  les  fondions  f(z.  w),  ~y  -4-  seront  nulles;  les  fonr- 

1  •■'  ^    '      '  '   Oz      Ow 

ir-f     ô'-f        d'-f  ,à'-f  d^f  ,.^,  ,         ,  ,, 

lions  — ^-)  — ^j  — 4 -r^ -^  seront  diilercntes  de  zéro,   rar 

dz-     div-      Oz  fJ^v  uz-  dw- 

suite  l'équation  pourra  s'écrire 

(w  —  %z){»-  —  ^z)-^\a,>.,ii'i>z'i  (     ^'''^^     y 

ou  bien,  en  remplaçant  (v  par  v z-  et  on  divisant  par  z-, 

(i'  —  a)(t'' — P) -T- ^  9(-=,  ^')  =  o         (ç  représente  un  polynôme). 

Quand  :;  est  nul,  cette  équation  a  pour  racines  a  et  [j  ;  (piaud  :; 
est  très  pelit,  elle  a  pour  lacines  doux  xaleurs  voisines,  (pie  nous 
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appellt  roDS  y. -+-  e,  (i  +  y,.  Les  tlciix  valeurs  de  ir  que  nous  élu- 
dions scronl 

ir,  —  (an- e);;,  u- .,  —  ( 'i -^  r,) z . 

Le  raisonnement  fail  dans  les  eas  piv'eédcnls  inonlre  (|ue,  a|)rès 
une  rolalion  de  :;  aulour  de  l'origine,  i^i  ne  devient  pas  é^^al  à  (Vj  ; 
doue  il  i'('|>it'iul  la  valeur  o-, .  L'ori^^ine  csl  un  poinl  ordinaire  pour 
ces  racines. 

•->."  Supposons  à  l'origine  un  rebroussement  de  première 
espèce.  —  Une  rotation  des  axes  permettra  d'écrire  l'étjuation 
sous  la  forme 

»r2=  rti,3  (r^-T-  ai2  w-z  -4-  rt,]  ne-  -t-  «30-^  -H  .  .  .  («3o<  0), 

ou  bien,  en  posant  z  =  ^'-,  iv  =  cr'-', 

^'-=  «30-1- -'(«21  ^'  -1--  .•)• 

Les  raisonnements  précédents  montrent  que  les  deux  racines»', 
nulles  à  l'origine,  s'échangent  par  la  rotation  ('). 

§  I\'.  —  Notions  so.mmaires  sru  lks  sihfaces  de  Rii:.man\. 

5i.  Clierclions  une  représentation  géomélricpic  (jiii  aide  à  rendre 
intuitives  les  propriétés  des  lonctions  algébriques  (pic  nous  venons 
d'établir. 


(')  (hicllcs  ()(ic  soient  les  sinf;iilarilés,  la  niéllioilc  de  l'uiseux  ]>ci'iiict  du 
niellrc  en  évidence,  ))ar  des  changcnienls  de  vaiialile,  la  lépartilion  des  raeines 
en  groupes  tels  (pie,  dans  chacun  d'eux,  w  soit  par  raj>port  à  z  d'un  ordre 
iii/inilcsiinal  dclcriniiie.  Ainsi,  snil  r(i|ii;ii  imi 

az'  +  bz^  (\''-(-  c  z-  tv'H-  d  z  w'-'-t-  e  iv'==  0. 

Pour  5  =  0,  elle  a  ()  racines  nulles;  elles  se  répart issenl  en  Unis  groupes,  com- 
prenant respeclivenienl  'i,  •?.,  !\  racines. 

1 '1  m r  le  premier,  u'  r>l  d  ordre    ,  pur  iap|nirl  à  z\  aussi  Ton  pose  z  =  z'^,  (i'  =  vz'^. 

(»ii  III  d(''duil  a -\' bv^ -{- z' 'i{w,  z')  ^=  i).  Les  trois  racines  t\'  corri  :-poiidanles 
foiiiiciiL  un  syslènie  circulaii'e. 

l'our  le  second,  IV  est  de  l'urdir'  de  c;  en  |iiisaiil  u'  -  %'z,  on  \iiil  ijiic  cii.ii  nue 
des  lieux  racines  du  groupe  forme  à  elle  seule  un  s>sleme  cireuiaiie. 

i'uiir  le  troisième,  on  pose  z  =  5'*,  (V  —  vz';  on  en  déduit  i|ue  lesi|uatrr  racine» 
du  ;;riiii|ie  (rirmeiil  un  Ky'^léme  circulaire. 
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Pour  cela,  au  lieu  de  considérer  simullanéineni  les  plans  :; 
et  iv,  laissons  de  côté  la  rcprésenlalion  graplilf|M«'  de  la  fonc- 
tion (V  pour  nous  occuper  de  celle  de  :;.  l^ui>  siihsl il iiniis  au 
plan  z  une  surface  z  telle  que  la  fonclion  \v  devienne  uni- 
forme sur  celte  surface. 

Exi)licjUons  sur  des  exemples  un  premier  mojcu  d'y  parvenir. 

Exemple  I.  —  Soil  l'équalion 


Prenons  deux  plans  ^(P|,  Pu);  et  dans  chacun  d'eux  traçons  une 
coupure  allant  de  l'origine  à  l'infini,  en  suivant  une  même  direc- 
tion, par  exemple  celle  de  l'axe  des  x  (p.  la).  On  représentera  ces 
coupures  par  OiO^i  et  OjCCo. 

Pour  une  valeur  ;„  de  ^,  w  a  deux  déterminations  (Vj  et  w^. 
Associons-les  respeclivement  aux  plans  P(  et  Po,  et  convenons 
que  z  pourra  dans  clia(|ue  plan  se  (léj)lacer  ailjilrairemenl,  .sy//?.s- 
néanmoins  jamais  franchir  les  coupures  0(G0,  et  OoXo. 

Grâce  aux  coupures  faites,  z  ne  peut  plus  décrire  de  courbe 
fermée  entourant  l'origine,  et  par  suite  les  branches  \\\  et  tvo  sont 
devenues  uniformes. 

La  coupure  a  été  obtenue  en  joignant  les  deux  points  de  bran- 
chement de  la  fonclion,  zéro  et  l'infini. 

Une  coupure  est  artificielle  ou  essentielle ,  suivant  que  la 
fonction  est  conlinuable  ou  non  au  delà  de  la  coupure  :  ici  la 
coupure  est  artificielle,  car  on  peut  la  remplacer  par  toiile  autre 
li^nc  analogue  allant  de  zéro  à  l'infini. 

Exemple  //.  —  Soil  l'équation 

w^={z-a){z-h)...{z-L)         (|«1<|^'|<...<K|). 

1°  Nombre  impair  de  facteurs  (a/j-j-i).  —  Cliaque  délcr- 
mination  «v,,  w..  devient  uniforme,  si  Fou  considère  deux  plans  z, 
et  si,  dans  chacun  d'eux,  on  trace  des  coupures  rectiiignes  allant 
de  a  en  /y,  de  c  en  <^/,  .  .  .  ,  de  /  à  l'inlini. 

2"  Nombre  pair  de  facteurs  (^/>4-  2).  —  Dans  chacun  des 
deux  plans,  on  reliera  encore  |)ar  tics  coupures  les  points  a  et  />, 
c  el  d^  . . . ,  /.  et  /. 


io>  1.1  vHi:  I.  —  (Il  \i'i  nu:  i. 


Dans  le  premier  cas,  le  point  infini  csl  un  j)()inl  crilicjue;  c'est 
un  pùle  d'ordre  /> -r  i  dans  le  second;  dans  les  deux  cas,  on  a 
tracé />-t-  I  coupures,  et  on  les  a  obtenues  en  joiyiianl  deux  ù  deux 
les  points  critiques. 

Il  y  a  d'ailleurs  une  infinilé  d'autres  manières  de  tracer  ces 
coupures  :  on  les  obtient,  par  exemple,  en  joignant  à  l'infini  cha- 
cun des  points  de  ramilic.ilion,  j)ar  des  lignes  tracées  de  telle 
manière  (|u'elles  ne  se  coii[)ent  pas. 

Exemple  III.  —  Pour  rendre  uniformes  les  racines  de  l'équa- 
tion (T'"'^  ;;,  on  prendra  m  plans  c,  et  l'on  tracera  dans  chacun  une 
coupure  allant  de  <»  à  l'infini,  en  suivant  par  exemple  l'axe  des  x  : 
le  j)oint  c  ne  pourra  j)Iîis  entourer  rorigiiic. 

55.  Les  m  plans  indépendants,  auxquels  nous  avons  eu  recours 
pour  rendre  uniforme  chaf|ue  racine  (V,  laissent  ces  racines  abso- 
lument distinctes,  sans  Iraiisition  possible  de  l'une  à  l'autre.  Dès 
lors,  ce  procédé  masque  la  propriété  fondamentale  des  fonctions 
algébriques,  d'après  laquelle  on  peut,  en  faisant  décrire  à  z  un 
chemin  convenable,  passer  d'une  détermination  à  une  autre  quel- 
conque (p.  96). 

La  conception  de  llicmann  va  mettre  cette  propriété  en  pleine 
lumière  :  expliquons-la  en  reprenant  les  exemples  précédents  ('). 

Exemple  I.  —  Soit  r('fpiation 


Dans  les  plans  P,  et  P2  introduits  |)Ius  haut,  traçons  encore, 
suivant  la  partie  positive  de  l'axe  réel,  lescou])ures  reetilignes  o,oc, , 
OoXo  :  chacune  a  deux  bords;  nous  les  appellerons  bords  supé- 
rieur ei  inférieur.  Plaçons  l'iiu  sur  riiiitrc,  sans  les  faire  coïn- 
cider,  les  |)lans  ainsi  entailh's,  de  façon  (jiie  les  bords  inlci'iciirs 


(')  Hicniann  a  indiciué  celle  mélliode  dans  sa  Théorie  des  fonctions  abclicnnes 
(7.  de  Crcllc,  l.  5'i,  1HJ7;  Œiti'res,  irad.  I.aufjcl,  p.  <)>)• 

A  dire  vrai,  le  |)oint  csscnlicl  de  celle  niéliiode  est  iiiuins  dans  la  simpliliralion 
appoilée,  un  poinl  de  vue  de  l'inliiilioii  des  résullals,  par  celle  rcpréscnlalion 
{;éoiiiélri<|ue,  que  dans  le  l'ail  (m'a  une  surface  à  feuillri-  imilliplcs,  ctincuc 
a  priori,  correspond  une  classe  de  courbes  algé'tiriijues. 
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des  coupures  P,  et  Po  soient  soudés  respeclivcmcnt  aux  bords 
supérieurs  des  coupures  P2  et  P, ,  et  ainsi  forment  des  lignes  de 
passage. 

Cet  ensemble  de  deux  plans  distincts,  s'entre-croisant  comme 
on  vient  de  le  dire,  constitue  une  surface  à  deux  feuillets,  dite 
surface  de  Rieinann,  allacliée  à  l'équation  considérée  :  le  point  z 
pourra  s'y  déplacer  arbitrairement,  à  la  condiiion  de  clianger  de 
feuillet,  comme  les  soudures  l'indiquent,  s'il  vient  à  franchir  une 
coupure. 

A  une  valeur  Zç^  de  z  correspondent  ainsi  deux  points  Zç,  de  la 
surface  de  lliemann,  et  deux  racines  (l'i,  w^.  Associons  l'une 
d'elles  (T'i  au  point  ;^,  du  plan  P,  ;  partons  de  ce  point  z^^  et  dépla- 
çons d'une  façon  coiUinue  le  |îoint  z  sur  la  surface  de  Riemann, 
en  lui  associant  la  racine  iv  déduite  par  continuilé  de  la  valeur 
Initiale  (V).  On  arrive  ainsi,  en  chaque  point  :;  d'un  feuillet 
déterminé,  avec  une  valeur  de  w  déterminée  et  indépendante 
du  chemin  suivi  :  eu  particulier,  à  cause  de  la  manière  dont  les 
soudures  sont  faites,  on  obtient^  au  point  ;«  du  feuillet  Po,  la 
racine   (To. 

Donc,  5;^/'  la  surface  de  Riemann  ainsi  délinie,  la  fonction 
algébrique  est  continue,  uniforme  et  analytique. 

Un  point  analytique  étant  constitué,  avons-nous  dit,  par  un 
système  de  valeurs  de  z  et  de  tv,  on  peut  dire  qu'à  toute  valeur 
de  z  correspondent  deux  points  analvliques  {z,iVf),  (^,  (ï'o)  et 
les  considérer  comme  situés  sur  chaque  feuillet  de  la  surface  de 
Riemann. 

Exemple  IL  —  Soit  régalité 

a>-^  =  {z-a){z-b)...{z-l). 

Superposons  les  plans  \\  et  Po  de  façon  (pie  les  points  a,  0,  . .  . ,  l 
coïncident.  Le  long  des  coupures  ab,  cd^  .  .  .  établissons  des  sou- 
dures en  reliant  e/i  c/oix  chaque  bord  d'une  ouverture  du  plan  P, 
au  bord  opposé  de  l'ouverture  du  plan  P^  ;  partout  ailleurs,  sup- 
posons les  feuillets  séparés. 

Convenons  que  le  point  :;,  toutes  les  fois  cpril  franchira  un.- 
cou[)ure,  changera  de  feuillet  et  passera  de  la  partie  du  feuillet  1', 
située  d'un  coté  de  la  coupure  à  la  partie  du  feuillet  Po  située  de 


U), 
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l'autre  côté  (la  soudure  en  croix  dos  l'cuillcls  indique  comment 
s'efTectuenl  ces  passades). 

Par  ce  procédé,  on  forme  une  siiiliicc  de  Juiinaiiri  à  deux  feiiil- 
lels,  sur  l;i(|utllc  o'  csl  loiiclion  Cdiiliniic,  unirurinc  cl  ;iii;il\  lique. 

SI  Ton  a  u/>  -j-  i  fadeurs  (lels  (jue  r  —  a),  la  surface  de  Uie- 
mann  a  /?  +  i  lignes  de  |>assa<;e  et  j.p  -(-  i  points  de  ramincalion 
;\  distance  finie  :  le  poiul  à  Tiidini  est  un  (:iy>  +  2)"""'  point  de 
branchement,  aussi  lorsque  ;;  décrit  un  circuit  fermé  entourant  le 
domaine  de  l'infini,  le  point  analytique  (:;,(v)  passe  d'un  feuillet 
à  l'autre. 

Si  Ton  a  .".p  H-  •>.  facteurs,  il  y  a  />  +  i  lij^ncs  de  passage  et  9.p  +  2 
points  de  branchement  à  distance  fini(;.  Le  point  x  n'est  plus  point 
de  ramification;  il  est  dans  chaque  feuillet  un  pôle  d'ordre  /?+  i 
pour  tv. 

/t.rr/np/e  III.  —  La  surface  de  Kieniann,  relative  à  la  fonction 
définie  par  l'égalité  {v"'=z,  aura  m  t'euillets.  Dans  chacun  d'eux 
on  tracera  une  coupure  allant  de  l'origine  à  l'infini,  en  suivant 
par  exemple  l'axe  des  œ. 

A  une  valeur  ^0  correspondent  /»  racines  4V,,  (\'o,  ...,  (v,,,  : 
supposons  leurs  valeurs  j)rincipales  rangées  j)ar  ordre  d'argu- 
ments croissants,  et  associons-les  respectivement  aux  points  :;„ 
situés  dans  les  feuillets  numérotés  i,   2,  ...,  m. 

La  surface  de  Riemann  s'obtiendra  en  soudant  les  bords  infé- 
rieurs ties  coupures  laites  dans  les  feuillets  i,  2,  ...,  /fi  —  i,  />i 
aux  bords  supérieurs  des  coiq)ures  faites  dans  les  feuillets  2, 
3,  ...,  m,  i. 


56.  (3es  cas  jiarlienlii'rs  ((Miduisent  à  la  e()nee|tlinn  gi'nérale  de 
Riemann.  Il  considère  \v  phin  c  eomnie  formé  de  |)lans  super|>osés, 
àd  feuillets,  dont  le  noinlne  est  ('g;d  au  degré  par  ra|)port  à  \v  de 
l'é(piation  y"(^,  (!•)  =  o  :  dans  (diacun  de  ces  femllels,  il  trace  des 
coupures  et  soude  ensemble  les  bords  de  celles  <pu  a|)particnnenl 
à  des  leuillrls  difïérenis,  e(inirne  nous  idioiis  re\j)li(pier. 

Soient  ddiie  m  plans  liori/.onlanx .  I)ans  cliacnn  d'eux,  mar- 
(pion^  l<in--  l( •^  points  eiili(|ues  :  elwKpie  point  di  est  éciil  ni  lois, 
et  ces ///  points»'//  coïncident  (ou,  si  l'on  pn-l'ère,  sont  situés  sur 
une    inèiiie    verticaN-).    Traçons    dans    (Inupie    feuillet    une    (uni- 
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pure  ciicc,  en  ayant  soin  que  les  coupures  reliilives  à  deux  points 
critiques  difTércnts  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  iJonnons  à  z 
une  valeur  particulière  ^^o  lelle  rpie  les  ni  valeurs  correspon- 
dantes u',,  . . . ,  w,n  soient  finies  et  distinctes-  et  aj)r('S  avoir  inscrit 
dans  chaque  feuillet  le  |)oint  ::o,  associons  à  chacun  de  ces  poinls  r,) 
l'une  des  valeurs  de  w.  De  là  /n  systèmes  (z^,  (v,). .  .{zo,  <v,„),  ce 
qui  permet  de  numéroter  les  feuillets  :  le  feuillet  h  sera  celui  qui 
renferme  le  point  (3,),  (V/,). 

Un  déplacement  continu  de  la  variable  :;  sur  chacun  des  feuil- 
lets, déplacement  s'cfTectuant  sans  franchir  de  coupure,  l'amè- 
nera dans  le  voisinaj^c  d'un  point  critique  <7/  avec  des  valeurs  des 
racines  déterminées  et  distinctes.  Ce  |)oint  ai  peut  être,  pour 
l'une  d'elles  (ï/,,  un  point  ordinaire  ou  un  point  ciitique.  Dans  le 
premier  cas,  on  ne  s'occupera  plus  du  feuillet  /i  :  la  coupure 
qu'on  y  a  faite  servira  au  besoin  à  laisser  passer  d'aulres  feuillets, 
qui  devraient  traverser  ce  feuillet  pour  se  souder;  mais  le  point  z 
se  déplacera  dans  lout  le  feuillet  h.  comme  si  cette  coupure  n'exis- 
tait pas.  Dans  le  second  cas,  cc/j  fait  partie  d'un  groupe  de  p  racines 
((T'a,  »'p,  .  .  .,  (V'jj.)  se  permutant  circulairement  dans  l'ordre  des 
indices  :  alors  on  soudera  respectivement  les  bords  inférieurs  des 
coupures  appartenant  aux  feuillets  a,  [i,  ...,  A,  |j.  aux  bords 
supérieurs  des  coupures  appartenant  aux  feuillets  |j,  *',  . .  . ,  ;J.,  a. 

Du  voisinage  du  i)oint  <7/,  on  se  rendra  successivement,  par 
déplacement  continu,  dans  le  voisinage  des  autres  poinls  cri- 
tiques, pour  y  refaire  la  même  opération.  Les  soudures  du  reste 
seront  les  mêmes,  cpie  Ton  s'astreigne  dans  ces  déplacements  à 
ne  pas  traverser  les  lignes  de  passage  «<oo,  ou  bien  qu'on  les  fran- 
chisse, pourvu  qu'alors  on  poursuive  sa  route  après  avoir  fait  les 
échanges  de  feuillets  indiqués  par  les  soudures. 

L'ensemble  des  feuillets  ainsi  découpés  et  soudes  constitue  la 
surface  de  Riemann.  Un  point  de  cette  surface  est  tléllni  par  une 
valeur  de  z  et  l'indice  du  feuillet  où  ce  point  est  placé.  A  ehacpic 
point  z  de  la  surface  correspond  pour  w  une  valeur  bien  déter- 
minée :  lorsqu'on  part  de  ce  point  avec  cette  valeur  de  iv,  et  que 
l'on  chemine  sur  la  surface,  on  arrive  en  tout  autre  point  c, 
à  quelque  feuillet  (pfil  appartienne,  et  (piel  cpie  soit  le  chemin 
suivi,  avec  une  valeur  de  iv  unique;  de  plus,  à  un  déplacement 
très  petit  de  :;  correspond  une  variation   très  petite   de  w    (^saul 
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l'vidcnimciil  dans  le  voisinage  des  pôles).  Ainsi  les  fondions  algé- 

ljri(|ucs  sont  uniformes  et  continues  sur  la  surface  de  lllcniann 

(|ui   leur  correspond  (').    A   chaque   valeur   de    z    correspondcnl 

m  points  analytiques  (;,  (t*,),  ...,  {z,w,„)  de  la  surface  de  Ilie- 

mann;  niais  à  chaque  |)oint  de  celle  surface  correspond  un   seul 

point  analytique  et  réciproqueineiil . 

Comme   ap|)Iicali(>u,    foruions    la   surface   de    I{i<'mann   relative 

à  ré(jualion 

\ ( (l'î  —  iv  -\-  \Y=z  ■?-  u'- ( r  —  il')- z. 

Ses  points  critiques  sonl  o,  i,  ce;  traçons  dans  chaque  feuillet 
les  coupures  (o,  x),  (i ,  oc). 

En  un  point  voisin  de  l'origine,  Técpialion  a  six  racines,  (pu 
deviennent  égales  trois  à  trois  pour  :;  =  o  ;  par  la  mélhode  déve- 
loppée plus  haut,  on  voit  qu'elles  forment  deu\  systèmes  circu- 
laires. Désignons  par  (ir,  n  ;.tV:)),  ("',  tv^  tv,-, )  celles  qui  se  per- 
mutent eiilre  elles  (iv,  est  nue  racine  choisie  arbitrairement,  et 
(V.i  est  une  racine  dont  nous  fixerons  plus  tard  la  valeur),  et  affec- 
tons-les respeclivement  aux  feuillets  i,  -2.  ...,  (i.  Si  l'on  suppose 
que  les  racines  se  permulent  dans  l'ordre  des  indices,  quand  on 
entoure  l'origine  dans  le  sens  positif,  on  soudera  les  bords  infé- 
rieurs des  cou|)ures  faites  dans  les  feuillets  i,  .>. ,  3  aux  Ijords 
supérieurs  des  coupures  faites  dans  les  feuillets  •>,  3,  i.  ()|)ération 
analogue  avec  les  feuillets  4,  '>■>  (3. 

Autour  des  poinls  i  et  oo,  les  racines  s'échangent  deux  à  deux 
et  forment  trois  systèmes  circulaires. 

Soient  S  et  T  les  substitutions  relatives  res|>ectivemcnt  aux 
lacets  entourant  les  poinls  o  et  i  ;  cherchons  comment  souder  les 
Ijords  des  coupures  (i ,  a:). 

Un  lacet  autour  de  rinliiii  revient  à  deux  lacets  autour  des 
points  o  et  i  ;  on  peut  donc  r('|)résenler  |»ar  TS  la  suiislilutum 
relative  au  point  infini.  P2!ic  pciiniilf  deux  à  deux  les  six  racines; 


(')  Ce  n'csl  là  qu'une  des  manières  de  Inieer  les  eoupures  pour  former  la  sur- 
face de  Hicinann  :  d'après  les  exemples  prèeèdcnls,  ou  voil  qu'il  y  en  a  d'autres 
{(•/.  Ari'KLi,  el  GouusAT,  Foiiclioiis  (i(i,'t'hii(/ucs,  p.  h)|)). 

Kii  re;;aidanl  (  lia(|ue  point  de  la  surfaee  du  Hiemanu  coinnie  a|i|>arl(ii.inl  .i  un 
seul  feuillet,  on  fait  abstraction  des  lij;nes  doubles  :  poin-  (  es  points  il  faut  indi- 
quer 1«-  rniinèro  du  feuillet  sur  lequel  on  les  considère  eoniine  situés. 
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donc  TSTS  =  I .  Or  on  a 

donc 

TST-i  =  S2. 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  T  ne  peut  échanger  entre  elles 
deux  racines  appartenant  aux  feuillets  i,  2,  3.  Prenons  pour 
feuillet  4  celui  dont  la  racine  s'échange  avec  celle  du  leuillct  i, 
et  soudons  eu  croix  les  l)ords  des  coupures  de  ces  feuillets. 

On  eu  déduit  qu'il  faudra  de  même  associer  les  feuillets  :>,  et  6 
et  les  feuillets  3  et  5.  En  elTet,  les  soudures  étant  ainsi  faites, 
les  substitutions  T,  S,  T"'  échangent  par  exemple  rcs[)eclivc- 
ment  les  feuillets  i  et  4^  4  6t  5,  5  et  3,  et  par  suite  la  substitu- 
tion TST~'  échange  les  feuillets  i  et  3,  comme  la  substitution  S- 
à  laquelle  elle  doit  élre  équivalente. 

On  en  conclut  aussi  (pie  le  groupe  de  monodromie  de  l'équation 
est  formé  des  substitutions 

I,     S,     S^     T,     TS,     TS2, 

car  en  vertu  de  l'égalité  TS  =  S'-T  tout  produit  de  substitutions  S 
et  de  substitutions  T  peut  être  ramené  à  la  forme 

T='SP        (a  =  o,  i;  !3  =  o,  1,2). 

o7.  Une  équation  algébrique  /(:;,  (v)  =  o,  de  degré  m  en  w,  et 
de  degré  y?  en  z^  étant  donnée,  on  peut  considérer  (r,  et  non  plus  :;, 
comme  la  variable  indépendante.  On  a  ainsi  une  seconde  surface 
de  Riemann  à/?  feuillets,  dite  surface  w. 

Les  deux  surfaces  z  et  «v,  qui  correspondent  à  une  même  équa- 
tion algébrique,  peuvent  être  représentées  l'une  sur  l'autre  d'une 
manière  uui\oque  et  conforme.  Montrons  sur  un  exemple  comment 
se  réalise  cctlc  re[)réseuLalioii  (  '  ) . 

Soit  la  relation 

tt'^  —  I  —  -3, 

Formons  d'abord  la  sur/ace  z.  Pour  charpie  valeur  de  ;,  w  a 


(')    Cf.    lîURKiiAiiDT,  /:iii/uhru/ii,'  in   die  Théorie   dcr   analytischcn  Func- 
tioneii,  p.  iSo. 


io8  i.ivRi:  I.  —  (  iiAi'iTiii:  i. 

deux  valeurs,  qui  se  pcriniilcnt  (juarxl  c  cnloure  l'un  des  jioints  i, 
a,  a-,  X  (a  désignanl  riiiie  des  racines  euMcjues  imaginaires  de 
ruiiilé).  La  siirracc  z  aura  deux  reuillels  :  dans  cliaciiii  d'eux  on 
fera  trois  coupures,  allant  des  points  i,  a,  a-  à  linlini  (comme 
l'indiquent  les  lignes  doubles  tracées  dans  la  /ij^^.  i  j),  et  Ton  eu 
soudera  les  bords,  aprcs  les  avoir  croisés,  de  telle  sorte  (pieu 
franchissant  chacpie  ((uijuiic  le  j)i)iiiL  c  cliange  de  icuilld. 

Formons  la  surface  u'.  Elle  a  trois  feuillets.  Les  points  critiques 
sont  les  points  i,  —  i ,  a;  :  aussi  l'on  fera  dans  cluKpie  feuillet  deux 
coupures  suivant  l'axe  des  ii^  en  allant  du  point  i  à  +  x,  et  du 
point  — I  à  — X.  Numérotons  les  feuillels  en  convenant  (juc, 
pour  (\'  =  (),  les  points  ;=i,  ^  =  a,  r  =  a-  ajiparliendront 
respectivement  au  |)remier,  au  deuxième,  au  Iroisirme  Iciiillel. 
Alors,  le  long  (\v  la  coupure  (i,  -f- x),  on  soudera  les  bords 
su|)éricurs  des  coupures  faites  dans  les  feuillels  i,  :>. ,  .') ,  avec 
les  bords  inférieurs  des  coupures  faites  dans  les  feuillets  3,  i,  2. 
Le  long  de  la  coupure  ( — x,  —  1)  ou  soudera  les  bords  supé- 
rieurs, dans  les  feuillets  1,  :>.,  3,  avec  les  bords  inférieurs  des 
feuillels  2,  3,  1 . 

Comme  vérification,  on  constate  (pic,  les  soudures  étant  ainsi 
faites,  si  l'on  part  d'un  point  du  premier  leiiillet  et  (pie  1  on 
entoure  une  fois  le  point  infini  eu  inarcliaut  relativement  au  point 
zéro  dans  le  sens  des  aiguilles  dune  montre,  on  se  retrouve  sur  le 
second  feuillet,  comme  cela  devait  être. 

Clierelions  niaintenanl  (juelles  sont  les  régions  des  deux  sur- 
faces ;;  et  tv  qui  se  correspondent,  cl  d'abord  (pielles  lignes  d'une 
surface  correspondent  aux  coupures  de  l'autre. 

l*osons  z-  ^=  X  -\-  l'y,  iv  =  /<  h-  iv;  de  Téquation  proposée  l'on 

déduit 

«2  —  vi=  \  —  a.-3-t-  3ar/-,         'luv  =  —  3x^y  -*-/'• 

Par  suite,  aux  trois  coupures 

7  =  0,        y  =  x^'î,        y=  —  x/î        {^•■-hj^->i) 
des  deux  feuillets  z  correspoiulent  les  droites 

«  =  o  V 

des  trois  feuillets  H'. 
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De  même,  aux  deux  coupures 

1^  =  0,         H<— i;         V  =  o,         ii>i 

des  trois  feuillels  iv  correspondent  les  droites 

y  =  o,         .v<o;        j-  =  .r/3,         a?>o;        jr=  —  x\/3,         x>o 

de  chacun  des  feuillets  z. 

Etalons  séparément  les  feuillets  des  surfaces  z  et  <r,  et  in(li(pions 
par  la  répétition  du  luêinc  trait,  trait  plein  ou  pointilh',  les  lij^ncs 
d'une  surface  qui  correspondent  aux  coupures  de  l'autre  (les  cou- 
pures sont  lij^urées  par  des  traits  doubles)  (Jig.  i5  et  16). 

I"'ig.  i5  (surface  z). 


I''ig.  iG  {surface  iv). 


ID    :    C[ 


EC 


Chaque  surface  est  divisée  en  six  morceaux  par  les  lignes  images 
des  coupures  de  l'autre;  la  répétition  de  la  même  letti'c  dans  les 
figures  in(li(pic  coininent  établir  hi  correspondance. 

Poursuivons  la  division;  séparons  par  exemple  en  cpialic  parties 
la  région  A  de  la  suri'ace  (\',  en  traçant  une  des  branches  de  l'hy- 
perbole u- —  v-^=  1  et  l'axe  des  u. 

Aux  portions  de  courbe 


«2  _  p2  _    ,  ^ 

u  >  0, 

t'  >  0; 

a2_(;2=    1, 

u  >o, 

V  <.o\ 

V   =  0, 

0  <  //  < 

, 
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correspond ronl  rospoctiNcmcnl  sur  l;i  >iirf;icc  c-  les  droites 
ar+j/^^n,      y<o;       a:  —  j /ï  =  o,      j>o;      j  =  <>,       o<x<i. 

D'où  la  correspondance  des  qualre  parties,  indicpice  encore,  dans 
les  //i»-.   i-  et   iS,   par  la  ii'pclition  dr  la  nirnic  lettre. 


l'iS.    17. 


1-i;:.  .S. 


/ 
/ 

/     d 


Ou  voit  la  marche  à  suivre  pour  subdiviser  chaque  morceau  de 
l'une  des  surfaces  en  portions  nouvelles,  et  liouvcr  dans  l'aulre 
surface  les  régions  correspondantes. 

Remarque.  —  Si  l'écpialion  /(;,  w)  =  o  se  réduit  à  /(»')  =  :;, 
/  désignant  une  fonction  lalionnclle,  la  suifacc  tv  a  un  seul 
feuillet  :  il  est  alors  possible  de  représenter  d'une  manière  uni- 
voque  la  surface  z  sur  un  plan. 

Soit  (v'=:o(:;,(V')  une  fraction  rationnelle  en  z-  et  en  w.  l^ar 
l'élimination  de  z  entre  cette  équation  et  l'équation  /'(«v')=c, 
(v'  devient  fonction  rationnelle  de  «r.  De  là  une  surface  de  Rie- 
iiianr)  »v'  que  l'on  peut  représenter  d'une  manière  univotpie  sur  le 
jdaii  n'(ct  j)ar  suite  aussi  sur  la  surface  z^  ('). 


(')  L'iiii|>in  Ijincc  (lo  celle  rcmar(|iie  ticiil  ;i  re  (|iic  toute  surfacO  :;  do  IJicmaiiii, 
«lui  |ii'ul  èlrc  leprcscnlcc  d'une  manirrc  univo(|iic  sur  le  plan  »\',  esl  à  connexion 
sinijile  :  dés  lors,  avec  nos  liypollièses,  quelle  ()uc  soit  la  foimc  de  la  fonction  s, 
les  surfaces  iv'  sonl  aussi  à  connexion  sinipli-. 

ICn  eiïcl,  toul  contour  fermé  y  ne  se  coupant  pa>,  trac(  dans  le  plan  tv,  le  divise 
en  deux  régions  telles  qu'on  ne  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  sans  franchir  ce 
conlour.  A  ce  contf)ur  y  correspond,  sur  la  surface  ;,  une  courbe  r  la  di>isanl 
aussi  en  deux  réjçions,  car  à  toute  ligne  reneonlranl  y  correspond  une  ligne  ren- 
contrant c.  Dès  lors,   puisqu'une  incision,  faite  dans  le   plan  tv  le  long  de  •;',   le 
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58.  La  conception  de  Riemann,  avons-nous  dit,  suhsliluc  à 
l'élude  d'une  fonclion  w  luiiltifonnc  sur  le  plan  z  celle  de  la 
même  fonclion  lendne  uniforme  sur  la  surface  z. 

Soil  (\"'=  ',p(;;,n")  une  fonclion  ralionnclli;  (juelc(irH|iic  de  ;  el 
de  sv.  A  un  poinl  de  la  surface  ^,  correspond  une  seule  \aleur 
de  (v,  el  dès  lors  de  w' .  Donc  celte  fonclion  w'  esl  aussi  uniforme 
sur  la  sui'facc  z.  Ainsi  celte  surface  peut  servir  à  représenter  cl 
à  étudier  les  points  analvliques  (;,  (v')  aussi  bien  fpie  les  points 
analytiques  (:;,  (v). 

La  surface  de  Riemann,  que  l'on  aurait  été  conduit  à  introduire 
pour  l'étude  de  la  fonclion  w\  aurait  résulté  de  l'élimination  de  U' 
entre  les  équations 

/(^,  (r)  =  o,  »•'=  Ci(j,  ,y). 

Soil  /'(;,  <v')  =  o  la  relation  obtenue;  appelons  ;:'  la  surface  ~ 
qu'elle  définit.  Comparons  les  surfaces  z  et  z' . 

Pour  chaque  valeur  de  z^  w  a  en  général  le  même  nombre  de 
valeurs  que  (v  ('),  donc  les  deux  surfaces  ont  le  même  nombre  de 
feuillets. 

Aux  points  z  où  plusieurs  valeurs  de  w  coïncident,  il  en  est  de 
même  des  valeurs  correspondantes  de  (p'  :  quand  le  point  analy- 
tique (r,  (T')  décrit  une  courbe  fermée,  il  en  esl  de  même  du 
point  (;,  vv').  Donc  les  surfaces  ont  les  mêmes  points  critiques,  et 


sépare  en  deux  morceaux  distincts,  il  en  sera  de  môme  d"iine  incision  f;iile  ilans 
la  surface  z  le  long  de  c. 

On  démontre  que  réciproquement  toute  surface  simplement  connexe  peut  être 
représentée  sur  un  plan. 

Ainsi,  les  surfaces  z  définies  par  l'équation 

tv-=  {z—  a,)...{z  —  a^,), 

sont  à  connexion  simple  seulement  pour  p  ~  i  et  y?  =  •.  Pnur  p  >  2,  on  peut 
les  rendre  simplement  connexes  par  des  procédés  que  l'on  trouvera  développés 
ailleurs  (  Picaud,  Analyse,  t.  II,  p.  379.  —  Appell  et  Goursat,  Fonctions  algé- 
briques, p.  112  et  233). 

(')  Dans  des  cas  particuliers,  w'  peut  avoir  moins  de  valeurs  qu'-  t\'.  .\insi, 
posons 

w<!  =  z,        iv'  =  »v-  ; 

w  a  six  valeurs  et  w'  en  a  trois. 
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les    lidids    tics    coupures    doivcnl    rive    soudés    dans    les    mêmes 
conditions. 

De  là  I  c(|uival('ncc  des  suifaces  r  el  z' . 

Comme  cx(iu|de,    |uen()ns    r('([uation    h'- =  ^^ .?    qui   définil 

une  surface  c-  à  deux  feuillets,  et  la  fonelion 

w'  =  tv(z  —  b). 

On  en  déduil  w'-^^iz  —  (t)(z  —  h).  f|ui,  à  son  tour,  d/linit 
une  sui'face  z' .  J^'éLuile  du  la  ionclion  u'  peut  se  faire  indillé- 
rcmmenl  sur  lune  des  surfaces  z  ou  z',  bien  que  entre  z  cl  a', 
cnlre  z  cl  tv,  les  relations  soient  difTércnlcs.  La  surface  a'  a  un 
seul  feuillet,  la  surface  iv'  en  a  deux. 
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CHAPITRE  II. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  SÉRIES  ('). 


Sous  ce  lilre,  on  peut  se  proposer  une  élude  gcnci-ale  des  dOve- 
loppemcnts  convcrgeiils,  comme  aussi  de  définir  des  Iransccn- 
daulcs  analvtifpies  particulières,  dont  l'introduction  permet  la 
résolution  de  questions  nombreuses. 

La  première  Section  du  Chapitre  est  consacrée  au  problème 
général;  dans  la  seconde  viendront  cpielques  séries  classiques, 
spécialement  rexponcntielle. 


SECTION  I. 


§   F.  —   SiiiuKS   i;x   GÉMiiUL. 

oO.  Un  ensemble  dénombrable  d'éléments,  réels  ou  iniairi- 
naires,  que  nous  supposerons  d'abord  constants,  rangés  dans 
nn  ordre  de  1er  mi  tu-,  //„,  //,,  .  .  .,  u,i,  .  .  .  est  considéré  comme 
donné  lorsqu'un  terme  de  ran<5  arbitraire  peut  être  obtenu  par 
des  opérations  en  nombre  limité. 


(')  L'inliiiclucliuii  des  séries  remonte  au  xvii"  siècle  :  elles  fiirciil  utilisées 
d'abord  au  point  de  vue  presque  unique  de  Vapproximation  des  foiiclions.  Les 
mathématiciens  du  xvur  siècle,  tout  en  élargissant  leur  rôle,  ne  précisent  pas 
bien  la  définition  et  les  caractères  de  convergence.  Jacques  Hernnulli  avait 
démontré  (l'JSg)  la  divergence  de  la  série  harmonique,  Kuler  avait  énoncé 
diverses  règles;  et  néanmoins  on  lit  dans  Lagrangc  :  «...  ['our  qu'une  série  puisse 
être  regardée  comme  représentant  réellement  la  valeur  d'une  quantité  cherchée, 
il  faut  qu'elle  soit  convergente  à  son  extrémité,  c'est-à-«lire  que  ses  derniers 
termes  soient  infiniment  petits,  de  sorte  que  l'erreur  puisse  devenir  moindre 
F.  ■* 


I  I  I  i.iviii;  I.  —  (  Il Ai'iTiii:   Il 

Do  celle  siiile.  (It'diiisons  les  sommes 

Elles  l'ormeiil  une  iioiivellc  siiilc  (.v).  Lorsque  les  termes  de 
cette  seconde  suite  teiuleul  vers  une  limite  s,  on  dil  que 
/a  S('-rie  u a  -\-  u ^  -^  .  .  .  +  i/„  -f- .  •  •  <''>l  co/iver^e/i/c  et  a  i>our 
somme  s. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  la  convergence,  à  tout  nombre  positif 
donné  s,  on  peut  faire  correspondre  un  entier  fixe  M  lel  que  l'on 
ait 

I  s  —  Sa  i   <  S,  I  .V,„—  .V„  I  <  £, 

m  et  //  (•lanl  des  nombres  arbitraires  supérieurs  à  N.  Les  deux 
réciproques  sont  vraies  (p.  19). 

Par  extension  de  langage,  on  parle  encore  de  la  somme  des 
termes  d'une  suite  (;/),  lorsque  les  termes  de  la  suite  (.v)  n'ont 
pas  de  limite  :  la  série  (m)  est  alors  ^/a<?/-_^'<?/?/e.  Parfois,  quand  les 
ternies  sont  réels,  on  réserve  ce  nom  aux  séries  pour  lesquelles  .v„ 
croît  en  valeur  absolue  au  delà  de  toute  limite  en  gardant  à  la  fin 
un  siffne  constant  :  alors  les  antres  séries  non  converi;entes  sont 
dites  oscillantes,   indéterminées  ou  iniproprcmeut  divergentes. 

00.  Une  série  à  termes  positifs  converge,  quand  les  termes  de 
la  suite  (5)  restent  tous  inférieurs  à  un  nombre  fixe. 

Une  série  à  termes  |)Ositifs  ou  négatifs  converge,  si  la  série 
formée  par  les  valeurs  absolues  de  ses  tenues  est  convergente. 

Admettons  que  chaque  élément  u p  d'une  série  à  termes  imagi- 
naires puisse  être  mis  sous  la  forme  Hp-\-  H'p.  On  aura 

s,i  =  («0-4-  «i-i--  •  ■-+-  (i,i-i)  -4-  f(^o-i-  ^1-^- . .+  ^«-1) 


qiraucunc  quanlilc  donnée »   (Œuvres,  t.  III,  p.  fii.)  De  nirino.  les  idccs  de 

Lagrange    sur   la    possibilité  des  dcveloppciiicnls  en  série  de    T.ivlur.  iiialf;ré   les 
services  qu'elles  ont  rendus,  ne  sont  pas  loules  exactes  (Œ'ia'ics,  l.  l\). 

Le  premier,  Caiicliy  [  peul-èlre  après  Uol/.ano  (i7Si-i8'|8),  mais  les  écrils  de 
Hol/.ano  ne  furent  publiés  ou  connus  (jue  plus  lard]  énonça  en  loulc  rigueur  les 
conditions  nécessaires  cl  suJ/isdiiUs  pour  la  convergence  d'une  série,  élahlit 
d'imporlanls  lliéorèmcs  sur  les  séries  à  lermcs  réels  ou  imaginaires  el  montra 
l'étendue  de  leur  rôle  [Cours  d'Analyse  de  l'J.'cole  /'o/yter/inir/ue ,  iS.n 
((M-.'uvres,  r  ^crii  ,  t.   lil).  -  /Icskiiics  (tiutlytii/ucs  ilr  I  tirin  (iHiuvrcs,  1'  série. 
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car,  //  claiiL  (lui,  on  poiil  Irailer  .v„  coniinc  une  somme  ordinairr. 
Des  lors,  pour  la  convcr<;cncc,  il  faut  et  il  siiflit  que  les  deux 
séries  [a)  et  (6)  soient  se  parement  convergentes. 

Une  série  convergente  à  termes  positifs  reste  convergente  lors- 
qu'on multiplie  ses  éléments  par  des  facteurs  bornés.  Dès  lors, 
j)our  qu'une  série  à  termes  imaginaires  converge,  il  su  (fil  (nie  la 
série  formée  par  les  modules  de  ses  termes  converge. 

01.  Vue  série  converge  absolument,  lorsque  la  série  formée 
par  les  modules  de  ses  termes  est  convergente.  —  D'après  ce  qui 
précède,  une  série  absolument  convergente  est  convergente.  J^es 
séries  convergentes  qui  ne  convergent  |)as  absolument  sont  appe- 
lées semi-convergentes  (  '  ). 

Les  séries  absolument  convergentes  jouissent  de  deux  propriétés 
essentielles  aux  sommes  composées  d'un  nombre  lini  d'éléments  : 
on  peut  cbanger  l'ordre  de  leurs  termes  et  rem[)lacer  plusieurs 
termes  par  leur  somme  elFectuée. 

Ce  sont  les  séries  commodes  en  Analyse.  D'autre  part,  pour 
savoir  si  une  série  converge  absolument,  on  doit  étudier  une 
série  à  termes  positifs;  de  là  une  des  raisons  de  l'importance 
des  séries  à  termes  positifs. 

Thkouk.me  I.  —  Une  série  absolument  convergente  reste 
convergente  et  conserve  la  même  somme,  lorsqu'on  modijie 
arbitrairement  l'ordre  de  ses   termes  (-). 


(')  I^ciliniz  (IcUre  à  Jean  IJernoulli,  1711)  a  prou\é  la  convergence  des  séries 
du  iN'pc     7  ( — i)"a„  (on  suppose  a„~  rt„^,  >■  o;  liiTirt„=o),  cl  des  lors  en  par- 

liculicr  de  la  série  liarmoni(|iie  à  signes  alternés,  qui  est  semi -convergente. 

Il  ne  faut  |)as  confondre  ces  séries  se/ni-co/uerge/ites  avec  les  séries  demi-con- 
vergentes de  I^egendre  et  les  sér\cs  semi-convergentes  de  Slieltjcs.  Les  premières 
(Legendue,  Exercices  de  calent  intégrât,  t.  I,  p.  20^;  181 1)  sont  des  suites 
divergentes  telles  ([uc  le  calcul  de  sommes  successives  s„  donne,  pourvn  tjue 
l'on  s'arrête  aux  termes  d'un  certain  rang,  des  nombres  qui  dilfi'rent  peu 
d'une  valeur  cUerchéc;  celles  de  SticUjes  sont  les  séries  asymptotiques  de 
.M.  Poincaré  {voir  n"  8()). 

L'expression  de  conditionnellenient  convergente,  ilue  à  \\  eierstrass  {Œuvres, 
1.  I,  p.  if)f)),  semble  plus  rationnelle. 

(-)  Ce  thcorème  est  dû  à  lîicmann  (  i^'j'i).  Il  a  mis  en  lumière  l'identité  de  ces 
deuN.  notions  :  série  dont  les  modules  tics  termes  forment  une  série  eonvcrgenlc, 
série  convcrgcnle  sans  ((judiliims  relalivo  à  l'ordie  île»  termes  (  absolutcr.  un/jc- 
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(lli;mi;(M-  de  place  les  élémeiils  d  ime  série,  c'est  les  rangei' 
d'après  une  loi  nouvelle  cpii  n'en  fasse  omellre  aucun.  Ainsi, 
deux  séries,  de  lernie  général  ii,,  cl  c^ .  sont  composées  des 
mêmes  termes,  si  à  loul  ciilicr  //  on  pcul  iaire  correspondre  un 
entier  /j,  tel  (jue  parmi  les  p  premieis  lermes  de  la  seconde  série 
se  trouvent  les  /?  premiers  termes  de  la  pi"emicre.  et  réciproque- 
ment (M. 

Soient 

^^^^-^T  J/i-f-.  .  .-+-  Un-T-.  .  -,      Co-H  Ci-i-.  .  .-i-  i',,  — . . ., 

la  séiic  donnée  et  la  série  transformée;  U  la  somme  de  la  pre- 
mière, U„  la  somme  de  ses  n  premiers  termes.  En  choisissant/? 
assez  grand,  la  somme  V^  des  p  premiers  termes  de  la  série  (c) 


dingter).  Avant  lui,  Caucliy,  en  cUulianL  la  série  harmonique,  avait  montre  (jue 
la  convergence  de  certaines  séries  de  ce  Ivpe  dépend  de  l'ordre  des  termes,  que 
certains  changements  peuvent  rendre  la  série  divergente,  ou  même  que,  si  la 
convergence  delà  série  subsiste,  la  somme  de  la  série  est  altérée  [liésumés  ana- 
lytiques de  Turin  {Œuvres,  ■2"  série,  t.  X,  p.  69)]. 

Lejeune-Uirichlet,  en  traitant  des  séries  de  I-'ourier  (elles  représentent  le  type 
le  plus  important  de  séries  semi-convergentes)  et  des  séries  de  Laplace,  avait  vu 
le  rôle  que  jouait,  dans  la  question  de  l'interversion  des  termes,  la  série  des 
modules  (7.  de  Crelle,  t.  4,  p.  167,  et  t.  19,  p.  33o.  —  Abh.  der  Berliner  AI;., 
18.37),  et  Ohm  (De  nonnullis  seriebus  injinilis  suniniandis.  Berlin,  1839)  avait 
donné  un  exemple  pour  lequel  un  rangement  convenable  des  termes  permet 
d'obtenir  telle  valeur  que  l'on  veut  (voir  p.  120,  note). 

Vuici  un  exemple  donné  par  Dirichlet.  Les  deux  séries 


I  — 


\/3       \/~!\       \^/o       y'(i 


3  /, 


sont  convergentes.  En  déduisant  respectivement  de  chacune  d'elles,  par  les  mêmes 
changcmenls  dans  l'ordre  des  teiiiies,  les  séries 

I  II  I  I 

v/3       v/â       v/5       vw       V'-'Î 


on  a  la  prrmicre  fois  une  série  (]ui  iliverge,  la  sicunde  fuis  une  série  qui  (<>n\erge 
mais  n'a  pas  la  même  somme  (|ue  la  série  <lonl  elle  |iro\ieiil. 

(')  Des  ]r)rs  deux  séries  ne  seraient  pas  composées  des  mêmes  termes,  si  de 
l'une  on  déduisait  l'autre  en  écrivant  d'abord  les  termes  dont  lindiie  est  un 
nniiihrr  preinirr,  puis  les  lermes  donl   l'indici'  e>-l   paii-,  etc. 
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renfci'Jiu'  lotis  les  loiincs  de  U„  cl  roii  a 

V,,  =  U„ -i-  «a-<-  ufi-h.  ..-r-  «)., 

les  indices  a,  .  .  . ,  A  élaiU  lous  supérieurs  à  n  —  i  .  On  en  conclut  : 

y,,  —  U   =   U„  —  U    -i-    u.^~-.  .  .-{-  ir, , 

1    \,,-    U    I    .;   I     U„—    U    I    --    1    «a+  .    .    .  +     «>.   |. 

On  a  du  resle 

I  tfa  -i-  •  •  •  -^  "X  i  <  I  "a  I  -i-  •  •  ■  -+"  I  "À  1  <  I  "«  H"  I  "-"+••  i  -+- 

A  tout  nonibie  positif  donné  s,  on  peut  faire  correspondre  un 
nonibi'e  N  assez  grand  pour  que  celle  dernière  expression  el  en 
même  temps  |  U/,  —  U  |  soient  lous  deux  inférieurs  à  £  (/i  >  N). 
Donc,  quand  /?,  et  par  suite  /?,  croissent  indéfiniment,  V;,  a  une 
limite  et  celle  limite  est  U. 

02.  L'ensemble  i^ii)  el  les  ensembles  (t)  que  l'on  vient  d'en  dé- 
duire étaient  semblables  :  peut-on  aussi  remplacer  l'ensemble  {u) 
par  des  ensembles  non  semblables? 

ÏHÉoiiÈME  II.  —  Dans  une  série  absolument  com-ergente,  on 
peut  dhine  infinité  de  manières  répartir  les  termes  en  une 
infinité  de  groupes,  formant  chacun  une  série  absolument 
convergente,  et  tels  que  la  série  formée  par  les  sommes  de  ces 
séries  coîwerge  et  ait  même  valeur  que  la  série  donnée  ('). 

Représentons  toujours  par  U  la  somme  de  la  série  donnée,  et 
soit 

V,-  =  1^/0  -i-  i^/l  -^- .  .  .  -+-  Vin  -H  •  •  .  (  t  =  l  ,?.,...  ) 

l'une  quelconque  des  séries  partielles  formées  par  des  éléments  (//). 
Par  exemple,  on  obtient  les  diverses  séries  V/  en  prenant  les 
termes  {u)  dont  les  indices  sont  des  nombres  premiers,  sont 
multiples  de  2,  sont  multiples  impairs  de  o,  etc. 

I"  Chaque  série  V/  com-erge.  —  En  elTcl,  si  L /,  désigne  la 
somme  des  n  premiers   termes  de  la  série  («),  on  peut  choisir /> 


(')   Cf.  JoiîDAN,  Analyse,  2°  cdil.,  l.  I.    p.    (7<i.    Ce   llicorcmc  jouera    un    iV.le 
iniporliiiil  dans  la  lliéoiic  des  séries  inulliplcs  iibsoluniciU  convergcnlcs. 
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assez  j;raiul  pour  (|iic  la  somme  V,,,  cles/>  premiers  termes  de  la 
série  \i  renferme  tous  les  termes  de  U„  (jiii  ligiirenl  dans  ^ /.  l*ai' 
suite  les  termes  i',p,  »'/7.^.i,  . . .  ,  ^'ip+p'  seront  des  éléments  //.^,  .  . .  , 
//),  de  la  série  donnée,  dont  les  indices  snrj)asseronl  Ions  /i  —  i. 
On  aura  ilonc,  (jnel  (\uv  soil  //', 

h'//.  I  —...-•-  I  Pi,,+,r\  =  I  //-al   -,-... -r-  \UI\  <  I  lln\-^  I  ««-f-I  i  —  .... 

A  cause  de  la  convergence  absolue  de  la  série  (//),  celte  der- 
nière somme  tiescend  au-dessous  de  tout  nombre  donnt',  (piand 
/i  est  suflisamment  ^rand  :  a  fortiori  en  scra-l-il  de  même  du 
premier  membre  de  I  in('^;iiit(''.  Il  sullll  de  laiie  grandir  Ind/lini- 
nienl  d  abord  />,  et  ensuite  //,  j)our  en  déduire  la  eonvergeuee 
absolue  de  la  série  V/. 

Nous  en  représenterons  la  somme  par  V^. 

a"  L((  srrie  \  i  H-\  ^ +  ... -|-\ /-[-..  .  converge  cl  d  nième 
somme  (fue  la  série  («).  —  Considérons  une  somme  L//  et  elioi- 
sissons  /  et/?  assez  grands  pour  que  la  somme 

\  \l,-r-\  ■i,,-\-  .  .  .-\-\  Ip 

renferme  tous  les  termes  contenus  dans  l  „.  La  différence 

^  —  \\p-T-..  .-(- V2/>—  L  «  —  Ma-+-.  •  --^  "X 

ne  renfermera  cpie  des  termes  //„,  .  .  . ,  //>,  dont  les  indices  surpas- 
seront Il  —  I ,  et  l'on  aura 

I  -^  I  <  I  «a  1  +  •  •  •  ^  I  "•/,  I  <  I  "«  I  ^-  I  Un+x  I  + .  .  . . 

A  cause  de  la  convergence  absolue  de  la  série  («  ),  on  peut 
choisir  n  assez  grand  pour  cpie  cette  (.lernière  somme  descende 
au-dessous  de  tout  nombre  donné.  Dès  lors,  si  l'on  fait  croître 
indéfiniment  d'abord  y^  (ce  cpii  Iransforme  \ /y,  en  ^ /^,  |)uis  /(ce 
(|ui  transforme  \  , -|- .  .  . -1- V/  en  V,  +  .  .  . -|- \'^/  + .  .  . ,  que  nous 
appellerons  V),  et  enfin  /?,  on  j)eut  affii-mer  successivement  que 
les  modules  des  dilféreuces 

|V,^...-!-V/-U„l,     |V-i:„|,     |V-U| 

descendeni  au-dessous  de  tout  nombic  donne. 
C'est  bien  le  théorème  à  établir. 
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G3.  Lno  S(îrie  sefiii-convergcnle  à  élémcnls  réels  renferme  des 
ternies  positifs  et  des  termes  négalifs  en  nombre  infini;  sinon 
elle  convergerait  absolnmenl. 

Les  deux  séries  obtenues  en  prenant  séparément  les  termes 
positifs  et  les  termes  négatifs  sont  chaeune  divergentes. 

En  eOct,  supposons  que,  parmi  les  m  premiers  termes,  il  v  en 
ait  /)  positifs  et  n  négatifs;  soient  .Sy,,  .s-„,  s,„.  t,„  la  somme  des 
p  premiers  termes  positifs,  la  somme  des  modules  des  n  premiers 
termes  négatifs,  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série 
donnée  et  la  somme  de  leurs  modules.  On  a 


et,  par  suite, 


I  _  I 

■2  2 


Pour  /n  infini,  7,n  augmente  indéfiniment  el  s,„  tend  vers  une 
limite;  donc  s,i  et  .v^,  croissent  indéfiniment  :  les  séries  correspon- 
dantes divergent. 

Théorème  III.  —  iT/?  rangeant  dans  un  ordre  com-enable 
les  termes  d\ine  série  semi-convergente  [u),  on  peut  lui  donner 
une  infinité  de  valeurs  et  même,  si  les  éléments  sont  réels,  une 
valeur  arbitraire. 

Posons 

u,i  =  ««-f-  iO„,         I  a„  I  =  a„,         \i>n\  =  ?«• 

La  série  ^^u,i  étant  convergente,  il  en  est  de  même  de  chacune 
des  séries  >  a^  et  ^  l^,/.  La  sc'rie  \^  \  u„  \  étant  divergente,  il  en 

est  de  même  de  la  série  >  (a,,  +  [i,,),  rpii  a  ses  termes  plus 
grands  ou  au  moins  égaux.  Donc,  lune  au  moins  des  séries 
\  a„,  2.'i^in  l'i  pi'cmièrc,  par  exemple,  diverge.  C'est  dire  que  la 

série  >  a,t  est  semi-convergente,  et  par  suite  (pie  ses  termes  po- 
sitifs a\^^  a\,  .  .  .  el  ses  termes  néi^alifs  al.  a[.  ...  ont  séparé- 
ment des  sommes  infinies. 
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Choisissons  arbitrairement  un  iminhrc  A,  jjosilir,  par  exemple. 
Prenons  dans  la  suite  n\^,  n\,  ...  «les  lernies  en  uombï-e  suf- 
fisant (mais  en  nombre  le  plus  pclll  possible)  jiour  (pic  l;i 
summe  ^/'„  +  r/',  +  .  .  .  surpasse  A;  ajoutons  des  termes  m'ga- 
lifs  <^/|p  a'I,  ...  en  nombre  sulïisant  (^mais  en  nombre  le  plus 
petit  possible)  pour  que  la  somme  nou\elle  descende  au-des- 
sous de  A.  D'après  la  même  loi,  recommeuçons  à  ajouter  des 
termes  de  la  première  suite,  de  la  seconde,  ele. 

On  détermine  ainsi  un  ordre  de  rangement  des  éléments  réels  d 
de  la  série  donnée  :  dans  cet  ordre,  leur  somme  coiuerge 
vers  A. 

Kn  efi'et,  les  sommes  successives  oscillent  autour  de  A  ;  elles 
s'en  rapprochent  indéfiniment,  puisrpie  la  dilléienee  entre  l'une 
de  ces  sommes  et  A  est  inférieure,  en  valeur  absolue,  au  module 
du  dernier  des  termes  employés,  a',  ou  r/^',  et  que  ces  termes 
tendent  vers  zéro  à  cause  de  la  convergence  de  la  série  (r/). 

Ainsi,  quand  les  termes  de  la  série  {u)  sont  |)lacés  dans  l'ordre 
que  nous  avons  défini,  sa  somme  a  pour  valeur  A  -\-  /B,  A  étant 
arbitraire  et  B  ayant  une  valeur  déterminée,  (|ui  varie  avec  le 
nombre  A  choisi  ('  ). 

(  '  )  Ce  lh(ioix'inc  cl  celle  (hhiionstiiitidn  soiil  de  Hienniiin  [Disserldlion  inau- 
gurale, iS,54  {Œuvres,  lr;i(l.  L;iiif,'cl,  p.  -Ï-Sri)]. 

Exemple.  —  Kii  rangeant  C()nvcnal)lcment  les  leriiios  de  la  si'ric  liariiiiniitiuo, 
on  peiiL  ramener  à  avoir  pour  somme  loga-i log--   (au  lieu  de  logj),  pourvu 

(|ue  dans  les  p -\- q  |)reniiers  termes  il  y  en  ait  y?  positifs  et  q  négatifs.  Quand 
p  cV  q  croissent  ind(;finimcnt  de  manitire  que  leur  rapport  tende  vers  le  nombre 
arbitraire  a,  on  approche  d'une  indnilc  de  limites.  (Ce  rt!'sultat,  obtenu  par  Olim 
à  l'aide  du  calcul  intégral,  est  démontre  d'une  fa(;on  élémentaire  dans  l'Ouvrage 
de  M.  Tannery,  Introduction,  etc.,  p.  ifi8.) 

Voici  une  condition  suffisante  indiquée  par  M.  IJorel  pour  i|u'un  eliangcmenl 
dans  l'ordre  des  termes  soit  légitime .(/?.  D.,  iS()<),  p.  9-). 

Changer  l'ordre  des  lernies  revient  à  établir  entre  les  entiers  «  el  ]>  une  corres- 
pondance univo(|ue  telle  (|uc  le  tenue  de  rang  n  de  la  première  série  devienne  le 
terme  de  rang  j>  de  la  seconde.  Posons  \n  —  p\  :  ô„,  el  appelons  i  c  noujbre  le 
déplacement  du  terme  j/„. 

Pour  qu'un  clian •cernent  dans  l'ordre  des  termes  d'une  série  n'altère  pas 
sa  valeur,  n,  slI'Kit  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier  positif  q, 

lim  I  5„   ,,  j/„  I  —  .1         <iii  bien         liiii  |  o„  »„  ,    i  =  o, 
c'est-à-dire  il  suKil   que  le  prixluil  .h    la  valeur  abxdiie    du    Urme  de  ran^  n  par 


SKHIKS    KN    liKNKR.VL. 


64.  Une  série  à  termes  variables  converge  dans  un  domaine 
lorsqu'elle  eonvcrge  en  ions  ses  points.  Les  notions  de  conver- 
gence et  de  convergence  absolue  sont  insuffisanlcs  pour  trancher 
des  questions  importantes  relatives  à  ces  séries. 

Par  exemple,  une  série  convergente  cl  à  éléments  continus  (ou 
holomorphes)  dans  un  domaine,  est-elle  continue  (ou  holomorphe) 
dans  ce  domaine  (')?  Pour  intégrer  ou  dériver  une  série,  suflit-il 
de  l'intégrer  ou  de  la  dériver  terme  par  terme? 

Leur  solution  repose  sur  la  notion  de  convergence  unifornic. 

Représcnlons  par  s,i  cl  s  la  somme  des  ii  premiers  termes  cl 
la  somme  d'une  série  à  éléments  variables,  convergente  dans  un 
ensemble.  On  dira  que  cette  série  converge  uniformément  dans 
cet  ensemble,  si  à  tout  nombre  positif  donné  t  on  peut  faire  cor- 
respondre un  entier  positif  N,  le  même  dans  tout  l'ensemble, 
tel  que  l'on  ait 

1  s  —  *«  I  <  ' 

pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  N  (-). 

En  général,  à  chaque  point  z  où  l'on  étudie  la  convergence, 
correspondent  des  nombres  N  qui  dépendent  de  ;  (et  de  s)  :  ce 
qui  caractérise  la  convergence  uniforme,  c'est  qu'en  chaque  point 


le  déplacement  maximum  des  tei'mes  qui  le  précèdent,  ou  bien  du  déplacement 
du  terme  de  rang  n  par  la  valeur  absolue  maximum  des  termes  qui  le  suivent, 
tende  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment  (ces  deux  conditions  sont  équiva- 
lentes). 

Cf.  aussi  ScHLOMiLCH,  Zcitsclirift  fiir  Math.,  1878,  p.  52o.  —  I'uixgsiieim, 
M.  A.,  t.  XXII,  p.  455,  etc. 

(')  C'est  Abel  qui,  à  l'occasion  d'une  inexactitude  de  Caucby,  attira  l'attentioa 
sur  les  séries  non  continues  à  termes  continus  (Œuvres,  t.  I,  p.  22'().  Ainsi  la 
série 

l  —  x-^x{i  —  x)  -\-. .  .~\-  X"{l  —  x).. .         (  «„  =  1  —  •^") 

converge  pour  o  ^  ar  ^i;  elle  a  pour  somme  i  ou  o  suivant  que  l'on  a  o  r  a;  <  i  ou 
bien  x  =1.  Les  séries  trigonomclriqucs  en  fournissent  d'innombrables  exemples. 

La  dénomination  de  convergence  uni/orme  {gleichmassige  Konvergenz)  est 
due  à  ^\'cierstrass. 

(-)  C'est  la  notion  exposée  page  35  :  j„  doit  tendre  uniformément  vers  s  pour 
n  infini. 

z  étant  donné,  il  y  a,  en  cliaque  point  où  la  série  converge,  un  entier  minimum 
N.  fonction  de  z,  tel  que  l'on  ait  |  /•„  |  <  s  pour  n  >  N..  Quand  ces  nombres  N. 
ont  une  limite  supérieure  yî/f/e,  la  convergence  est  uniforme. 

\jnc  série  converge  uniformément  dans  le  voisinage  d  un   poinl   <i.   lur;qu'ii 


i2i  i.iMti;  I.  —  ciiai'Hiu:  ii. 

on  ))eiil  les  choisir  indcpendanls  de  v.  /\insi  la  somme  d'une  série 
iinirormcment  convergenlc  est  représcnlée  j)ar  la  somme  de  ses 
/i  jircmiers  termes  avec  une  approximation  dont  la  limite  supé- 
rieure t  est  la  nièmc  dans  tout  l'ensemble. 

La  nolion  ilc  coin  er<j;ciice  UMifornic  s'applique  aux  séries  dont 
les  éléments  dépendent  d'un  nombre  <piclconquc  de  variables. 

Go.  Pour  décider  de  la  converj^ence  d'une  série,  parfois  on  ap- 
jiliquc  la  définition  directe  de  la  convcri;cnce,  ce  qui  exige  la  con- 
naissance du  reste  ou  d'une  limite  de  son  module;  plus  souvent, 
on  utilise  des  théorèmes,  qui  résultent  {jour  la  |)hi[)arL  de  la  coiu- 
/xiraison  de  la  série  proposée  avec  des  séries  connues. 

De  même,  pour  reconnaître  si  une  série  converge  unilornié- 
ment,  rarement  on  se  sert  du  reste;  voici  une  remarque  d'une 
application  fréquente  : 

Une  série  [u)  à  Lernies  variables  converge  absolument  et  iini- 
formcnicnt  dans  un  ensemble,  si  dans  cet  ensemble  les  modules 
de  ses  te/ mes  ne  dépassent  pas  les  valeurs  des  termes  dUine 
série  numérique  comergente  («),  à  termes  positifs  ou  nuls. 

En  elTel,  la  convergence  absolue  est  évidente. 


existe  un  nombre  o  tel  que  la  convergence  soiL  iniilonnc  ;iux  |ioinls  |  z — a  \  ^  p. 
L'ensemble  des  nombres  o  relatifs  a  un  point  a  u  une  limite  supérieure,  que 
nous  appellerons  \\{a). 

Wcicrslrass  a  dtMnontré  ce  lliéorème  : 

Une  série,  iiniforméinenl  conversçenle  clans  le  voisinage  de  cliatjue  point 
d'un  domaine  fermé,  converge  uniformément  dans  ce  domaine. 

Pour  le  prouver,  Weierstrass  procède  comme  procédait  Liirotli  {M.  A.,  t.  NI. 
p.  3 19)  pour  établir  la  continuité  uniforme  d'une  fonction  continue  de  deu\. 
variables  {l'oir  plus  haut,  p.  !\b,  note);  par  suite,  il  montre  que  la  limite  supé- 
rieure \\{z)  relative  à  chaijue  point  z  al  fonction  continue  de  z.  Dès  lors  il  y 
a  un  point  du  domaine  ou  de  sa  frontière  où  Tensemble  de  ces  nombres  !{(-), 
tous  positifs,  atteint  elfectivement  un  inininiuin  t\m  est  positif,  et  non  p;is  nul 
(  WhiKiisTiiASS,  Œuvres,  t.  II,  p.  :'.o'i). 

M.  I*rinf;sheim  (J/.  A.,  t.  LXIV,  p.  Ho)  y  parvient  par  une  méthode  analogue 
à  celle  suivie  jiar  Heine  (7.  de  Crelle,  t.  7i,  p.  i^^X)  pour  déduire  la  conlinuilé 
uniforme  de  la  continuité. 

La  délinition  de  convergence  unilurme  nionlre  <lu  rc^>le  ([ue  si  une  série  cou- 
ver};e  uniformément  en  diverses  régions,  elle  <;ou\er;;f  nniforiiiémciil  d,iii>-  le 
doui<iine  furmi':  par  leur  ensemble. 


sKiiiKs  i;.\  (,i;.m;u\i..  i  ?.'i 


l'oiir  clahlir  la  convergence  iiuilurinc,  un  iwnianjtie  <|iie  l'liy[)o- 
llièse  I  i/„  1  ;;;  ((„  donne 

En  verlu  de  la  convergence  de  la  série  («),  son  rcsle  n'alleinl 
pas  £,  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  entier  (i\c  :  a  for- 
tio/i,  en  esl-il  de  même  du  reste  de  la  série  {(i)i  [xjur  loules  les 
valeurs  de  z  considérées  [  '  ). 

RcnKtrqaes  : 

I.  Jci  les  hypothèses  entraînent  la  convergence  al)solue  et  la 
convergence  unilornie.  Ce  n'est  ))as  là  un  fait  général  :  une  série 
peut  être  uniformément  convergente  sans  converger  abstjlumenl, 
et  réciproquement  (-). 

(')  Nous  utiliserons  souvent  la  convergence  uniforme  de  la  série  >  z"{z<,i)  : 
elle  résulte  soit  de  la  f//,$c;/s5/o/i  f/<f  re^^e,  soit  do  la  comparaison  de  la  série  avec 
la  série  numéri(iue    »   /"(i  > /•  >  |  ^  1). 

Jmmà 

Considérons  les  deux  séries  pour  lesquelles  on  a  respectivement 
X  nx  X  nx 


-- X-        i  +  ii-x-  i-hx-  "  i-\-n'x' 

n-x  n-x 


{o-x:^i). 


C'est  dans  le  voisinage  du  seul  point  x  =  o  qu'elles  ne  convergent  pas  unifor- 
mément (p.  3*5).  Il  suflit  d'y  remplacer  x  par  sin-A-o:,  A  désignant  un  entier 
positif  fixe,  pour  obtenir  des  séries  qui  ne  convergent  pas  uniformément  dans  le 

voisinage  des  k  -f- 1  points  (  o»  t  '  t:>  •  •  •  '  '  )  • 

Enfin,  la  théorie  des  ensembles  denses  dans  un  intervalle  permet  d"en  déduire 
des  séries,  convergentes  dans  un  intervalle,  qui  ne  convergent  uniformément  dans 
aucun  intervalle  fini.  Cf.  Painlevé,  Sur  les  lignes  singulières,  etc.  {A.  T.,  iSf'S, 
n.,  p.  lo). —  OsGOOD,  A'on  uniforni  convergence  {American  Journal,  1897,  P- 1^^)- 
On  y  trouvera,  pour  diverses  séries,  le  tracé  des  familles  de  courbes  y  =  r^{x) 
(courbes  se  rapportant  à  diverses  valeurs  de  n),  tracés  qui  aillent  à  se  rendre 
compte  géométriquement  de  la  convergence  non  uniforme. 

C-)  Exemple.  —  La  série  V  i -i —  converge  uniformément,  mais  non  abso- 

^    '  ■'  ^^    x-^  n 

11  =  1 
lumcnl,  dans  tout  intervalle  réel.  (  Pour  la  réciproque,  voir  les  exemples  donnés 
j)lu>  haut.) 

Ce  qui  est  vrai,  c'est  qu'une  série  absolument  convergente,  dont  les  éléments, 
ainsi  que  la  somme  de  leurs  modules,  sont  continus  dans  un  domaine  fermé,  con- 
verge uniformément  dans  ce  domaine  ainsi  que  la  série  formée  par  les  modules 
de  ces  éléments  {cf.  PiuxGsiiiiiM,  M.  A.,  t.  XLl\  ,  p.  8j). 


ij»  I  i.i\  Hi;  I.  —  ciiM'iTHi;  II. 

1 1 .  Le  ihéorème  s'applique  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  : 
si,  pour  un  ensemble  quelconque  de  leurs  valeurs,  on  peut  prendre 
la  même  série  de  comparaison,  la  Sf'-rie  donnée  converge  absolu- 
menl  cl  uniformément  dans  l'ensemble  considéré. 

GG.  A  divers  points  de  vue,  par  exemple  pour  le  rangement 
des  éléments,  on  pouvait  traiter  les  séries  absolument  conver- 
gentes comme  des  sommes  de  termes  en  nombre  iimilé  :  les  séries 
à  convergence  uniforme  ont  d'autres  j)ropriélés  qui  les  rappro- 
client  aussi  de  ces  sommes.  Ici,  nous  en  signalerons  trois. 

PuEMikuK  PKOi'uiÉïK.  (Continuité.)  —  Une  série  à  termes  con- 
tinus, uniforniénient  convergente  dans  un  domaine  continu  et 
sur  sa  frontière,  est  continue  dans  ce  domaine  et  sur  sa  fron- 
tière. 

Posons 

A  un  accroissement  A:;  donné  à  z  (on  suppose  que  ^  +  Ac  ne 
sort  pas  du  domaine  considéré)  correspondent  pour  5,  s„,  /«  des 
accroissements  tels  que  l'on  ait 

As  =  \Sn  -4-  A/-„  =  \s,i  ~  (  r„  -t-  A/-„  )  —  /•„, 

1  As  I  ^  I  As„  i  -T-  I  /•„  -+-  A/-„  I  -f-  I  '-,1  I- 

La  somme  6„  d'un  nombre /m/  d'éléments  continus  est  unifor- 
mément continue  :  on  peut  donc  choisir  A:;  assez  petit  pour  (pic, 
dans  tout  le  domaine,  \^s„\  n'atteigne  pas  un  nombre  posilil 
donné  s,  pour  toute  valeur  de  n  supérieureà  un  nombre  lixo. 

La  série  converge  uniformément  :  il  y  a  donc  un  entier  lixe  JN 
tel  que,  dans  tout  le  domaine,  pour  toute  valeur  de  n  siq)érieure 
à  N,  I  /•// 1  et  I  r,i-\-  ÙLr,i  |  restent  inférieurs  à  £. 

Dans  t(»nt  le  domaine,  on  a  donc  bien,  pour  les  valeurs  de  // 
dépassant  un  nombre  (ixe. 


(')  Hccipro(jucmcnt,  la  conlinuilé  do  lu  soruiiic  il'nno  série  à  éléments  timlinii- 
cnlraliic-l-cllr  la  convei'SCiKC!  uniforme  de  la  sérir?  Apres  (|Ui'l(|iics  liésilalinns 
(cf.  IJ1.IMC,  J.  de  Crelle,  1.  71,  p.  ;153),  la  quolinn  .1  .  !.•  irancliéf  nosalivcmiiil. 
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()7.  Deuxième  l'itopuiÉ-n';.  (Intégi'alion.)  —  Une  série  à  termes 
continus,  unifovniémenl  convergente  dans  un  domaine  continu 
fermé,  est  intégrahle  le  long  de  toute  ligne  finie  située  dans 
le  domaine;  son  intégrale  peut  s^jbtenir  en  faisant  la  somme 
des  intégrales  des  divers  termes,  et  la  série  ainsi  forniée  con- 
verge uniformément. 

Supposons  (l'abord  qu'il  s'agisse  de  fonction  réelle  (h;  variable 
réelle,  et  reprenons  les  notations  précédentes,  en  y  reni[)larant  c. 
par^.  Dans  l'intervalle  fermé  (rt^),  on  peut  faire  correspondre  à 
tout  nombre  positif  s  un  entier  N,  tel  que  l'on  ait 

\rn{x)\<z         pour         «  >  N. 


d'abord  par  du  Bois-Reymond,  puis  par  M.  Darboux  {A.  E.  N.,  1876,  p.  ^r^)  et 
M.  G.  Cantor  {M.  A.,  l.  XVI,  p.  2%). 
Ce  dernier  donne  comme  exemple  la  série  pour  laquclK; 

2X{l — x)  iiix{i  —  x) 


^--+-(1  —  X  )'-  "       n-x--T{i  —  x)'^ 


(o  -  X~l). 


Il  n'y  a  pas  de  nombre  N  assez  grand  pour  que  les  restes  correspondant  aux 
valeurs  «(7i>  N)  soient  tous  inférieurs  à  i,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a;  dans 
l'intervalle  considéré.  Les  séries  étudiées  dans  la  note  du  n°  G5  en  fournissent 
d'autres  exemples. 

Les  points  d'un  intervalle  dans  le  voisinage  desquels  une  série  continue  à 
éléments  continus  ne  converge  pas  uniformément  sont  dits  points  de  conver- 
gence non  uniforme  :  M.  Osgood  les  a  classifiés  et  a  montré  qu'ils  no  peuvent 
former  que  des  ensembles  de  certains  types  (par  cxcmph-,  les  points  dans  le  voi- 
sinage desquels,  pour  certaines  valeurs  de  /i,  s,^  peut  dépasser  tout  nombre  donné, 
forment  au  plus  un  ensemble  dense  nulle  part  et  contenant  son  dérivé).  Cf. 
American  Journal,  1897,  p.  i63. 

Surtout  depuis  les  Travaux  de  M.  Osgood,  le  problème  de  la  représentation  des 
fonctions  continues  par  ties  séries  à  éléments  continus  est  considéré  comme  résolu. 
La  question  connexe  :  A  quelles  conditions  une  fonction  discontinue  peut-elle 
être  représentée  par  une  série  à  termes  continus?  est  traitée  dans  la  Tliése  de 
M.  Haire  {Sur  les  fonctions  de  variables  réelles,  1899).  loir  aussi  5.  .'/..  njoo, 
p.  173. 

C'est  la  Théorie  des  ensembles  qui  a  permis  d'approfondir  ces  questions.  Par 
exemple,  on  a  démontré  ces  théorèmes  : 

1°  Une  série  à  éléments  continus  est  au  plus  ponctuellement  discontinue. 
(On  peut  le  conclure  des  propositions  relatives  aux  fonctions  de  deux  variables 
établies  dans  la  Thèse  de  M.  Baire,  Chap.  II.) 

a"  Une  série  à  éléments  ponctuellement  discontinus,  qui  converge  uniformé- 
ment, est  ponctuellement  discontinue  (cf.  Voi.teku.v,  Giorn.  di  mat.,  1881,  p.  79). 

Cf.  aussi  la  (|ucslion  posée  par  Chessin  (Amer.  Journal.  i89<").  p.  98  et  128) 
et  la  note  du  n"  72. 


l'iO  i,i\ui:  I.  —  (Il  M'iTiii:   II. 

I.a  série  csl  à  termes  conlimis  cl  c(»iivrr<,'c  iinifornu-incnl  :  c'est 
donc  une  fonction  continue,  cl  des  lors  iiil(';irnl)lc.  J.es  deux 
expressions  dcterniinécs 

/      s(T)(/.r,       I      tf,t(/.r-h.  .  .—    I      ii,i~\fl.r         (a  ^Xq -C  a'^b) 


ont  i)oiir  dillerence  I  iiilc::r;ilt' 


I     '•„  <Ix, 


doiillc  module  lend  \crs  /.rro,  |)oiir  //  inlini.  piiiscinil  n'iillrin! 
pas  z\b  —  a\.  Delà,  la  justification  des  trois  j)arlies  dti  tlu'o- 
rènie  ('). 

Pour  rétendre  aux  intégrales  de  séries  à  termes  imaginaires 
(n"  1()3)  le  long;  d'une  courbe  (rectifiable)  de  longueur  -%  il  suf- 
fira d"<'valuer  les  intégrales  considérées  ci-dessus  le  long  de  cette 
courbe,  et  de  remarcpier   que  la  dernière  o   n'atteint  pas  z"' (^-). 


(' )  Ce  llicorcmc  énonce  seulement  des  conditions  pi'atiques  suffisantes  pour 
i'inlégrabilité,  et  reclinc,  d'après  Weierslrass  [Heine,  Ueber  trigononietrische 
Jieilicn  {J.  de  Crelle,  t.  71,  p.  ^ô.Tj],  la  règle  indiquée  par  Moigno  {Leçons  de 
Colcid  différentiel  et  inte'r'ia/ . . .  d'après  Caitc/iy,  l-  H,  ]>•  70). 

De  fait  :  1°  il  n'est  pas  nécessaire  (jue  les  ternies  a-  soient  continus  :  le  raison- 
nement donné  montre  qu'il  suffit  rie  les  prendre  intégrables  (  n"  160):  2°  la  <on- 
linuilé  uniforme  de  la  série  s  n'est  pas  requise,  coiiiiiic  l'ont  montré  du  l$ois- 
I{eym<md,  MM.  Dini,  Stolz,  etc. 

Aussi  M.  Osgood  a  trouvé  des  conditions  suffisantes  plus  larges  permettant 
d'avoir  l'intégrale  d'une  série  en  l'intégrant  terme  par  terme.  A  chaque  point,  il 
fait  correspondre  une  fonction  dite  fonction  de  comergence.  qui  s'obtient  en 
i'(insi(lér;inl  les  limites  sup('-rieure  et  inférieure  des  restes  de  la  série  à  drfdle 
(lu  |iiiinl,  il  -iinriic  du  iiniiil  C  dans  des  conditions  i\[ir  nmis  ne  |i(in\oiis  int'ci-cr 
ici),  !■[  «M  pririaiit  la  |)liis  grande  en  valeur  absolue  de  ces  qualic  (juanlitt's  (elle 
(■si  nulle  en  (  liaque  |)oint  de  convergence  uniforme;  aux  autres  points,  elle 
mesiiio  le  degré  de  convergence  non  uniforme).  Il  en  conclut  qu'une  série  non 
uniformément  convergente,  si  elle  représente  une  fonction  continue,  peut  être 
intégrée  terme  par  terme,  i|uand  la  fonction  de  convergence  est  partout  finie 
{ cf.  OsuooD,  American  Journal,  i<Si)7,  p.  iGj  et  17'!  ;  .*>(:iiomi,ii:ss.  Die  J.elire.  etc.. 

p.    Viîj). 

{•)  (^)uand  une  si'rie,  don!  lis  Inmes  di|ioiidciil  lic  n  v.iriaMes,  a  ses  éli'inrnls 
continus  et  con\erge  unifornK'inent  dans  un  doniiiine  (0  à  //  dimensions,  le>  inté- 
grales mulliples,  relati\es  à  nu  domaine  inli'iieui-  à  (0,  s'obtiennent  en  fai^iinl  la 
somme,  leinic  par  terme,  des  inti'-grales  des  ternies  de  la  s,iic.  (  |,;i  démonslra- 
tion  esl  ideiili(|iie.) 
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Remarque .  —  [.c  lliéorèmc  revient  à  assigner  des  cas  où  l'on 
\)Ci\l  perniuler  les  sjmholcs  de  soninialion  ol  d'inté^^ralion.  piiis- 
(ju'll  permet  d'écrire 

/       s(.r)d.r=    I        ^   ii„d.r  =  2^      1       ii.il.r. 

()8.  TivoisiJcAiK  iMioiMiiKTi':.  (  Déri  \  iiliôii .)  —  Lne  séiie  s  à  lernies 
continus  et  analytiques,  convergente  clans  un  domaine  continu 
fermé  et  telle  que,  en  la  dérivant  élément  par  élément,  on 
obtienne  une  série  o-  à  termes  continus,  uniformément  conver- 
gente dans  ce  domaine,  a  comme  dérivée  cette  série  '7 pour  l'en- 
semble considéré  (  '  ). 

Supposons  encore  la  variable  réelle  (les  lernies  de  la  série  .ç 
seront  des  termes  continus,  ayant  des  dérivées).  Dans  l'intervalle 
fermé  {(ib),  la  série 

7  =  u'q  -+■  u\  -h  .  .  .  -!-  u',^    ,-+-... 

existe,  a  ses  termes  continus  et  converge  uniformément.  Elle  est 
donc  continue,  et  dès  lors  intégrable  de  jTo  à  .r  [a^Xo<Cx^b). 
D'après  la  propriété  précédente,  l'intégrale  s'oblient  en  écrivant 

(Ix  -\- . .  . 


j      1  dx  =    /      n'^  dx  -i-    /      u\ 

d.v^  "    >0  ''■»n 

-\-  j      n'„^idx-^-. 


C'est  dire  f|uc,  dans  l'intervalle  (ab),  la  sc-rie  s  a  pour  dérivée  la 
série  (t,  puisque  t  est  une  fonction  continue  (-'). 


(  '  )  La  série 


siiivC  -(-  -  sin  jj;  -H  -  siiuo; 


converge  pour  o<  J7<-;  la  série  ayant  pniir  éléniciils  les  dérivées 
ces  a;  -i-  cos  3  a;  -•-  cos  5  x  -}- . .  . 

n'est  même  pas  convergente. 

(-)  I^our  qu'il  y  ait  iciciitilé  entre  les  notions  d'intégrale  cl  i\c  fonction  pri- 
mitive d'une  fonction,  il  suffit  que  cette  fonction  soit  continue.  Mais  eellc  con- 
dition n'est  pas  nécessaire  (  n"  10(1,  nf)t<"  )  ;  aussi,  pour  cette  rais<in  et  pour  d'autres, 
le  théorème  énonce  seulement  des  conditions  pratifjtics  suffisantes. 

Par  exemple,   il   suffirait    que  la  série   -  fut    uuiformémeiil   eotnergcnle   e|    à 
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Corollaire.  —  Ces  propriétés  élendues  aux  variables  com- 
plexes, on  pourra  en  conclure  qu'une  série  v,  dans  les  condilions 
de  l'énoncé,  est  une  fonction  analytique. 

()9.  Addition  cl  nti/l/iplication  des  séries.  —  Soient  les  deux 
séries  converirenles 


U=^«„,  U'=^  li'n- 


La  limite  d'une  somme  est  égale  à  la  somme  des  limites;  on  a 
donc 

00 

n  =  0 

et  celte  règle  d'addition  est  valable  tant  que  les  séries  sont  r/) 
nomhie  limité. 

l\)ur  la  multiplication,  Cauelij  a  donné  une  régie  simple,  a])pli- 
cable  fpiand  Viine  au  moins  des  séries,  U  par  exemple,  converge 
absolument  {^).  On  peut  alors  écrire 

2^  "n  \  l    ^  "'"    )   =  ^  ''"  ^  ''"  ~  "O  "'"  "^  "l  "'«-  1  —  •  •  •  -+-  "/'  "o  •• 

ri  —  0        /     \it—0        /  n  —  0 

En  eiret,  posons 

//  H  ;i 

U „  =  ^  i<„ ,        L'„  =  V  „;^ ,        v„  =  ^  v„ , 


termes  intégrables  (la  sorio  5  restant  à  termes  continus  et  ayant  des  lirrivécs) 
pour  que  la  série  u  fùl  la  (Irrivcc  de  .«t.  Cf.  Dahboux,  A.  E.  ^l'..  p.  ^.i  ;  1875. 
Ou  l)icn  encore,  si  les  cléments  de  la  série  s  ont  des  dérivées  continues  et  si  la 
série  <s  est  continue,  la  série  <s  est  la  dérivée  de  la  série  s,  sauf  peut-être  en  des 
pf)ints  formant  un  ensemble  dense  nulle  part  et  contenant  son  di'iÎM-. 

Si  les  élénienls  de  la  série  a,  ainsi  que  la  série  l'ilc-méme,  onl  des  dérivées 
continues,  et  si  la  série  ff  est  continue,  celte  série  a  est  la  déri\(''e  de  la  série  s. 
Cf.  OsGOOD,  American  Journal.  1897,  p.  188. 

(  '  )  La  démonstration  de  Cauchy  suppose  que  chaque  série  converge  absolu- 
ment [cf.  Cours  d'Analyse,  etc.  {Œuvres,  :>■"  série,  t.  III,  p.  i3.!  et  237); 
/Ic'sumés  analytiques  de  Turin  {Œuvres,  a"  série,  t.  X,  p.  .')'|  et  07  )|  et,  dans  ce 
cas,  nous  donnerons  au  n°  IW  (en  note)  un  résultat  plus  général.  I\l.  Mcrtcns  a 
montré  que  la  convergence  absolue  de  \'unc  des  séries  suffisait  pour  que  lu  règle 
de  (laucliy  fut   applicable  (7.  de  Crellr.  I.  7!).  p.  182). 
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el  ordonnons  l;t  tlilTcrence 

A  =  V2„-U„U'„, 

suivanL  les  indices  de  la  IclLie  a.  Il  vient 

A  =        «0 («'//+ i-t---  --t-  "iu)  -^  "i("',t+i  ^-.  •  .-H  u'.,,^_^)-^-..  .+  f/„_,C «;,.,) 
-f-  «„-,-,(«;,-+-.  .  .-^  «'„_,)-!-  «„+2(«'o-4-.  ■  .H-  «<«-,)    v+-..  .^-Hj„(  u'o) 

el,  |jar  sinle, 

I  -^i  <■         !  "u  I   •  !  «'„  +  ,+••  .+  ll',n  I 


-t-  I  Un+i  I  .  I  U'o 


En  vertn  des  lijpollièses  sur  la  convergence  absolue  de  la  série  U 
et  la  convergence  de  la  série  U',  on  peut  trouver  des  nombres 
fixes  A  et  A'  tels  que  l'on  ait  pour  toute  valeur  de  /)/ 

I  «0  I  -1-  I  «I  I  +  •  •  •  +  I  lim  I  <  A,  \u'q^  u\+...-h  u'„t\<.  A', 

et  un   nombre  n  assez  grand  pour  que   l'on  ail,  quel  <jue  soit  y/ 

I    ^'rt-l-l    I    -+-   I    li/l+'i   I   ~*~  •   •   •  "T~   1    l^ll-i-p   l.<C    -T T-,  J 


'■il+\     <      "/I  +  2 


A  +  A' 


c  ('tanl  aussi  petit  (jue  l'on  veut. 
On  en  déduit 

I  -^  I   <   T~~r^l  "0  I  +•  •  .+  I  ««-1  I)  +  A'(i  ll„  +  i   I  -t-.  .  .-i-  I  Uon  |). 


d Où,  c/  fort iiti'i , 


A  I  <  -, r-,  A  -4-  A' 


A  -f-  A'  A  -f-  A' 

On   verrait    de   même   que    les   tlififérences   Vo/,^,  —  U«^|L]),^, 
tendent  vers  zt'ro  f|u;ind  n    rroh   indélininirni.   ce  (|iii   justille  la 
règle  énoncée, 
f. 
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La  question  de  la  miillij)licalion  de  deux  s('ries  lotîtes  deux 
semi-convergentes  est  moins  simple  ('). 

§  II.  —  Si;nn;s  i-MiÉnES. 

Parmi  les  séries  à  t'-léments  variables,  on  considère  spéeiale- 
nienl  celles  (|iii  oui  |)()ur  termes  des  polynômes,  des  fractions 
rationnelles,  certaines  transcendantes  (-)  :  elles  fournissent 
pour  les  Ibnctions  des  représentations  analytiques  d'un  intérêt 
capital. 

Les  plus  iniéressanles  sonl  celles  qui  procèdent  suivant  les 
puissances   positives   croissantes  de  la  variable  :  on  les  appelle 


(')  Abel  a  inonlrr,  en  s'appuyant  sur  les  piopriélés  des  séries  cnlières.  que,  si 
les  TROIS  séries  U.  U',  V  convergent,  on  a 

UU'  =  V 

{Œuvres,  t.  I,  p.  226).  Voir  infra,  n"  74.  M.  Cesàro  a  prouvé  ce  théoicnie  d'.\l>cl 
par  un  procédé  analogue  à  celui  qu'a  employé  M.  Jensen  pour  établir  le  théo- 
rème de  Caucliy-Merlens  (£?.  D.,  1890,  p.  ii4)- 

Pour  énoncer  les  résultais  dans  le  cas  où  seules  les  deux  séries  IJ  et  U'  con- 
veroent,   M.   Cesàro   introduit  la   noli(jn   de  série  sini/'lenient   indéterminée.  Il 

s  — l- .  ■ .  -f-  ^ 
entend   par    là   une  série   divergente   dans   laquelle  le  rapport    c,,  =  — — — - 

tend  vers  une  limite  5;  on  l'appelle  la  somme  de  la  série  (quand  les  s„  ont  une 
limite,  les  3,,  ont  l;i  nivnic  limite).  La  somme  ainsi  définie  de  la  série  est 
encore  égale  au  produit  des  séries  U  et  U'. 

Cf.  aussi  IMiiNGsiiEiM,  M.  A.,  t.  X\I,  p.  327.  et  t.  \\VI,  p.  137.  —  Voss,  .1/.  A., 
t.  XXIV.  p.  4"-  —  Cajoiu,  American  Journal,  t.  XV,  p.  339  (généralisant  une 
règle  de  Voss,  il  oltlient  divers  types  de  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour 
(juc  la  règle  de  Cancliy  soit  applicable  à  deux  séries  semi-convergentes,  lorsque 
Tune  délies  devient  altsolument  convergente  par  rassocialioii  de  ses  termes  en 
groupes  renfirmant  eliaenn  un  nombre  fini  d'éléments).  —  Mertkns,  J.  de 
Crelle,  t.  117,  p.  iG().  —  ISouhlkt,  H.  D.,  1S89,  p.  05.  —  N.  A.  M.,  1887, 
p.  210. 

H  y  a  liien  des  manières,  nous  le  verrons  plus  loin,  de  considérer  des  séries 
divergentes  comme  définissant  des  fonctions.  Dans  ces  définitions,  on  fait  en 
sorte  que  \cs  formes  opératoires  babiluelles  concernant  les  séries,  par  exemple 
la  règle  de  (lancliy,  subsistent.  Aussi,  avec  de  telles  définitions,  quand  deux 
séries  di\ergentes  définissent  chacune  une  fonction ,  la  série  divergente 
obtenue  par  ta  règle  de  Cauclty  définit  elle-même  une  fonction  qui  est  le 
produit  des  deux  premières.  (  P.vDi:.  A.  M.,  l.  W  III.  p.  10.').  —  HoiiKi.,  Séries 
divergentes,  p.   i')'i,  elr.) 

(  =  )  l)(!  res  transcendantes,  les  plus  usitées  sont  les  fonr(ion«i  cirrnlaires.  les 
fonctions  spliéiiques.  les  fonction.-.  i\  lindriques. 
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séries  entières  (').  Inlrodiiiles  par  les  ch'vi-lopiMMuenls  de  Muc- 
Laurin,  elles  servent  de  point  de  départ,  depuis  Weierslrass,  à  la 
tliéorie  des  fonctions  analytiques.  Nous  [)reudrons  la  notation 
de  Weierstrass,  et  nous  poserons  (-) 

(i"'(^)  =  «O-H  «1^  -i-.  .  .-i-rt„^"-t-.  .  .. 

70.  TnKoui-;ME  I.  (Abel.)  —  Une  série  entière  telle  que  les 
modules  de  ses  termes  restent,  à  partir  d' un  certain  ran^  et 
pour  une  valeur  r,,  de  la  variable,  inférieurs  ou  é^aux  à  un 
nombre  fixe  M,  converge  en  tout  point  dont  le  module  n'atti-int 
pas  |^o|- 

En  elTet,  en  ces  points,  la  progression  géométricjue  de  terme 
général  M  -^-L^  forme  nnc  série  convergente.  D'après  l'hypo- 
thèse If'«^o|  =  M,  les  modules  des  ternies  de  la  série  entière  donnée 
ne  dépassent  pas,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  valeurs  des  termes 
de  cette  progression.  Donc,  la  série  formée  par  les  modules  des 
termes  de  la  série  donnée  converge;  et  dès  lors  aussi  cetle  série. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  conduit  à  la  notion  fondamentale 
de  cercle  de  convergence. 

Supposons  la  série  donnée  convergente  au  point  ^„.  Le  module 
du  terme  général  ««  c'|  tend  alors  vers  zéro;  a  fortiori  reste-t-il 


(')  Newton  avait  entrevu  le  rôle  en  Algèbre  des  séries  entières,  en  remanjuant 
que  des  séries  de  puissances  (puissances  de  lo-')  servent  en  Arilliméliquc  à 
exprimer  toutes  les  fractions.  Leur  étude  sjstématique  a  été  faite  par  CaucJjy 
(Œinres.  2'  série,  t.  III,  p.  i35  et  289,  et  t.  X,  p.  16,  i3o,  17.5,  etc.)  et  par  Abel 
{/iecherches  sur  la  série  du  binôme,  1826;  Œuvres,  2*  édition,  t.  I,  p.  219). 
Leur  non»  est  dû  à  M.  Méray. 

Los  séries  do  polynômes  ou  de  fractions  rationmllfs  sont  1111  iii-lnimciit  analy- 
tique plus  général  que  les  séries  entières.  Mais  de  celte  i;énéralilc  menu-  résultf 
la  diflicullé  qu'il  y  a  à  leur  trouver  des  propriétés  communes  :  aussi  leur  théorie 
n'est  qu'ébauchée,  alors  que  depuis  longtemps  celle  des  séries  entières  est  achevée 
dans  ses  traits  essentiels.  Mous  y  revenons  plus  loin. 

(-)  Nous  représenterons  souvent  les  polynonics  i>ar  P(-),  les  séries  entières 
par  TC-),  les  séries  entières  convergentes  dans  tout  le  pian  par  G{z).  Les  llico- 
rèmesque  nous  allons  démontrer  s'appliqueront  aux  séries  de  puissances  'X*(s  — ;), 

à  l'intérieur  de  cercles  ayant  pour  centre  ?.  et  aux  séries  'Ji?(-)  à  lexlérieur  de 

cercles  ayant  pour  rentre  l'nritiin'' 
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infi'ricm'  à  un  noinliii'  fixe.  Donc  une  srnr  cnlirjc.  (jiii  converge 
pour  ime  valeur  :;o>  converge  (absolumenl)  pour  les  valeurs  de 
module  moindre.  Réciproquemcnl,  une  série  qui  diverge  en  un 
point  ;,  ne  converge  en  aucun  |)oint  extérieur  au  cercle  ajanl 
l'origine  pour  centre  et  passant  pai-  Zf. 

C'est  cli/e  que  la  courbe  sépanint  les  nagions  de  conK-ergence 
des  régions  de  divergence  (dans  l'hypothèse  où  la  série  ne  con- 
verge pas  dans  tout  le  plan)  est  une  circonférence  de  cercle 
(décrite  de  l'origine),  cercle  que  l'on  appelle  cercle  de  conver- 
gence ('). 

La  série  converge  en  tout  point  inh-rieurà  ce  cercle,  et  diverge 
en  toMl  |)oinl  extérieur.  Sur  la  circonférence  ménu',  il  y  a  doule  : 
la  série  peut  converger  ou  diverger  en  tout  point.  con\erger  en 
certains  points  et  diverger  en  d'autres. 

Le  rayon  R  du  cercle  de  convergence  peut  étic  nul  (c'est  le  cas 
où  la  série  ne  converge  pour  aucune  valeur  de  z),  fini  et  difîerent 
de  zéro,  infini  (c'est  le  cas  de  la  fonction  transcendante  entière). 

Ainsi,  soient  les  séries 


1^"-  Itt'   2.v^'   Lvi 


n  =  1  /i  =  0  n  =  1  //  =  1 


Pour  la  première,  11=  o;  pour  les  trois  suivantes,  R  =  i  :  pour 
la  dernière,  1\  est  infini.  La  seconde  diverge  en  tout  point  de  la 
circonlérence  du  cercle  de  convergence  (sur  cette  circonférence, 
le  module  de  z"  ne  tend  pas  vers  zéro).  La  troisième  converge  en 


(')  On  peuL  préSL-nlcr  cuiimic  il  suit  lu  dcfioilion  du  rayon  de  ce  cercle. 

Posons  I  :;  I  =  /•;  faisons  crollic  /•  à  partir  de  zéro,  et  considérons  pour  chaque 
valeur  de  /•  rensenible  dos  nomhres  |«„^"|  et  sa  limilc  supérieure,  finie  nu 
infinie,  f  (/•)>  limilc  (jui  ne  peut  diminuer  quand  ;•  (  roit. 

Ou  l)i<'n  y(/")  reste  (ini,  si  grand  que  soii  /■.  Alois  la  série  C(jnveri;c  dans  loul 
le  |jlari. 

<  »u  l)icn  '^({r)  est  infini  |i(iur  loutc  viilciir  de  /■.  La  série  ne  eonveri;c  en  aucun 
poinl. 

Ou  bien  tp(/)  «'st  lini  |j<iin  ccrlaines  valeurs  de  /■  et  inlini  pi.ur  d'anlrcs 
valeurs.  Les  nombres  /•  pour  lestiucls  tf  (/)  reste  (ini  rnrim  ni  une  suite  continue 
«le  grandeurs  croissantes,  inférieures  à  un  nombre  lixc  :  celte  suite  a  donc  une 
limite  su|)érieurc  linic  W.  Aux  points  |  5  [  ^"  H,  |  «„-"  |  ne  dépasse  pas  un  nombre 
lixe;  donc  lu  série  converge  aux  points  |  c  |  <  H.  De  même  elle  diveri;e  aux 
points  I  c  I       15.  t'vtlc  (iinitv  su  pc  rie  me  \\  est  le  rayon  île  eon\erv;vnce. 
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tout  |)()iiil   (le  celle  eii-confV'ret)ee,   s;iiil'  ;ni   poiiil   c  =  i  .   La   f|iia- 
Irirme  conver<^e  en  loiil  jjoiiii  de  celle  eireonféieiice,  |)iiis(nie  la 

série  >  — ;  converge. 

71.  A  rinlérieiir  de  son  cercle  de  convergence,  nue  série  en- 
tière converge  absolument  ;  elle  converge  uniformément  sur  la 
circonférence  et  à  l'intérieur  de  tout  cercle  inléri(;ur  à  ce  cercle. 

En  effet,  soit  z  un  point  arbitraire  à  l'inté-ricur  du  cercle  de 
convergence  (j  ^  |  =  /•)  et  /■„  un  nombre  compris  entre  r  et  II.  La 
définition  du  cercle  de  convergence  entraîne  la  convergence  de  la 
série  au  point  /„  et,  par  suite,  la  convergence  absolue  de  la  série 

«0-1-  «1  -  -1--  •  •-*-  ClnZ"-  -^.  .  .. 

Dès  lors,  il  suffit  de  prendre  comme  série  de  comparaison  la 
série  numérique  convergente 

!«o|  -1-  l«ll  /•-H...-t-|«„|/-'»-i-... 

pour  établir  que  la  série  donnée  converge  uniloiinément  sur  la 
circoniérence  /•  et  à  son  intérieur  (p.  122). 

72.  De  la  convergence  uniforme  des  séries  entières  résulte 
leur  continuité  sur  la  circonférence  et  à  l'intérieur  de  tout  cercle 
de  rajon  moindre  que  R  (  '  ). 

73.  Quand  une  série  converge  absolument  en  un  point  z^^  elle 
converge  uniformément  dans  le  cercle  passant  en  ce  point  et  sur 
sa  circonférence.  Qu'arrive-t-il  si  la  série  converge  en  ce  point 
sans  converger  absolument? 

Les  raisonnements  précédents  établissent  la  convergence  uni- 
forme sur  la  droite  (o,^|,)  qui  va  de  lorigine  vers  le  point  Zq 
(1  ^,,1  <^  I  Zq\).  Un  second  théorème,  dû  aussi  à  Abel,  apprend  que 
la  convcrgeneo  uniforme  s\''lcndjus'/u'</if  point  z^,. 


(')  Soient  les  cocfficienls  a„  foiiclinns  conlimics  d'une  variable  ;.  \l)cl  iiiontro 
{Œuvres,  l.  I,  p.  Ti'\)  que,  si  l'on  suppose  z  lixe  dans  le  rcirle  de  convergence, 
la  série  est  fonction  continue  de  \.  La  preuve  qu'il  en  donne  est  insufOsaiitc,  rt 
mèiiic  son  énoncé  doit  être  un  pin  rtslrciiil  (  Di;  Hois-llEYMOND,  /!/.  .1..  l.  1\  , 
p.  l'î.'):  Piu.\Q3iii;iM,  Mémoires  de  l'Actidcniie  de  Munich.  i(S'i7,  p.    >'>i). 
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'J'iiÉoni -Ml.  II.  (Adel.)  —  Une  srrie  entière,  ronver<^entc  en 
un  point  c„,  converge  nni/nrinrincnt  sur  le  rciyon  iiui  (fhoutil 
en  ce  point. 

Posons  z  ^-  ZqX  :  au  segmenl  (o,  Zo)  correspondra  le  seg- 
ment (o,  i).  On  est  ainsi  ramené  à  drinonlrer  que  la  <:<inver<;cnce 
de  la  série 

entraîne  la  convcr^'cncc  uniforme  de  la  série 

(£(x)  =  ao-h  ai-r  -^. .  .-h  a„T"-\-. .  ., 

dans  l'inloix  ;i!lo  fermé  (o,  i). 

Piii.s(|ue  la  série  "J-Xi)  converge,  à  tout  nombre  positifs  corres- 
poiitl  un  enlier  PS'  tel  (|ue.  pour  toute  valeur  de  //  supérieure  à  jN, 
on  ail 

jo,(i)i<S      i/-„+,/(i)|<^. 

Donnons  à  q  les  valeurs  i,  u,  ...,  />  +  '  :  ces  inégalilés  com- 
binées montrent  que  les  sommes 

oui  leurs  modules  inférieurs  à   s.  Introduisons  ces  sommes  dans 
l'expression  du   reste  r„(^.r)  de  la  série  '^(^.r);  il  vieuL 

r„(x)  =  a „x" ^ . .  .-h  a „+,,.T"+P -^ . . . 

=  aoxn-\-{(ii—  (To)a-"+>-4-.  ..-i-  (a,,—  j,,_,)r«+/'-f-.  .. 

—  .-r"('  1  --■  x)(7,i-{-  <J\.T  -h  .  .  .), 

et  par  suile 

\  e,i(x)\  -C  cr"(\  —  .r)î(i -4- .r -+-.  .  .,)  ou  <£.r"  (o;\r<i). 

On  avait  dé|;'i 

\r„(i)\<t. 

iJoiic,  (l;iiis  riiiIdNalIc  (o.  il,  li- Jiiodiilc  du  reste  de  la  série  est 
iiiléneiii'  au  iiond)! c  fixe  z. 

/i'e//ii/ri///e.  —  lUe  y^riw  à  termes  couliinis,  uiiiloiiiu'iiKMit 
convergente,  est  roiillnnr  :  l.i  s(''ri(>  ciitiére  'A'(v)  est  doue  conliinu" 
sur  Ir    xcmnciil    (•(,;„).     \ii^-<i     Miel    ('iMUMail-il    >t)H    I  luMuriiic  eu 
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disant  :  la  limite  des  valeurs  ijue  jaend  une  séfie  enlii've,  con- 
^'ergenle  en  z^^^  quand  z  tend  ve/s  Zi^  en  suivant  le  /(no/i  (<»,  c„), 
est  égale  à  la  valeur  de  la  série  au  point  z». 

Exemple.  —  Nous  déinoiUrcrons  la  l'ornmlc  (ii"  17*,)) 
(i)  arc  langar  =  .r —  -\ ; ...  (|.r|<i). 

Le  second  meiuhrc  coiivorgc  encore  pcuii-  .r  =:  i  ;  cV.s7  uue 
série  entière  :  aussi,  d\»|)rès  le  théorème  d'Ahel,  on  petit  (''^ale^ 
les  valeurs  limites  des  deux  membres  et  écrire 

■n  _  I  I 

4  3        j»        '  ' 

Pour  —  t:  <<  J'  •<  ~,  on  démontre  la  relation  (n"  84-) 
(2)  -iF  =  sin:r sin2a7-l--sini.r  — .... 

^  1  2.3 

Le  second  membre  converge  encore  pour  x  =  7:;  ce  n'est  pas 
une  série  entière  :  aussi  ne  sait-on  pas,  a  priori,  si  les  deux 
membres  sont  encore  égaux  pour  la  valeur  limite  ir.  De  lait, 
l'égalité  n'est  plus  vraie  ('). 

En  d'autres  termes,  la  série  (i)  est  convei-gente  (o^^^  i)  et  est 
continue;  la  série  ('>.)  est  convergente  (o^^^^:)  sans  être  con- 
tinue. 

7i.  Comme  application  des  théorèmes  d'ALbel,  on  peut  démon- 
ti'cr  que,  si  les  trois  séries  (p.  ia8) 

u  =  2«,o       1]'  =  ^//;,,      V  =  ^(//o"',-+--.  •-+-"// "o) 

sont  convergentes,  la  dernière  représente  le  produit  des  deux 
autres. 

En  elFet,  la  convergence  de  ces  séries  entraîne  la  comergence 


(')  C'est  l'exemple  donné  par  Abcl  {^Œuvres,  l.  I,  p.  2i5). 

\bel  laisse  de  côté  le  cas  où  la  variable  atteint  le  point  r„  en  s'écartant  du 
rayon  qui  aboutit  en  <§„.  M.  Picard  a  montré  que  la  convergence  uniforme 
subsiste  sur  toute  ligne  aboutissant  en  z^,,  pourvu  qu'elte  ne  soit  pas  tangente 
en  ce  point  au  cercte  de  convergence  {Analyse,  t.  II,  p.  ~'o),  et  M.  l'riuiislioim 
qu'elle  s'étend  à  tout  triangle  z^^z^z■.  (côtes  inclus),  z„  étant  un  point  i\c  convcr- 
goncf  (  I  ■:,  I  l't   I  :;.  I   ^  I  -0  I  )  i-^fcnt.  de  f'.lc.  de   Municli.  \^\)-,  p.  •■i'17). 


I  jC)  in  lu;  I.  -     I  II  vi'i  I  m;  ii. 

absolue  (les  séries 

aux  points  |  :;  |  <  i  .   Donc;   en  ces  points  le  lliéorènie  de  (liiiiclij 
(p.  1  aS)  flonne 

Les  séries  L^,  L',  V  convergent;  par  suite  les  séries  /",  ci,  'l  ont 
|)()ur  \;ile(ii>  liiiiilcs.  jn  point  ;  =  i,  les  séries  U,  U',  \  (et  le 
produit  /'s>  a  pour  limite  le  |)roduit  UU').  Donc,  en  égalant  les 
limites  de/"  ci  et  de  'i/,  on  a  bien 

UU'=V    ('). 

73.  Une  proposition  fondamentale  de  Caucliy  (n"  178)  permettra 
de  déduire  le  ravon  de  convergence  d'une  série  de  puissances 
(\cs  propnélés  de  la  fonction  qu'elle  représente. 

Inversement,  un  autre  lliéorème  de  Caucliv,  retrouvé  et  précisé 
par  i\].  riadamaid,  relie  la  valeur  du  rayon  de  convergence  d'une 
série  entière  aux  valeurs  de  ses  coejjlcienls  (-). 


(  '  )  Le  premier  llicorème  d'Abcl,  rapproché  de  celui  <le  Caucliy  (p.  128),  monlre 
que  dans  leurs  cercles  de  convergence,  on  peut  mulli[)lier  de»  séries  enlicies  en 
les  Iruilanl  comme  des  polynômes,  et  oidonner  les  termes  du  produit  suivant 
les  puissances  de  la  variable  :  dés  lors,  on  peut  agir  de  mémo  pour  élever  une 
série  entière  à  une  puissance  entière  positive,  ou  etTeclucr  un  |)r<>(luit  tk'  puis- 
sances entières  positives  de  séries  entières. 

Que  peut-on  aflirmer  pour  les  points  de  lu  circonférence  du  cercle  de  conver- 
gence? Un  cliangcmeiit  de  variable  ramène  ce  cas  à  celui  du  texte. 

(-)  Cauchv,  Œuvres,  f."  série,  t.  III,  p.  i36  et  289;  t.  X,  p.  i3o.  —  Hadamaiu), 
C.  fi.,  1H88,  I"  semestre,  p.   (K),  et  J.  .)/.,  1892,  p.  10-. 

Dans  beaucoup  de  questions  où  interviennent  les  fonctions  (intit\tii/ues,  par 
exemple  dans  le  |iroblème  si  vaste  de  liiué^ration  des  é<|iialions  dillérentielles, 
ce  qui  est  connu  d'avance,  ce  sont  les  vairnrs  à  l'oiigine  <lc  la  fonction  et  île  ses 
dérivées,  et  j)ar  suite  les  coeflii  ienls  du  di  Ncloppinieiit  de  l'élément  générateur 
de  la  fonction.  Ainsi,  lors(|u'ou  clien  hc  i'iiiit'grale  d'uiie  é(|uation  du  premi<'r 
ordi'(t  qui  pi'cnd  en  un  puiiil  ./„  la  valeur  arbitraire  '1  (.T,,),  l'éiiuation  fournit  les 

valeurs   de  ')^'(x„),  'Jl'"fj„) il,    |i;ii-   -oite,   nu    lounail    les   roeflicieiits   «»,, 

rt|.  ...  de  la  série  de  'l'aylor  iiiiti.dc.  lon^  .I(|ich4l.(ut   du  pai-amèli'e  ,r,,. 

I»c  l.i  de   nouibii-nM'>  applii  al  ii>n>  ilr  ic  ilicniciui'. 
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Considérons  la  série 

0(,-\-  aiZ  -Jr.  . .-{-  o„z"  -h.  .  . 

el  la  siiilc  inlinie,  de  lermc  général  ^  ]  r/„  .  (  hiand  celle  suile  con- 
lienL  des  termes  qui  anf;nienlcnt  Indélinimenl,  la  série  ne  con- 
verge pour  aucune  \aleur  de  :;.  En  eflTet,  si  pelil  cjue  soil  |  ;  j,  on 
j)Ourra  Irouver  un  nombre  positif  N  tel  (|uc,  |)oiir  une  iidinilé  de 
valeurs  de  n  supérieures  à  N,  on  ail 

V\  ««  I  >  ryj       ""        \a„z"\>\, 

ce  qui  prouve  la  divergence  de  la  série. 

Supposons  donc  que  les  termes  de  la  suite  ne  dépassent  pas  un 
nombre  fixe.  Un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  12  nioiilic 
qu'elle  admet  alors  u/ie  limite  supérieure  pour  n  infini  :  nu 
veut  dire  par  là  qu'il  existe,  quel  que  soil  le  noud^re  positif 
donné   s,   un   nombre   L   tel   que,  si  l'on  considère   les   inégalités 


L  —  s  <  y/T^  <  L  -f-  ^., 

on  peut  salist'aire  à  la  première  pour  une  inlinilé  de  valeuis  de  //. 
à  j)artir  d'un  certain  rang  N,  à  la  seconde  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  à  partir  du  même  rang  ('). 

TnÉor.kMK  m.  —  Le  rayon  de  converoence  de  la  série  est  y' 


(')  .M.  Hadaniartl  ne  ilcliiiil  la  lintite  supérieure  pour  n  i/t/î ni  que  dans  les 
suites  discrètes  :  ses  considcralions  s'étendent  au  cas  dune  vaiiabio  continue. 
Dans  lout  ensemble  linéaire,  la  limite  supérieure  pour  n  infini  est  le  plus  grand 
élément  de  l'ensemble  dérivé  (ici,  des  points  limites  de  l'ensemble  \  ,a„  \,  c'est 
le  plus  éloigné  de  l'origine). 

La  limite  supérieure  (obère  Grenze)  et  la  Uniile  supérieure  pour  n  injini 
(obérer  Limes)  coïncident  dans  les  ensembles  de  nombres  qui  ne  restent  pas 
tous  inférieurs  à  un  libre  fixe  :  c'est  l'infini. 

On  définit  de  la  même  manière  la  limite  inférieure  pour  ii  injini.  lUiiis  bs 
suites  convergentes,  les  deux  limites  supérieure  et  inférieure  pour  n  infini  coïn- 
cident et  coïncident  avec  la  limite  au  sens  ordinaire  du  mot. 

Ce  que  M.  Iladamard  désigne  jiar  limite  supérieure  /lour  n  injini.  durUy 
l'appelait  la  plus  grande  des  limites;  du  Bois- IU'\ moud .  Uhere  Lnbestim- 
mheitsgrenze.  —  Sur  la  généralisation  de  la  notion  de  limite,  cf.  aussi  Pk.vno, 
American  Jvurn(d.  i •">;)■').  p    37. 


lis  i.ivitr.  I.  —  r;ii  vi-mii;  il. 

1^1)  cHcl .   >o\[ 

(h]f\  (|iie  soil  e,   on  a    pour  loiilc  \aliiir  de  //  ,"i  |)arlii'  d  un  cer- 


tain   r.inj;   \  \  0„\  <^  \j ->r  '  ■>    cl    (lc->    lois,    ;iii\    |ioiiil--    z   <|iic    nous 
coiiM(lt'rons. 

L 


I «„-"!<  ' 


En  ces  j>oiuls  la  sc'iic  comcii^e,  [iuis(|U('  le  second  luciidirc  <■>! 
plus  j)clil  que  ////. 

De  inciuc,  coninie  on  salisfail  à  riii('j;alilé  y/' |  ««  |  ^  L —  s  pour 
une  in  11  ni  lé  de  valeurs  de  //,  il  v  aura,  pour  la  valeur  |  :;|  ^(L  —  s)  ', 
une  inliuilé  de  termes  r/„c"  tlont  le  module  dépassera  l'unité;  la 
série  diverge  aux  points  |  c  |  >>  L   ' . 

Jir/H(i/y/ue.  En    |)arliculi('r,  si  les  éli'mcnls  \  \(^'/i\  <"i'    ""<^' 

limite,  l'inverse  de  cette  limile  donne  le  rajon  de  conver- 
gence. 

Par  suite,  /a  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (ju'uuc 
série  de  Taylor  représente  une  fonction  entière  est  ijuc  la 
tjudulili-   \  a„  tende  vers  zéro  pour  n  lujini. 

Si  le  rapport  — ,  "-p  Ji  n'"'"  limite,  V^l^'//]  aura  aussi  une  limile 
et  la  même  limite  cpie  ce  rapport;  le  ravoii  de  convergence  sera 

limJ^"^. 

I  ««-t-i  I 

7().    Li;aimi..  Les  séries  ohlcnucs  t'u  dérivant  ou   en    inté- 

grant terme  par  lernw  une  série  entière,  sont  des  séries  en- 
tières ayant  niéuie  cercle  de  eonvergencc  que  cette  série. 

Appelons  ').''(-)  la  séii(>  olili'iiiic  en  (l(''ii\aiil  la  x'iif  don- 
née *.t.^(-S)  terme  par  ternie  (  le  llieorèiiie  |u>lilier.i  celle  iiol.ilioii  ). 
On  oblienl 

a"(-)  —  "i-t-  '«2- -i-. . .-t- /j(7„c"-i-,- 

L'cgalilé  connue  lim  y  //  -  -  i  ,  moiil  i c  ipie  I  on  a 
liiii  •«ii|i.  \'\  nu „\  =  lini  Mi|i.  \     '/„  . 
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et  par  suilc,  craprès  le  tliéorèinc  pii-cédciit,  1rs  layons  de  conver- 
gence des  deux  séries  '^  el  T'  sont  les  hm'-mics  ('). 

Théouème  IV.  —  J)((iis  Iru)-  ccrcAc  (l<-  c<tn\rr<j;encc  coiiidikii, 
les  séries  entières  obtenues  en  dérivant  et  en  inlt'uranl  terme 
par  terme  une  série  entière. 


f 


^i:(z)dz.  ^i'(z),  ^S'{z),  Tr-),   .... 

sont  les  déri^u'ies  et  les  intégrales  de  la  série  entière. 

Le  tlicorrnic  rcsullc  de  la  juxiaposilion  tin  lenitMC  |)i('c<''(lrril, 
qui  établit  la  convergence  uniroime  de  ces  diverses  séries,  et  des 
théorèmes  généraux  sur  les  séries  (pii  convergent  nnifoiiiu'mcnl. 

Corollaire.  —  Une  série  entière  est,  à  l'intérieur  de  son  cercle 
de  convergence,  une  fonction  analytique,  ainsi  que  ses  dérivées. 

Les  coefficients  de  la  série  se  déduisent  des  valeurs  à  l'origine 
des  dérivées  de  la  l'onclion  au  moyen  des  relations 

«0=^1^(0),         a,  =  (r'(o),  ...,         «„=  ^yJ^'Ho). 

On  peut  donc  écrire 

'Uz)  =  a\o)  +  ^^(o)  --. . .+  ^  <r"(o)  +. . .         (I  ;;  1<  R). 

(')  Si  l'on  ne  voiil  pus  s'ii|)piiv(r  sur  le  llii-oriMiio  de  Caiuliv.  on  iliia  : 

I"  Soit  I{  le  rayon  de  conver^enee  de  la  série  'X";  c  el  ;;„  des  noinl^i'es  tels 
que  |  -  |  <  |  z,,]  <  H.  Puisciiie  la  série  U^  eonverjje  eu  c,,,  la,,-"  !  ne  dépas«^  pas 
un   noini)re  fixe  M.  Aussi  la  eonver"enee  (!<•  la  série 


■■) 


I   -^0  I     \  I  -'(]  I  I   ■^u  I 

enlraine-l-elle  celle  de  la  série 

I  a,  I  -H  2  I  a.z  I  4-. . .-(-  n  \  n^,  c"~'|  + 

qui  a  ses  lerines  moindres.  On   en   di-duit    la  1  onver^^enee  ahsolne  el   nnilornie  de 
la  série  ',C'.  an  moins  à  I  inh'rieni-  de  tont  (  erel<'  de  ra\on  intV'rieiii'  à  U. 

:>.*  (^hianl  à  la  série  oLtenn("  en  inlé;;rant  lerim-  par  lerine  la  sciie  'J.\  elli-  a  nn 
ecrclc  de  converg;enee  de  ravon  an  moins  éi;al  à  celui  de  la  si'rie  'A'.  (A  pailir 
d'un  certain  rang,  les  modules  de  ses  termes  sont  moindres.) 

Ainsi,  le  ravon  de  convcrfjenco  de  'X"  doit  au  moins  alleindn>  W.  el  ne  peut 
surpasser  W.   l)onc  il  est  éjjal  à  H. 


I  Jo  i.i\  m-;  1.  —  (Il  \i'iTiu;  ii. 

lii'nuiitjiic .  —  Toutes  les  séric's  coiisidéicos  ci-dessus  oui  \v 
même  cercle  de  conver{4;ence  :  mais  en  un  point  de  la  circonléicnc»; 
de  ce  cercle  une  série  peul  converger,  alors  que  la  série  dcri\éc 
est  divernente.  Ainsi  des  deux  séries 


^  n-  ,tmà      II 


n  =  i 


au  poiiil  r- :=  I,  la  première  convcrj^M',  la  seconde  (li\cr;^'e. 

77.  TuKoiucMr.  V.  —  QiKind  une  srric  enlièic  s'annule  à  l'ori- 
ilinc  il  existe  un  cercle,  concentrifjue  au  cercle  de  conver- 
gence, tel  (jue  la  srrie  ne  s'annule  en  aucun  point  intrricur  à 
ce  cercle  autre  <jue  l'origine. 

Par  li\  |)Ollirse,  r/„i=o.  H  peut  arriver"  «pic  (pichjiics  aiilies 
coellicienls  «i,  a^,  ....  jusqu'à  a„  exclusivemenl,  soient  aussi 
nuls,  c'est-à-dire  que  l'origine  soit  racine  d'ordre  n.  On  a  ainsi 

^i\z)  =  a„z"-i-a„^i  z"+i-i-...  =  z"^{z)         (a„ro), 

la  série  entière  ^(^)  a  le  même  cercle  de  convergence  que  'J-X-^)» 
et  elle  ne  s'annule  plus  à  rorigine. 

^(z)  étant  conlinu  dans  le  voisinage  de  l'origine,  au  noiiihie  \a„  j 
correspond  un  nombre  posilil  o  Ici  (pic  Ton  ait 

|^(::)->^(o)|<la„|         si         |  -  |<  2. 

l'iiis(pie  -^(o),  (lonl  la  valeur  est  a„,  n'est  pas  nul,  ^^(^)  ne 
s'annule  [jas  dans  le  cercle  de  ra^on  o  :  dans  ce  cercle  '^\:-)  n'a 
d'anlre  zéro  (pie  l'origine  ('). 

Corollaires  : 

I.  Le  théorème  revient  à  dire  (pic  rorigine  est  un  zéro  isole. 
iJès  lors,  il  en  est  de  même  de  toute  racine  ::„  d'iiiic  lonction 
liolomorplie,  puiscpi'unc  ioiietioii,  liolomorplie  au  poiiil  r„,  c>l 
(lév('loji|iaijle  siii\iiiil   Ic^  puissances  i\v  z —  c-„  (p.  .)(S). 

Les  sé'iies  enlnics  pciivciil  ;ivoir  une  iiiliiiit»'  de  /.cros  (hii)>  leur 


(')  Lr  l'iivori  ô  ili'-|iiiS'-i'   Mil   iiiiniiiiiiiii  i|iir  l'on  iMlciilriii  au   n"   130. 
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cercle  de  convcrj^cnce  ;  ces  zctos  ne  pciiNcnl  a\ow  Ar  /mi/i (  liiniti' 
à  l'iulcrieur  de  ce  cercle,  mais  siuilciiicnl  siii-  sa  circoiilérencc. 

II.  Une  série  enlicre,  donl  l'un  des  cocflîcienls  (i,i  esl  ddréreiil 
de  zéro,  ne  peut  s'annuler  en  une  infinité  de  |)oinls  a^arit  l'origine 
comme  point  limite  (p.  20).  C'est  dire  que  réciproquenjenl,  si 
une  série  s'annule  5///-  un  ensemble  avant  Vori<flne  pour  point 
limite,  par  exemple  sur  un  arc  de  courbe  passa»)!  par  Torij^ine, 
tous  les  coefficients  «o»  <^'ij  -'i  ^^m  •••  sont  nuls.  La  fijuclion 
représentée  pur  la  série  est  nulle  en  tous  les  points  du  cercle  de 
convergence. 

On  en  conclut  que  deux  séries  entières,  identiques  en  tous  les 
points  d'un  ensemble  infini  ayant  l'origine  pour  point  limite,  sont 
identiques  dans  toute  une  région.  En  elïet,  leur  difiérence,  qui  est 
aussi  une  série  entière,  est  nulle  dans  l'ensemble  considéré,  et 
par  suite  dans  un  cercle. 

Enfin,  on  en  déduira  qu'une  fonction  n'est  dévcloppable  que 
à  une  seule  manière  en  série  entière. 

§  III.  —  Puoduts  infinis. 

A  la  théorie  des  séries  se  rattache  celle  des  produits  infinis  ('). 
11  V  a  analogie  dans  les  théorèmes,  et  à  toute  série  correspond  un 


(')  Depuis  loiij;lonips,  ils  oui  élo  introduits  pour  lu  solution  des  prohirmes  de 
quadrature,  el  spécialement  r('viilu;ition  de  la  surface  ilu  cercle.  ^  iètk  (i64'J) 
et  \^'allis  (1659)  représentent  le  nombre  -  par  les  loiinulcs 


VliiTE. 


I       O       .5       0       .)       7 
2244      ^>      ** 


(W  ALLIS.) 


Peu  après,  D.  Bernoui.LI  se  sert  de  produits  infinis  dans  un  problème  du 
calcul  des  probabilités.  lîULKU  fait  ressortir  l'imporlanee  <le  ce  mode  de  repré- 
sentation et  l'utilise  dans  l'étude  des  fonctions  Irijjononiélriiiues.  Gauss  l'emploie 
pour  définir  la  fonction  eulérienne.  Cauchy  {Œiarex.  2«  série,  t.  III,  p.  !\hi.))  les 
rattache  aux  logarilhmes  et  donne  ainsi  le  moyen  le  plus  rapide  pour  l'élude 
de  leurs  propriétés  (  n"  79).  Wiukustuass  (i85G,  Œinres,  l.  1,  p.  178)  en  fait 
une  élude  directe. 

Cf.  aussi  Mittag-Li-ffiI'H.  A.  .)/..  i.  I\  .  p.  ^\.  —  PiiiNusiiEiM,  M.  A.,  l.  WII. 
p.  478:  t.  XWilI.  p.   ii<i:  (.  XLll.  p.  i!S3. 


I  i»  i.ivm:  I    —  f  iiAiMi  m;  ii. 

nroiliiit  iiiliiii  il  r(''ci|ti()(|  iicmciil.  I  )c  |tlii>  si,  thiiis  la  rcjjiésen- 
talidi)  (li'S  lonc'lioiis  anal  \  I  i(|iifs.  |;i  soin  me  diin  iKinthrc  infini 
(l'élrnirnts,  la  série  joue  un  rôle  fondamtMilal,  le  produit  diin 
nombre  illimilr  fie  facteurs  est  ('•f^alenuMit  mile  (n"  !28(>  et  siiiv.). 

78.  Coiisulcroiis  Mlle  suite  iiiliiiu-  d  ilciiicnls  coiislanls,  réels 
«  M I   1 1 1 1  a  t;  1 1 1  a  I  re  s 

I  —  //„.      \^ii\,      ...,      \-^lln,      '••         (|  i-f- H„|  >  A- >  o). 

EHi'iluuiis  le  piddiill  (les  //  |tioini('rs  ('It'inoiils  et  |)()Sons 

l'„  =  (  1  —  ;/uU'  "  "i.'-  ••('-+-  tfn-\)- 

(^iiand  n  <;i-andil  indédoiinent ,  ce  produil  peut  aii;;menler  indé- 
iinimenl.  osciller,  tendre  vers  zéro,  tendre  vers  une  linule  V  qui 
ne  soit  pus  nulle.  Dans  ce  dernier  cas,  on  dil  (|ue  le  produit 
in  fini  est  convergent  el  a  j)()nr  \alenr  I*  ('). 

Ainsi,  (jiiand  nn  produit  converge,  à  tout  nombre  positifs,  on 
peut  (aire  correspondre  un  entier  N  tel  (jue  l'on  ait 

|i'-r'„l<£,      ii'„,-  P„|<£      (P5o), 

///  cl  //    f'iaul  tics   non)l»rc>  arbitraires   su|)(''rieurs  à  X.    Les  réci- 
pi-txpics  sont  vraies  (pourvu  (pie  la  limite  ne  soit  |)as  nulle). 
y 

(')  L'Iiypotlièsf  limP,,'  o  (  (|iirl(|iifs  autciirs  ne  la  font  pas)  a  spécialement 
pour  but  do  laisser  cxacl  ce  liiéoréinc  :  Un  jiroduit  ioitverf^ent  de  fadeurs, 
même  en  nombre  injini .  n'rsl  pas  nul  /iiicind  /ans  /es  fac/enrs  sont  dijferents 
(le  zéro. 

Aiis-i  cllf  (Si  iiiiililc  avcr  les  |)!(>(liiils  absolument  convergents,  car  ils  ne 
teinieiil  jamais  vers  zimo  sans  (|ii'iiii   ilr  Iciiis  t'acleiirs  soit    nul   (  n°  81  ). 

J:'xemj)le.  --  I>es  <leux  |pi-uiliiil^ 

n,^(.-j)(.-i)-(.-;;0  =  'sr^ 

pciur  //  infini,  le  picmii-r  <liver;;e  (il  a  /l'-id  iiour  liniiti-);  le  seeniicJ  convei-^^e.  Dr 
fait  (1rs  deux  si'-ries  formt'-es  avec  |  »„  | 

Il  II 

IH r-  -,,-  -f- 1    ;-  -,  -4-  5;;  H-..., 

2  S  2-  3- 

la  pirmii-ic  diver;;e.  la  seconde  (■<iiiver;;e.  Aussi  atirail-oii  adnpti-  une  autre  (l(»(i- 
niliori  pnur  le  pindiiil  eoiiveipenl  (sans  niodilier  (elle  du  produil  alisoliiment 
(oiiMipinl  ).   (|iii-   le  pirniicr   ne  sciail    pa*   aji^nln  un  ni    <:<mi\  eif^i'iil . 
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Parfois  (tu  ()|)|iose  ces  mois  (i-rnic  cl  fmtcur  :  les  (|ii;iiilil(';s  u^ 
sont  alors  les  Iciincs  du  jtroduii;  les  ([u;mhlcs  i  -•-  n„  cii  sont  les 
fadeurs. 

79.  La  convergence  d\in  prochiil  infnn  entraîne  rrlle  cV une 
série.  —  En  efret,  écrivons 


P/i=  P„_i(l-r-  ««-l), 


Vn      -V 


'  ii-i  '    /(-!» 


el  ajoutons  membre   à   membre   les  égalités  analogues,   relatives 
aux  entiers  inférieurs  ù  n.  Il  vient 

C'est  dire  ([ue,  si  V„  a  une  limite,  la  série 

S  =  H-  Uo-+-  lliVi-^r.  .  .-+-  Un  P«  -+-..- 

est  convergente  et  a  pour  somme  la  valeur  du  produit  infini  ('). 

80.  Produits  à  ternies  positifs  oit  nitls.  —  Supposons  tous 
les  termes  if,t  positifs  ou  nuls.  Alors,  comme  le  pr(»duit  1',,  ne  peut 
que  croître  avec  «,  il  sera  convergent  s'il  n'augmente  pas  indéfi- 
niment. 

T.  Pour  la  convergence,  il  y  a  équivalence  entre  le  pro- 
duit P  et  la  série 

U  =   «0  -r-  "  1  -i-  •  •  •  -^  ««  -^ 

En  elFel,  la  convergence  du  produit  P  entraine  celle  de  la 
série  ci-dessus  S.  Or  on  passe  de  cette  série  à  la  série  U  en  en 
multipliant  les  termes  par  des  facteurs  positifs  finis,  car  ces  fac- 
teurs, P,"^',  sont  les  inverses  de  grandeurs  positives  au  moins 
égales  à  l'unité.  La  série  U  est  donc  aussi  convergente. 


(')    Eu    s"iii(l;iiil  (les    loi;aritlimos,   on    raniiMic    imiiniliiili'iiuiil    la    c<>iivi'i\t;riire 
d'un  produit   iiillui  à  celle  d'une  série,  el  léciproqueuieiit. 
V.n  ed'ii.  de  la  didinilion  de  1*„,  on  déduit  {voit-  n"  105) 

lo';P„=  loi;(i-+-  hJ  -f-  l<>-(i  -f-  u^  )  -I-.  .  .+  lo!;(i-+-  «,_  ,,). 

I>a  ([ueslion  de  la    conver^eiiee  du    |irn<luil    I'  levii'ul   à    celle  de  la  eonveri;enre 
de   la   série  ayant    |iiMir  ternir   -(■m-ral   l<ii;  (  i -h //„  ). 


I  î  ',  i.n  m:   i.  —   t  ii  \ii  iiti    ii. 

1m\  ci-inuiit,  >i  la  st'ric  U  converge.  I*„  iiaiiiiniciilc  pas  iiidéli- 
iiiiiK-iil.  I>ii  (-■llV'l.  ccn\(iii>> 

!'/.  =  (•-+-  "o)-  ••(!  -^  "«-i) 

D'où.  Cil  v«'rtii  lie  1.1  ri»iiiiiil.'  ()iii  (loiiiic  le  (lc'Vcloj)j)ciiiciil  en 
sT-iie  de  rcxponcnlicllc  rt'cllc 

P„<i-f-U„-i-  ^  -r-...-i-  7I  <<'^'"         (U„=  f/„^...-^  »„_,). 

Le  niodiiil  l*„,  i|iii  auj^meiilc  avec  n  sans  dcj^asscr  une  ([iianlilé 
fixe  e^,  lernl  vers  une  limite. 

11.  On  peut  1)10(1  i  fier  ru/d/e  des  /(ici  eu /s,  su /tu  ailérer  ni  la 
roni'et-genee,  ni  la  valeur  du  produit  infini. 

Soil  1*  la  valeur  cliin  pi-ociuit  inlini.  En  en  rangeant  les 
ternies  (u)  dans  un  autre  ordre  (p.  iiG),  la  nouvelle  suite  de 
termes  (v)  donne  naissance  à  un  pioduil  inlini,  convergent 
comme;  le  premier,  puisque  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  /'acteurs  de  la  seconde  suite  est  inférieur  à  P.  Appelons 'J.\sa 
limite.  Suivant  que  Tejn  passe  du  jtremier  produit  au  second,  ou 
inversement,  on  a 

<r„<I>,        '£     V:         l'„<U\         I»     9:. 
Les  dcii\  liMiiles  sont  l)icn  éi;al('s. 

(Si.  l'roduils  absolument  coinergents.  —  Su|)posous  les 
termes  u /,  (juelcoïKpies,  léels  ou  imaginaires.  Le  produit  iidiui, 
tnii  il  pour  raclciii-  1  -+-  u„.  est  dil  ahsolumenl  eonveigent,  lorsque 

la  séiie  7  //,/  ei>n\  erge  ah^olument .  1  )(''S()i-mais,  nous  nous  occu- 
perons des  produits  absolument  eon\ crgenls,  à  re\elM>i(m  dv'^ 
pioduils  semi-convergents  ('). 


(')  Voii  i    iiii    lliconiiii:.  (In    à   (iiiiicliv.  rcl.itil   aux  pi  (iiliiil>  >ciiii-coiivcri;ciil>-  ;i 
l(  riiic-  ii-cN. 

J.iiisiiiii-  In  st-rir  ti  tcrniis  refis     7    u    rsl  sciiii-(omtii:v/it<-.  h'  /muliiil  tivnnt 


i-itoin  us  iMiMs.  I  ',5 

Un  produil  infini  absolument  convergent  a  une  limite  {*). 

En   eflcl,   la    convergence    de    la    série  y|f/„|  entraîne  celle  du 

produit  infini  de  ternie  général  i  -h\u„\  (p.  i  f/})  :  soit  P'ia  valeur 

de  ce  produit  auxiliaire.  La  comparaison  des  produits  limités 

p„  =  (n-«o)...(i  +  ««-i),      p;=(n-|«o|)...rn-|«„_,|), 

donne 

|iMSP„, 

et  de  même,  m  désignant  un  nouvel  entier 

I  "m        '«1^1  r„,  —  P,j  |. 

Le  second  membre  tendant  vers  o,  il  en  de  même  du  premier. 

Dans  les  séries  absolument  convergentes,  on  retrouvait  quelques 
propriétés  des  sommes  :  de  même,  les  produits  absolument  con- 


pour  fadeur  i  +  m„  est  semi-conveigent  ou  diverge  en  ayant  zéro  pour  limite, 
suivant  que  la  série    j   u\  est  convers;ente  ou  divergente. 

Caucliy  le  démontre,  en  rcmaïquual  que  le  développcmciU  en  série  de  cliaque 
logarithme  permet  d'écrire 

l0g(l  +  M„)  +...+  l0g(H-  M„^^)  =  {u„+...+  «„+,,)-   ^  («?,+...+  Ul^,,)  (1+  î), 

£  tendant  vers  zéro. 

Exemple.  —  Des  deux  séries 

.III  II 

I 1 (- \  -\-  — h      +.    . 

V/Ï        s/3        /4  ■*        3 

la  première  est  semi-convergente  et  la  seconde  diverge;  aussi  le  produit 

<->(-7f)e;^)(-7^)- 

diverge  et  tend  vers  zéro.  (  C/.  aussi  Weierstrass,  Œuvres,  t.  I,  p.  175;  Pring- 
SHEiM,  M.  A.,  t.  XLIV,  p.  4 13.) 

(')  Pour  affirmer  que  cette  limite  est  différente  de  zéro,  il  faut  supposer  de 
plus  que  pour  tous  les  termes  on  a 

I  1  +  M„  I  >  k  >  0, 

afin  qu'aucun  des  facteurs  du  produit  ne  soit  nul.  Quand  cette  inégalité  n'est  pas 

vérifiée  dès  le  début,  comme  elle  est  toujours  vraie  à  partir  d'un  certain  rang,  on 

pcvit  séparer  le  produit  çu  deux  autres,  dont  l'un  auia  une  limite  dilTcrcntc  de  o. 

F.  ,0 


i4G  i.iMii:  I.  —  iii.M'iTiii:  II. 

vcrîTcnls  snnl  assimilables  à  ccrlains  puinls  de  vue  aux  produits 

d'un  nombre  limilr  de  fadeurs  ('). 

i"  Lit  limite  d' un  pnnliiit  est  i/i'Ir/tc/i/In/i tr  de  l'oiulre  des 
fae  leurs. 

oP  Pour  que  le  produit  soif  nuL  il  fuut  et  il  suf/it  que  l'un 
des  facteurs  soit  nul. 

?)"  On  peut  remplacer  des  facteurs  en  nombre  limité  par 
leur  produit  effectué. 

i"  Si  le  produit  P,  de  terme  ^-rnéral  (i  +  //„)  converge  absolu- 
ment, il  en  est  de  même  de  la  série  («).  Cbangeons  l'ordre  des 
termes  de  celle  série.  A  la  nouvelle  série  (e)  correspond  un 
produit  infini  convergent  ^X'  :  donc  le  produit  primitif  ne  perd 
pas  sa  com-ergence  lorsqu'on  intervertit  l'ordre  de  ses  facteurs. 

Sa  valeur  n'est  pas  altérée.  —  En  effet,  désignons  par  P' 
et  (P'  les  limites  des  produits  ayant  pour  terme  général  i  +  |  Un\ 
et  1  -f- 1  r„|  :  elles  sont  les  mêmes  (p.  i44)-  Donc,  à  tout  nombre 
positif  donné  s  correspond  un  entier  N  tel  que  l'on  ait,  pour 
toutes  les  valeurs  de  m  et  de  n  supérieures  à  N, 

|i".,-'-t^;,i<- 

Mais  en  supposant  m  assez  grand  pour  que  tous  les  facteurs 
de  ^î'^  figurent  dans  P^„,  on  a  aussi 

I  '   /;;  ■'•  n  \  ^  '  in  ■>•  if 

On  en  conclut 

|P«.--'r„l<£, 

ou  bien,  en  faisant  grandir  iiulérminient  d'abord  /;/,  puis  /?, 


(')  Cf.  Tannf.hy  cl  MdLK,  Éléments  de  la  théorie  des  fonctiona  elliptiques, 
l.  I,  p.  9  cl  119. 

(')  La  léfiproqup  csl  vraie  :  Pour  qu'un  produit  convcri^e  et  ne  chan!:c  /xix 
de  valeur  quel  que  soit  l'ordre  de  ses  facteurs,   il  doit  con\erf;cr  absolument. 

Voi(  i   un  exemple  de  séri<;  scmi-convcrKenlc  à  l;i(|iiellf  ne  roiTcspoml  pas  de 

produit  convergent.    Soit     »    /7„    une    soric  divcryrnlc  dont    toii';    les  termes   ont 
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2"  A  partir  (Tiin  ccrlaiii  ran<^,  on  a  toujours  |  //„|  -<  1,  puisque 
les  termes  (u)  tendent  vers  zéro.  Ne  nous  occupons,  dans  le  pro- 
duit inlini,  que  du  produit  P'  des  facteurs  dont  les  termes  satisfont 
à  cette  condition  :  les  autres  sont  on  nonihrc  fini  et  peuvent  être 
groupés  à  part  dans  un  produit  P".  Je  dis  que  le  produit  P'  n'est 
pas  nul. 


En  effet,  on  peut  écrire 


Uh-1      \ 
I  -+-  M„_,  / 


La    convergence    de    la    série    \  |  //„  |    entraîne    celle    de    la 

série  ^    — - —  >   puisque    le   rapport  des    modules    des   termes 

correspondants  a  pour  limite  l'unité.   Donc  le  produit  Infini     -, 
n'augmente  pas  indéfiniment  :  P'  ne  tend  pas  vers  o. 

Revenons  au  produit  P'P"  :  pour  qu'il  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait  P":=  o,  c'est-à-dire  que  l'un  des  facteurs  de  P" 
et  dès  lors  du  produit  infini  P  soit  nul. 

3°  Cette  troisième  partie  est  évidente  pour  les  séries  à  termes 
tous  positifs;  on  y  ramène  assez  aisément  le  cas  général. 

82.  Produits  uniformément  convergents.  —  Supposons  que 
les  termes  u,i  dépendent  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Le 
produit  infini,  de  terme  général  (i-l-w„),  supposé  absolument 
convergent  en  chaque  point  d'un  ensemble  et  dès  lors  dans  l'en- 
semble, est  unifornirment  convergent  dans  cet  ensemble,  lorsqu'à 

même  signe  et  telle  que  lima„=  o;  considérons  la  série 


Elle  est  semi-convergente;  de  fait  le  produit  correspondant 


lim 


r   P  p  ~|  ^ 

n (• + sf^.) n ^' ~ ^'"^^  "  ,i"i n ^"^ "" 

L«  =  0  n=ii  J  nzzzO 


n'est  pas  convergent,  puisqu'il  est  égal  à  zéro  ou  à  l'infini  suivant  que  les  termes  a„ 
sont  liins  ni'-gatifs  ou  tous  positifs. 


1^8  I.IMli;    I.    —    «JIM'ITHI      II. 

loiil  iiomhre  posilil doiiiié  î  on  pcul  fiiirc  c'Orres|)<)ii(li<'  un  ciilifr- 
uus\{il  Jixe  N  U'I  (jiie  1  on  ail  dans  loiil  ICnseinble 

|P-I'„].'-         (/j>N). 
Hcvenons  à  la  série  anxiliaire 

S  =  I  -T-  Mo-^  "i  l^      ...      "„  l'„      .... 

Dans  lonl  ensemble  où  P  converge,  elle  est  elle-même  conver- 
penle  (p.  i.'i3).  Si  elle  converge  uniformément,  il  en  est  de  même 
du  produit  P.  puisque  le  jiroduit  el  la  série  ont  même  limilc. 

En  parliiiilier,  lorsque  dans  un  ensemble  un  prodiiil  inliiii  a 
ses  termes  continus  el  converge  uniformément,  d  tléfinil  une  fonc- 
tion continue  dans  Tenscmble  (p.  la/j)- 

\  oici  deux  remarques  utiles  pour  établir  paf  co/n/)it/(iiso/i  la 
convergence  uniforme  d'un  produit  infini  : 

1°  Un  produit  infini  converge  absolument  et  uniformément 
dans  un  ensemble,  silexiste  une  série  numérique  convergente, 
à  te /-mes  a„  positifs   ou  nuls,   telle  que  dans  l'ensemble  on 

ait  I  Un  '('„. 

J'Ln  ellet,  celle  liv|)()llièse  entraîne  d'abord  la  convergence 
absolue  de  la  série  [u),  el  dès  lors  celle  du  j)roduil  infini  con- 
sidéré. 11  suflil  ensuite  de  comparer  ce  produit  au  produit  numé- 
rique convtMgent  de  terme  général  i  -+-  «„,  pour  en  déduire  Tuni- 
Innuilé  de  la  convergence. 

2"  Un  produit  infini  P  converge  absolument  et  unifurnu'nirnt 
dans  un  cfiscmblc,  si  dans  cet  ensemble  la  série  >  |  Un  |  converge 
uniformément  et  a  une  somme  inférieure  à  un  nombre Jiu'c  M. 

\'A\  eUct,  d'abord  le  piodml  P  conNi  li^c  idisulnninil .  \)c  plus, 
lr>   j)r()iluils    IPi!,    I  Pj  i)    •••«    «'lant   Ions   iidéncurs   à    un    iioinlirc 

lixe  f"  (p.  I  i  i),  la  convergence  unibuinc  de  la  m  rie  7  \'iii\  en  traîne 

la  (onveigence  et  la  convergence  unifornu'  ilc  la  s(''ri('    ^     u„\\,\-, 

piii->  relie  de  la  si'-ric  auxiliaire  S,  el  cnliii  celle  ibi  produit  P. 
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§    IV.    —    SÙRŒS    TRIGONOMKTIllyl  KS. 

A|)rrs  les  séries  enlic-res,  les  déveioppemcnls  les  plus  iiUéres- 
sants  sont  fournis  par  les  séries  Irigoaomélriqucs.  Elles  sonl  de 
la  forme 

i    /    \       ' 

l  a(.r)=:  -</o-:-airos.r-!- nr.ros'Aa" -+-... -4- «„cos».r 

(')  j  '^  '  I  .r  réel  i. 

'  -^-  ùi  f'inx  -\~  ù-,  9,\n-ir  -h  .  .  .-    0„  i\n  n  r      ... 

Au  poinl  de  vue  llicoricjue,  elles  onl  joué  un  rôle  considérable 
dans  l'évolution  de  l'idée  de  lonclion,  soit  en  aidant  à  dé^a^er 
cette  notion  de  restrictions  qui  en  diminuaient  la  généralité,  soit 
en  appelant  l'attention  sur  l'inexactitude  d'assertions  qui  pou- 
vaient paraître  évidentes  et  sur  les  précautions  à  prendre  dans  le 
maniement  des  séries  ('). 

Dans  les  applications,  leur  importance  n'est  pas  moindre, 
comme  le  montre  celte  proposition  énoncée  par  Fourier  (i8oj)  : 

Une  /onction  arbitraire,  continue  ou  non,  peut  être  repré- 
sentée c/ans  tout  intervalle  par  une  série  Irigonométrique {'- ). 

Donnons  un  rapide  historique  de  cette  question  de  la  représen- 
tation des  fonctions  par  des  séries  trigonomélriques  (3). 

Elle  avait  pris  naissance  au  milieu  du  xviii*  siècle,  à  l'occasion 
de  recherches  sur  les  vibrations  d'une  corde  élastique  tendue 


(')  C'est  en  cludiant  des  séries  trigonomélriqiics  qii'Abcl  vil  les  lacunes  de 
certaines  propositions  de  Cauchy  relatives  à  la  continuité  (p.  i3.5),  signala  l'insuf- 
fisance des  démonstrations  de  la  théorie  des  séries  et  indiqua  l'origine  de  para- 
doxes inexpliqués  jusque-là;  ce  fut  à  leur  occasion  que  Cauchy  précisa  ses  théo- 
rèmes sur  la  dérivation  et  l'intégration  des  séries. 

(')  Par  fonction  arbitraire,  P'ourier  désigne  une  fonction  qui  n'est  assujettie 
à  aucune  loi  analytique,  c'est-à-dire  dont  la  manière  d'être  entre  deux  valeurs 
n'entraîne  aucune  restriction  relative  à  sa  détermination  entre  deux  autres  valeurs. 
La  proposition  de  Fourier  doit  être  restreinte,  comme  nous  le  dirons  :  toute  fonc- 
tion discontinue,  et  même  toute  fonction  continue  (pour  ces  dernières,  cf.  v>v 
Bois-Reymond.  m.  a.,  t.  X,  p.  4'|3)  n'est  pas  déveloi)pal)lc  en  série  trigonomé- 
trique. 

(')  Il  faut  lire  celui  que  Rieniann  a  placé  au  début  de  son  Mémoire  :  Sur  la 
représentation  dea  fonctions  par  des  séries  trigonometriqtics  (Œinres.  p.  r.;.')). 
On  le  complétera  par  l'essai  historique  de  S.\ciise.  B.  D-,  i8l'>(i,  p.  /|.5  et  SS. 
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Sii|)|)osons  que  la  corde  en  se  dcplaçaul  reste  dans  un  plan  inva- 
riable, le  plan  des  xy,  el  s'écarle  peu  de  sa  position  d'équilibre, 
l'axe  des  jr  ;  elle  est  fixée  en  deux  pciuls  x  =  o,  jr  =za  de  cet  axe, 
et  a  sa  position  initiiilc  déliiiit'  j)ar  une  rchilion  y  =  fi"^)- 

On  démontre  alors  qu'au  tein|)s  /,  les  coordonnées  de  ses  points 
vérifient  sensibleiuenl  une  é(jualion  de  la  lorine 

(  jj.  est  indépendant  de  /  et,  si  la  corde  a  une  épaisseur  uniforme, 
indépendant  de  x). 

Quelle  en  est  ^intégrale  générale? 

Le  problème  fut  résolu  d'abord  par  d'Alemberl  (').  Daniel 
BernouUi  (-),  utilisant  une  remarque  de  Ta^lor,  donna  une  solu- 
tion de  forme  toute  différente  :  il  montra  que  l'équation  est  satis- 
faite par  des  produits  du  type 

nizu-t    .     n-!ZT  mz\xt    .     mzr 

cos — :- — 9in -^ — >      sin ■ — sin 

)v  A  X  À 

et  dès  lors,  puisqu'elle  est  liomo^^ènc  el  linéaire,  par  des  sommes 
en  nombre  arbitraire  d'expressions  de  cette  nature.  Il  fut  ainsi 
amené  à  prendre  comme  intégrale  générale  la  série 

y/              mzixt.                    n-K<xf\         riTz.r 
(  a,i  cos  — r^ i-  0,1  SMi '■ —     SMi 

-—  \  A  /.       /  l 

n  =  l 

Vouv  t  =  Oj  cette  formule  devait  donner  l'équation  de  la  corde 
dans  sa  position  initiale.  Celte  position  était  arbitraire  :  une  fonc- 
tion arbitraire  pouvait  donc  être  représentée  par  une  série  Irigo- 
nométriquc. 

De  là  une  longue  discussion  entre  d'Alemberl,  Euler,  D.  Ber- 


(')  Mcinoi/cf  c/e  l'Ac.  de  Berlin  (i~'\~)-  —  Voir  iiiissi  un  Miiiioirc  «l'ICuler, 
.748. 

(')  Mémoires  de  l'Ac.  de  Berlin  (i7.')3)  :  «...  Les  cilnil-i  di-  MM.  tl'Alciiilx  rt 
cl  Iviilcr,  (|iii  rt'iifcriiu'iit  ccrliiiiieiiiciil  toul  ce  (|ui-  rAiialvsi-  pcul  avoir  de  plus 
profil  ml  el  de  plus  sublinir  .  . .,  iiiuulrciil  eu  iiit^iiic  Icnips  (|u'(iiu'  tinalysc  alislr.iilc, 
qu'on  «';coule  sans  .nu  un  ixaiiicu  syiilliétii|Uf  de  la  i|n('sli<in  pioptisiS-,  ot  sujcilc 
il  niins  Mir|iriiidrc  piutùl  qu'à  nous  écluiicr  ...  (p.  l'i'*)-  " 
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noulli  (')  Cl  plus  lard  Lagrange.  Elle  ne  pouvait  aboutir,  à  cause 
des  idées  trop  étroites  que  l'on  avait  sur  la  nature  des  fonctions. 
On  les  voyait  définies  géométriquement  par  des  arcs  continus  de 
courbes;  si  l'on  en  considérait  d'autres,  s'interrompant  brusque- 
ment en  un  point  et  continuées  par  de  nouveaux  arcs,  on  les  regar- 
dait comme  représentant  non  pas  une  fonction  proprement  dite, 
mais  des  parties  de  fonctions  distinctes.  Dès  lors,  on  ne  pouvait 
imaginer  qu'un  développement  analytique  unique  fût  capable  de 
représenter  ce  qui  apparaissait  comme  l'ensemble  de  fonctions 
dilTérenies;  qu'une  série  trigonométrique,  transcendante  pério- 
dique, servît  à  exprimer  une  fonction  non  périodique. 

Jetée  dans  un  milieu  si  mal  préparé,  l'assertion  de  Fourier 
devait  provoquer  un  grand  étonnement.  Dans  son  Mémoire  si 
hardi,  il  énonçait  le  théorème  général  rappelé  au  début  et  en 
déduisait  ce  corollaire  :  Un  développement  unique  peut  dans 
un  intervalle  représenter  diverses  fonctions. 

Ainsi,  soient  /i  fonctions  cp,  (^),  02 (^),  .  .  .,  chacune  continues 
dans  un  intervalle  (a).),  et  une  fonction  f{x)  égale  respective- 
ment à  cp,(x),  cp2(^),  ...,  dans  les  intervalles  (a|ii),  (l^y),  ..., 
(a  <<  1^  <  Y  •  •  •)  :  une  seule  série  trigonométrique  représentera, 
dans  l'intervalle  (a).),  la  fonction  discontinue  y(x)  et,  par  suite, 
les  fonctions  distinctes  0,  (j:-),  ^^{x),  .... 

De  plus,  Euler  (1777)  et  Fourier  (1807)  (-)  montrent  que  les 
coefficients  a,ii  l>u  de  la  série  cr  sont  calculables  au  moyen  d'inté- 
grales qui  conservent  un  sens,  même  quand  la  fonction  est  dis- 
continue. 

Admettons  la  possibilité  de  la  représentation  d  une  fonction 


(')  D'Alembcrl,  Euler,  Lagrange  s'accordaient  à  ne  pas  regarder  la  solulion 
de  Beriioulli  comme  la  plus  générale.  Une  des  raisons  données  par  Euler,  dans  sa 
réponse  à  Bernoulli,  c'est  qu'une  fonction  arbitraire  ne  peut  être  représentée  par 
une  série  Irigononiélriciue.  «  Concei'ons  qu'on  ait  donné  à  la  corde,  avant  que 
de  la  relâcher,  une  Jigure  qui  n'est  pas  comprise  dans  l'équation 

.      r.X  „      .      2T.X 

y  —  X  sin -)-  p  sin r .  •  •   » 

•^  a         ^  a 

(Mémoires  de  l'.lc.  de  Berlin,  i-ô3,  p.  199). 

(')  EtLKH,  Aoi-a  Acta  Acad.  Sci.  Petrop.,  t.  XI.  p.  <)î;  1798.  —  KorniEn, 
Œuvres,  t.  I,  p.  ?.oH.  On  appelle  séries  de  Fourier  les  séries  lrigouoniétri(|ues 
dont  les  coeflieients  sont  exprimés  par  les  intégrales  ci-conlre. 
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donnée  f{x)  par   une    série  uni/or  nié  nient   convergente  du 

type  (i).  —  Ramenons  l'intervalle  (aÀ)  à  l'intervalle   (— -,  t), 

en  posant 

►  _  (X  —  a^j--t-(X  -4-a)r 
Ç  — , 

ç  éliiiit  la  \aii;il)lc  dans  liiilerNalle  (a).;,  et  x  la  variaLle  nouvelle. 
Si  I  on  niiiliiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  successivement 
par  cosypo-  ctsin/^o-,  etsi  Ton  inléjire  la  série  entre  les  limites  — - 
et  t:  (p.  120),  il  vient 

"i'~  Z    I     /(•r\co^pxd.t\         b,,=  -    j     f(x)ûapT  d.r, 

car,  des  trois  intégrales 

/      co^nx  coi,px  dx,       1      sinnx  sinpx  dx,        1     s\n  nxcospx dr. 

les  deux  premières  sont  égales  à  o  pour  /i^/>,  à  -  pour/?  =^;  et 
la  dernière  est  toujours  nulle. 

8-4.  Il  restait  à  traiter  le  problème  fondamental  laissé  inachevé 
par  Fourier,  celui  de  la  convergence  des  développements  et  de 
leur  convergence  uniforme  (').  Ce  fut  l'œuvre  de  Dirichlel 
(182g)  :  il  prouva  leur  convergence  dans  le  cas  où  les  conditions 
suivantes  (qui  ont  gardé  le  nom  de  conditions  de  Diriclilet)  sont 
satisfaites  (-)  : 

1°  La  fonction  à  développer  est  finie  et  uniforme; 

2"  Elle  n^a  pas  un  nombre  infini  de  discontinuités  ;  et  aux 
points  de  discontinuité  elle  converge  vers  la  moyenne  des 
deux  valeurs  limites  de  la  fonction  prises  de  part  et  d'autre 
de  ce  point; 


(')  Comme  nous  ne  parlons  dans  cet  Oiimmso  qn'inciflcmniont  des  fonctions 
non  analytiques,  nous  ne  démontrerons  pas  les  lliéoièiiK^  iinc  ikhi-  énoncerons. 
—  Cf.  Picard,  Analyse,  l.  I,  Chap.  IX. 

(')  Lejeune-Diuichlf.t,  Sur  la  convergence  des  séries  /rignnnf>icfri//ucs  i/ui 
servent  à  représenter  une  fonction  arbitraire  entre  des  liniifes  données  (J.  de 
Crelle,  t.  4,  p.  157).  Ce  fut  à  celle  occasion  que  Diriclilcl  commença  h  s'occuper 
des  séries  alisolumenl  cf)nvert;enles;  car  la  convergence  des  séries  de  l'ourier  est 
duc  en  général  aux  variations  de  signes  que  présenlcnl  les  termes. 
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3"   Elle  rid  pas  un  nombre   injini  de  maxima   et  de  nii- 
nima{*). 

Ainsi,  soit  à  développer  en  série  de  Fourier  la  fonclion  égale  à 

!i,  —  y,  y,  •••  suivant  que  :r  est  compris  entre  o  et  t:,  t:  et  -.Kr., 
4  4     4  _  . 

27:  et   St:,    .  .  .  ,    et  égale   à  zéro  pour  les   valeurs  de  sé[)iu;ilion 

(o,  -,  2-,  ..  .). 

Cette  fonction  satisfait  aux  conditions  de  Dirichlel;  en  calcu- 

Fig-   «9- 
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lant  les  coefficients  de  son  développement  par  les  formules  don- 
nées plus  haut,  on  a  pour  son  expression 


sinx-J-  -sin3ar-t-  >sin5x 
3  5 


Les  figures  ci-dessus  représentent  la  fonction  elle-même  (elle  est 
indiquée  par  un  gros  trait)  et  celles  que  l'on  obtient  en  prenant 


(')   l'ai-  cxcmiilc,  l;i  foncliuii  cniiliiuie  .r  siii    -   a  iiin'    inliiiiU'  ilc  niaxiina  et  il( 
linimn  dans  le  voisinasc  de  x  =  o. 
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dans   la    série    de   Fourier   corrcsporuhuile    un,    deux,    trois   ou 

quatre  termes  (elles  sont  tracées  en  pointillé)  ('). 

Ces  conditions  de  Diricitli't  étaient  larges  et  se  trouvaient 
vérifjées  pour  les  ronclions  que  l'on  rencontre  liabiluellemenl  en 
Physique  malhénialique  :  on  avait  donc  là  un  précieux  secours 
pour  les  applications.  ^Nlais  les  séries  trigononiélriques  ])Ouvaienl 
être  utilisées  dans  d'autres  branches,  par  exemple  dans  la  Théorie 
des  nondjres.  En  toute;  hypothèse,  c'était  résoudre  une  question 
intimement  liée  à  celle  de  la  nature  des  fonctions,  que  d'élucider 
les  cas  laissés  de  côlé  par  le  grand  géomètre. 

Riemann  se  livra  à  cet  examen.  Les  coefficients  des  séries  de 
Fourier  étant  représentés  par  des  intégrales,  il  commença  par 
approfondir  la  notion  d'intégrale  définie,  ce  qui  le  conduisit  à  la 
distinction  entre  les  fonctions  iiitégrahles  et  non  intégrahles 
(n"  161);  il  revint  sur  la  question  de  la  continuité,  et  donna  des 
exemples  de  fonctions  qui,  dans  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on 
veut,  sont  discontinues  un  nondjre  infini  de  fois  (p.  38).  Mais 
pour  avancer  dans  la  solution  il  dut  modifier  la  manière  de  poser 
le  problème,  et  il  se  préoccupa  de  la  recherche  des  conditions 
nécessaires  pour  la  convergence. 

Ces  conditions  nécessaires  n'ont  pas  encore  été  trouvées;  mais 
on  a  étendu  les  conditions  suffisantes  de  Diriclilet  en  montrant 
que  dans  certains  cas  la  série  converge,  alors  même  que  la  fonc- 
tion a  une  infinité  de  maxima(-),  ou  devient  infinie  (^). 


(')  Cet  exemple  et  des  exemples  aiialo!,'ucs  se  trouvent  dans  Iîyeuly,  An  elc- 
nientary  treatise  on  Fourier's  séries,  etc.  (Boston,  1H93). 

(')  Ln'scHiTZ,  De  explicatio/ie,  per  séries  trigononietricas  institiienda,  func- 
tionuni  unius  variabilis  arbilrariuni,  et  prœcipue  earum  quœ  per  variabilis 
spaliuni  /inituni  valoruin  niaxinioruni  et  niininioruni  numeruni  liabent  inji- 
nituni,  disqiiisitio  {J.  de  Crelle,  t.  G3,  p.  ayO).  Il  s'occupe  donc  spécialement  du 
cas,  à  peu  près  laissé  de  côté  par  Diriclilet,  où  dans  l'intervalle  ( — r, -t-i:)  la 
fonction,  tout  en  satisfaisant  aux  autres  conditions  de  Diriclilet,  a  un  nombre 
infini  de  maxima.  Une  condition  suffisante  pour  (jue  la  série  de  Fourier  nlali\e 
ù  une  pareille  funclion  9 (a?)  conver};c  peut  être  traduite  par  riné^iililé 

|-f(j;-(-ô)-9(x)|  ■',/.->, 

où  /,•  est  uiK-  conslanle  fixe,  a  un  rxi)osanl  positif,  ô  un  Mumluc  Miflis.ininu  ni 
petit  et  X  l'une  quelconque  des  valeurs  dans  le  voisina;;c  de  Luiuelle  la  fonction  y 
a  une  infinilé  de  inaxinia  et  de  miniina  {voir  le  Mémoire,  p.  3oS).  Du  reste,  le 
rôh-  du  tlitcM.nic  (le  M.  Lips.  Iiiiz  r-i  plus  vaste  ( c/.  MirrAG-Li;i-i'Li;ii,  .1.  M.. 
l.  XXIV,  p.  ï.',i,). 

(')   Cf.  aussi   JoiiUAN,  Sur  ht  série   de    Fourier   {C-    /(■.    i^<8i,    •"   stimsirc. 
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Quant  à  l'uniforniilc  do  la  convergence,  clic  ne  |)cul  exister 
dans  une  région  comprenant  un  point  de  disconlinuilc  (p.  124); 
dans  tout  autre  intervalle,  les  séries  de  Fouiicr  convergent  uni- 
formément (' ). 

Enlin,  en  s'appujant  sur  une  proposition  de  Ilicnj.inn,  M.  Cantor 
a  prouvé  que  deux  séries  Irigononiêlriqiies  qui,  ddiis  un  inter- 
valle d'amplitude  2-,  convergent  et  ont  même  somme  ont  aussi 
mêmes  coej/icients  (^).  Cette  propriété  subsiste,  si  l'on  renonce 
soit  à  la  convergence,  soit  à  l'égalité  des  sommes,  pour  un  nombre 
fini  de  valeurs  de  x,  ou  même  une  infinité  de  valeurs  (^).  Ainsi, 
dans  ces  conditions,  une  fonction  ne  peut  être  développée,  dans 
un  intervalle  d'amplitude  27:,  que  d'une  seule  manière  en  série 
trigonométrique  :  de  là  une  analogie  avec  les  développements  en 
série  entière (*). 

p.  228).  —  Du  Bois-Reymond,  Sur  les  formules  de  reprcseiUalion  des  fonclions 
(C.  fi.,  1881,  I"  semestre,  p.  giS  et  962).  —  Bonnet,  B.  D.,  1879,  p.  343  et  48u. 
—  IIaunack,  D.  D.,  1882,  p.  242.  —  ScinvARZ,  J.  de  Crelle,  t.  74,  p.  228.  —  Dixi, 
Série  di  Fourier  (  Pisa,  1880).  —  Weiehstrass,  Sur  la  possibilité  d'une  rejiré- 
sentalion  analytique  des  fonctions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle 
(traduction  Laligel,  /.  M.,   18S6). 

(')  Caucliy  a  essayé  de  donner  une  mélliodc  générale  pour  représenter  des 
fonctions  d'une  ou  plusieurs  variables  par  des  séries  dont  les  termes  soient  des 
fonctions  de  même  espèce  {Œuvres,  2"  série,  t.  VII,  p.  3()G):  il  l'a  appliquée  aux 
développements  en  séries  d'exponentielles,  de  sinus,  de  cosinus,  etc.  (t.  MI, 
p.  393).  —  Cf.  aussi  Picard,  Analyse,  t.  Il,  p.  167. 

(2)  Cf.  Cantor,  /.  de  Crelle,  t.  72,  p.  iSg.  —  Picard,  Analyse,  r  édil.,  t.  I, 
p.  265.  —  Harnack,  B.  d.,  1882,  p.  265. 

(3)  Cf.  Cantor,  /.  de  Crelle,  t.  73,  p.  294;  A.  M.,  t.  II,  p.  336.  —  D'une  ma- 
nière précise,  on  peut  exclure  de  l'intervalle  des  points  formant  un  ensemble  de 
première  espèce  d'ordre  «,  c'est-à-dire  un  ensemble  dont  le  dérivé  d'ordre  n 
se  réduit  à  un  nombre  limité  de  points  {voir  p.  22). 

(  ^  )  La  série 

2  (si no: sin2  j;  4-  -  siu3^  —  7  sin4^  -r-  •  •  ■  j 

est  la  seule  série  tri};onométrique  qui  représente  x  dans  l'intervalle  (—-,-);  dans 
une  partie  de  cet  intervalle,  x  a  une  infinité  de  représentations.  Ainsi  des  séries 

-(sina;  —  :rTsin3:r-l--;r;sin5x  — ...), 
3-  0- 

I     .    ,       .    .  I     ...    -  \ 

sina  siiij;  ■+-  ^sin3a  smùx  -\-  j-.*\n-iy-'i\n-iX  -^  .  .  .  u 

la  première  délinit  une  fonction  éj^ale  à  a;  dans  l'intervalle  i—  -.  -y  et  à  o  dans 
les  intervalles  (— z, —  - )>  (->  -];  la  seconde,  une  funclion  éj;ale  à  x  { de  o  à  a  ), 
il  a  (  de  a  à  -  —  a),  à  -  —  X  (  de  -  —  a  à  -). 


I  '»(")  i.i\  lii;   I.  —  (Il  M'iTui:   II 

Plus  lard,  les  séries  lrij^oiiumétri(|iic'.-i  se  préscuteroiil  d.iiis  les 
a]>iilieali()ns  du  lliéorènic  de  Laurent,  les  développeinenls  d'après 
Jacol)!  des  fonctions  eilipticjucs,  etc.  Mais  là  leur  convergence 
résultera  des  principes  généraux  relatifs  aux  séries  de  variables 
complexes  :  on  n'aura  pas  à  invoquer  les  théorèmes  sur  le  dévelop- 
pemeiil  des  fuiiclions  arhilraires  de  variables  réelles. 

§  \.  —  Skuiks  divi:r(;entes. 

83.  IjCS  séries  divergentes,  j)ar  leur  nature  même,  ne  repré- 
sentent pas  de  grandeur  définie.  Est-il  iit'anmoins  impossible  de 
les  utiliser  pour  Tinlioduction  de  fonctions  bien  déterminées  et 
de  leur  laire  jouer  un  rùle  dans  les  recherches  anal  \  liijues? 

Grâce  à  elles,  dilluslrcs  géomètres,  par  exeni|)le  Eulcr,  ob- 
tinrent d'importants  résultats  ('). 

i"  Lorsqu'une  série  nunirrifjiie  oscillante  se  présentait  dellc- 
nièmc  dans  les  calculs  (et  n'avait  pas  été  construite  artificielle- 
ment), une  moyenne  de  sommes  successives  de  termes  était 
regardée  comme  la  valeur  de  la  série; 

2"  Lorscpi'une  l'onction  réelle  continue /'(j:')  était  représentée 
dans  un  intervalle  {ah),  b  exclus,  par  une  série  convergente  s(^x\ 
cette  série  était  employée  pour  calculer  la  fonction  en  b  et  au 
delà  de  b. 

Ce  |)rocédé  manquait  évidemment  de  rigueur.  INIème  quand   la 


(')  Parmi  les  aiuiciis  g('onièlr('s  hosli/es  îi  l'emploi  des  séries  divorgcnlcs,  on 
|niil  filer  Varii;iion,  N.  lienioulli,  d'.\leiul)erl.  «  Les  raisonnements  fondés  sur 
les  séries  qui  ne  sont  pas  converjjentcs. . .  me  parailronl  très  suspeets,  même 
quand  les  résultais  s'accorderaient  avec  des  vérités  connues  d'ailleurs  »  (  d'Alem- 
BKHT,  Opusc.  math.,  t.  V,  S.;  17^)8). 

De  fait,  les  raisons  alléj^uées  n'étaient  puére  (oncliiiiiilo.  i'ar  ixcniplc  I.eiliniz 
écrit  à  Chiislian  \\'ol(ius  :  «  Qiiœiis  a  me.  vircelebcrrinu'.  quid  de  (juœt^lione  seii- 

liain  iitrum  1  —  1 -t- 1  —  i  h-.  . .  //(  in  Oui  lu  m  si(  -?...     Cu/n   séries  est  infiiùta, 

. . .  evaneseenle  naltira  tninieri.  e^aiicscif  eliam  juiris  aul  imparis  assii^nibi- 
litas;  et  cum  ratio  iiiilla  sit  /tro  parilale  mogis  oui  imparilate  adeoqiie  pro 
prodeunte  o  ma^iis  f/iiain  1,  fit  udnrirabili  naturœ  ingeiiio  ut  transita  a 
finito  ad  in/iniluni  si  m  al  fiât  transitas  a  disjaneli\<o  (j'ani  cessante)  ad  anuin 
{qand  saperest)  posifiiuni.  inter  disjanrti\(i  niediani . . ..  Hoc  argtinirniandi 
l^enus ,  eisi  nicla/diysictini  inagis  quant  nialkeniaticum  videatar .  tnnien 
firniuni  est...   <>  {Acta  Frud.  Lipsiœ,  Siippl.,  I.  \,  p.    i6f|;  i7i3). 

La  pioposilion  de  M.  l'ioiienius  énfineéc  plus  loin  justifie  la  inilliode  d<N 
Minjinncs  cMipliiMi-  |i;ir  Lciliiii/:  et  Isoler. 


SKIIIKS    DIVF.KliKNTKS. 


série  s{x)  esl  convergente  en  b  on  ignore  si  en  ce  point  elle  lepri'- 
senle  encore  la  fonction  J'{x)  (p.  i'i\  cl  i.'>5).  A  fortiori  (\\\(i 
pent-on  affirmer  de  cette  série  dans  les  régions  où  elle  diverge  et 
des  séries  à  termes  variables  toujours  divergentes?  Aussi  esl-ce 
à  bon  droit  que  Gauss,  Abel  et  Cauchy  en  firent  abandonner 
l'emploi  (*  ). 

Caucliy  et  Abel  se  proposaient  néanmoins  de  reclicrchcr  pour- 
quoi, en  fait,  ces  séries  avaient  conduit  à  des  résultais  exacts  (-). 
Ne  pouvait-on  re|)rendre  leur  élude  sur  de  nouvelles  bases,  et  les 
utiliser,  en  toute  rigueur  celle  fols,  dans  la  théorie  des  fonctions? 


(')  Au  début,  Caucliy  s'en  excuse  presque  :  «  J'ai  cru  devoir  rejeter  les  déve- 
loppements de  fonctions  en  séries  infinies,  toutes  les  fois  que  les  séries  obtenues  ne 
sont  pas  convergentes...  Malgré  tout  le  respect  que  commande  une  si  grande  au- 
torité (celle  de  Lagrange),  la  plupart  des  géomètres  s'accordent  maintenant  à  re- 
connaître l'incertitude  des  résultats  auxquels  on  peut  être  conduit  par  l'emploi 
des  séries  divergentes. . .  »  (Jiesunié  des  leçons  données  à  l'École  Polylechnif/ue. 
Avertissement.  Œuvres,  2»  série,  t.  IV). 

«  Quant  aux  méthodes,  j'ai  cherché  à  leur  donner  toute  la  rigueur  ([u'on  e.xigi- 
en  Géométrie,  de  manière  à  ne  jamais  recourir  aux  raisons  tirées  de  la  généralité 
de  l'Algèbre.  Les  raisons  de  cette  espèce,  quoique  assez  communément  admises, 
surtout  dans  le  passage  des  séries  convergentes  aux  séries  divergentes...,  ne  peu- 
vent être  considérées,  ce  me  semble,  que  comme  des  inductions  propres  à  faire 
pressentir  quelquefois  la  vérité,  mais  qui  s'accordent  peu  avec  l'exactitude  si 
vantée  des  sciences  mathématiques...  (Cauchy,  Analyse  algébrique.  Pvchicc. 
Œuvres,  2»  série,  t.  III,  p.  ii). 

«  Les  séries  divergentes  sont,  en  général,  quelque  chose  de  bien  fatal,  et  c'est 
une  honte  qu'on  ose  y  fonder  une  démonstration.  On  peut  démontrer  tout  ce  que 
l'on  veut  en  les  employant,  et  ce  sont  elles  qui  ont  fait  tant  de  malheurs  et 
enfanté  tant  de  paradoxes.  Peut-on  imaginer  rien  de  plus  horrible  que  de  débiter 

0  =  ,_2"-t-3"—  4"-h...? 

»...  Enfin  mes  yeux  se  sont  dessillés  d'une  manière  bien  frappante,  car,  à 
l'exceplion  des  cas  les  plus  simples,  il  ne  se  trouve  dans  les  Malhémaliques 
presque  aucune  série  infinie  dont  la  somme  soit  déterminée  d'une  manière  rigou- 
reuse, c'est-à-dire  que  la  partie  la  plus  essentielle  des  Mathématiques  est  sans 
fondement...  »  (Lettre  d'Abel  à  Hoimboe,  1826.  Œuvres,  t.  II,  p.  256). 

('•')«  Pour  la  plus  grande  partie,  les  résultats  sont  justes,  il  est  vrai,  mais  c'est 
là  une  chose  bien  étrange  :  je  m'occupe  à  en  chercher  la  raison  »  (Abel,  toc.  cit.). 

Cauchy  revint  sur  la  question,  soit  en  s'occupant  du  problème  connexe  relatif 
aux  intégrales  définies  dépourvues  de  sens,  soit  dans  des  études  directes,  par 
exemple  à  propos  de  la  série  de  Stirling  {Œuvres,  i"  série,  l.  VIII.  p.  18. — 
C.  J{.,  184:1). 

«...  Le  paradoxe  disparaît  si  l'un  songe  à  la  ilifiérenee  profonde  entre  les  séries 
naturelles.  au\(|U(lles  conduisent  les  problèmes  simples,  et  les  séries  fabriquées 
arlijicicllcnicnl  ■>  (  n(ji;i:L,  A.  K.  A.,  i8()i).  p.  3i). 


1  ")8  i.iMii:  I.  —  (iiM'iriii:  ii. 

8().    \  oici  rrnoncô  du  pioMrmo  : 

u4  une  série  clirergenle  r/n/mrr,  nn  propose  de  foire  eorres- 
pondre  une  expression  andlytitjtie  telle  ipte  In  snhsd/ution  rie 
cette  expression  à  ta  série  conduise,  en  sauvegardimt  le  prin- 
cipe de  la  pernianence  des  formes  opératoires  ('),  éi  des  résul- 
tats rigoureusement  ou  approximativement  exacts. 

Des  Icnhilivcs  onlrlr  laites  dau'^  diverses  directions. 

A  des  fondions  qu'il  s'agit  d'étudier  pour  des  valeurs  très 
grandes  de  la  variable  (-),  M.  Poincaré  fait  correspondre  des 
séries  divergentes  telles  que  la  somme  de  leurs  n  premiers  termes 
donne  la  valeur  de  la  fonction,  pour  ces  valeurs  de  la  variable. 


(')  On  utilise  frif-qii  fin  mont  ce  principe  (IIankel,  Vorlesungen  iiber  complexe 
Zalileii)  :  par  exemple  on  l'a  appii(jué  en  invenlant  les  racines  imaginaires.  Ici 
l'on  cherchera  des  expressions  pouvanl  èlre  traitées  comme  des  séries  conver- 
gentes, au  point  de  vue  de  la  mulliiilication,  de  l'intégration,  de  la  dérivation  ; 
une  série  uniformément  sommable  de  fonctions  continues  (ou  holomorphes)  devra 
être  continue  (ou  holomorphe),  etc. 

Cf.  BoREL,  Leroux  xur  les  séries  divergentes.  Ses  travaux  (7.  J/.,  189G; 
A.  E.  N.,  1899;  C.  n.,  1895  à  1900)  y  sont  développés  et  complétés.  —  \'oir  aussi 
Servant,  A.  T.,  1899,  et  surtout  Le  Roy,  A.  T.,  1900. 

Les  recherches  sur  les  séries  divergentes  sont  naturellement  reliées  aux  jiro- 
hlèmes  de  prolongement  analytique  ou  non  analytique;  aussi  la  lecture  du  Cha- 
pitie  V  doit-elle  accompagner  celle  de  ce  paragraphe. 

(-)  Soit  f{x)   une   pareille  fonction,  et  s^{x)   la  somme  des   n -\- \    preniicMS 

termes  d'une  série  divergente  s  du  type  o„-l ^  H 1  -+-...,  dont  les  éléments. 

si  X  est  très  grand,  diminuent  d'abord  rapidement  pour  croître  ensuite  au  delà 
de  toute  limite.  Stipposons  qu'il  soit  possible  de  déterminer  les  coeffîcienls  a  de 
telle  sorte  (pic  l'un  ail.  pour  .r  iiifnii. 

\x''[f{x)-s„{x)]\<z. 

E  étant  un  nombre  très  petit  donne  à  l'avance. 

L'erreur  commise  en  substituant  .'î„(^)  à  /{x)  nathint  pas  ex~";  pour  les 
valeurs  considérées,  elle  est  donc  très  petite  :  la  somme  s^{x)  des  n  -^  1  premiers 
termes  de  la  série  asymptotique  s  représente  asymptoti(|uement  la  fonction. 

[.(■•<  coefficients  a  de  ces  séries  sont  définis  par  les  égalités 

a,r=  \\m  x'\/{x)  -  a,—  ^  —. . .—  ^\         {i  -=  o,  i.  . .  .). 

jr  =  «         L  X  X         \ 

Ou  peut  opérer  sur  ces  séries  comme  sur  d<'s  séries  convergentes  lorsiju'il  s'agit 
de  les  mullipliir  et,  par  suite,  de  les  élever  à  «les  puissances  entières,  de  les  substi- 
tuer dans  ries  séries  entières  convergentes,  rie  les  intégrer  terme  par  terme  (  il 
n'est  pas  |iermis  rie  ]i<  (iiflV-i  rntier  ).  Ainsi,  le  produit  de-  deux  fonctions,  représen- 
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avec  telle  npproxmiahon  que  l'on  veut.  On  peut  dire  que  de 
pareilles  sommes  représentent  asvmj)toliquement  la  fonction  : 
de  là  le  nom  de  si'/urs  asymploliqiics  donnt-  aux  séries  fpii  les 
fournissent. 

Stieltjes  (')  et  M.  Padé  (^)  utilisent  \es  fractions  continues. 
A  une  série  divergente  on  peut  faire  correspondre  une  fraction 
continue  convero^enle  dont  la  somme  définit  une  fonction  analv- 
ti(pie  :  c'est  cette  fonction  que  l'on  substitue  à  la  série. 

Les  fractions  continues  sont,  dans  les  calculs,  d'un  maniement 


técs  chacune  par  une  série  asymptolique,  est  représenté  par  la  série  asymptolique 
produit  des  séries  considérées. 
Comme  exemple,  on  peut  citer  la  série  de  Stirling 


^-\o>^{iT.)-^{x+^-A  \ô^X 


1.2  a:        3.4  ^^        hJ\  x^ 


où  les  coefficients  R  désignent  les  nombres  de  Bcrnoulli.  Cette  série,  toujours 
divergente,  représente  asymptoliquement  log  r(a7 -(- 1),  et  par  suite,  si  l'on  s'ar- 
rête au  plus  petit  terme,  peut  servir  à  calculer  la  fonction  culérienne  pour  des 
valeurs  de  x  très  grandes,  avec  une  approximation  qui  croit  avec  x  {cf.  Poincahé, 
A.  M.,  t.  VIII,  p.  290;  Méthodes  de  la  Mécanique  cëleate,  t.  II,  p.  2). 

En  même  temps  que  M.  Poincaré,  Stieltjes  s'est  occupé  des  séries  asymploli(jucs 
sous  le  nom  de  séries  senii-coniergentes  (Thèse,  A.  E.  N.,  1886). 

Les  séries  asymptotiques  (divergentes)  rentrent  dans  celles  que  les  astronomes 
regardent  comme  convergentes.  C'est  que  les  astronomes  et  les  géomètres  pren- 
nent les  mots  dans  des  sens  différents  :  les  premiers  envisagent  les  applications,  les 
autres  des  définitions  rigoureuses.  Par  exemple,  soient  les  séries  ayant  pour  terme 

général 

1000"  n.\ 

— r-    ^^    ;;• 

n\  1000" 

Pour  les  géomètres,  la  première  converge,  la  seconde  diverge.  Pour  les  astro- 
nomes, la  première  diverge  parce  que  ses  mille  premiers  termes  vont  en  croissant; 
la  seconde  converge,  parce  que  ses  mille  premiers  termes  décroissent,  et  décrois- 
sent d'abord  rapidement  (Poincaré,  toc.  cit.). 

(')  Cf.  Stieltjes,  A.  T.,  1894  et  1895. 

(2)  Voici  le  point  de  départ  de  M.  Padé  (T/jese,  ^.  £".  A'..  1892.  S.;  .-J.  .1/..  t.WlII. 
p.  97):  1°  Laguerre  a  établi  qu'à  une  série  entière  divergente  peut  correspondre  une 
fraction  continue  simple  convergente  (n"  93).  Réciproquement,  Halphen  a  montré 
qu'une  fraction  continue  simple  pouvait  diverger,  alors  que  la  série  correspon- 
dante était  convergente.  2°  D'une  série  entière  se  déduisent  une  infinité  de  frac- 
tions continues  telles  que,  réciproquement,  chaque  fraction  continue  détermine 
complètement  l'ensemble  des  fractions  restantes  et  les  cocflicients  de  la  série  pri- 
mitive. Si,  parmi  ces  fractions  continues,  il  y  en  a  qui  convergent  en  même  temps 
que  la  série  entière,  leur  limite  coïncide  avec  la  somme  de  la  série.  5'/7  _)•  en  a 
qui  convergent  en  des  points  où  la  série  diverge,  elles  peuvent  définir  en  ces 
points  la  somme  de  la  série  divergente. 


iC)0  i.niii;  1.  —  ciiAi'iTHi;  ii. 

incoinnioile  :  aussi  Slielljcs,  sans  s'v  aiirlrr,  ne  les  j)rentJ  <jue 
comme  im  iiiU'iiiu'diaiie  le  coi)(liiis;iiit  ;"i  des  intégrales  dérmies, 
qui  finalement  reniplacenl  la  série  diverj^enle. 

Ce  sont  aussi  des  intégrales  dt'Jînics  (|u'inlroduil  M.   Le  Hoy. 

Ici,  disons  un  mol  des  recherches  de  M.  Horel  :  elles  onl  pour 
point  de  départ  la  généralisation  des  notions  de  limite  et  de 
somme. 

87.  Considérons  une  suite  inlinie  divergente  i/^,  //,,  ..., 
//„,  ...  de  i^randeurs  réelles  :  elle  n'a  pas  de  limite.  Pour  arriver 
à  lui  en  assigner  une,  étudions  la  limite  d'une  moyenne  entre  les 
valeurs  des  éléments  de  la  suite,  c'est-à-dire  une  expression  de  la 
forme 

Co  «0 -(-  C|  Ml -h . . . -t- c„  H„ -^ . . . 


Co-(-  c-i  -(-. .  .4-  c,,-^. . . 

les  coefficients  c  désignant  des  nombres  réels  non  négatifs  conve- 
nablement choisis. 

On  les  déterminera  de  façon  à  avoir  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur de  la  fraction  (i)  des  séries  convergentes;  sinon  on  se- 
rait ramené  à  un  j^roblème  analogue  à  celui  que  l'on  veut  traiter. 

Du  reste,  dans  les  cas  où  il  y  a  intérêt  à  généraliser  la  notion 
délimite,  les  nombres  | //„  |  augmentent  rapidement  avec  /t  :  on 
choisira  donc  des  nonibies  €„  à  décroissance  rapide. 

Prenons  c«  =  — ^  »  ce  qui  donne  pour  dénominateur  de  la  frac- 
lion  (i)  une  fonction  entière  e".  Supposons  (|ue  le  numérateur 

a" 

ii(a)  —  Ui)-^  UlCl  -^  •  .  •   i-  Un  — j  -1- .  .  . 

converge  aussi  pour  toute  valeur  de  a  :  celle  série  '/('/)  s'appellera 
fonction  entière  associée  à  la  suite  (u). 

Dans  ces  conditions,  si  l'expression  e""  u{a)  a  une  limite  pour 
a  infini,  cette  limite  sera  par  d(''fiiiilion  /</  liniile  généra/isée  de 
la  suite  (u). 

Regardons  les  éléments  u  comme  les  termes  d'une  série,  ce 
qui  rcxiciit  à  ((Misidé-ier  la  suite 
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La  série  (u)  était  convergente,  lorsque  la  suite  (.v)  avait  une 
limite  s,  et  cette  limite  représentait  la  somme  de  la  série.  On  dira 
que  la  série  (u)  est  sommable  quand  la  suite  (s)  aura  une  liniile 
sénéraiiséc  s,r,  et  cette  limite 

SfT  =  lim     e-"  (  .«0  —  5i h.  .  .M-  s„  ——...)      —  liin  [r-" s(a)] 

sera  la  somme  généralisée  de  la  série  sommable. 

Avant  de  justifier  cette  définition  ('),  en  montrant  Tintérèt  des 
séries  sommables,  faisons  quelques  remarques  sur  les  limites 
généralisées. 

88.  1°  Si  à  partir  d'un  certain  rang  les  termes  d'une  suite  (//) 
sont  nuls,  la  fonction  entière  associée  u  (a)  se  réduit  à  un  poly- 
nôme; dès  lors  la  suite  a  une  limite  généralisée  nidle. 

Si  deux  suites  ont  pour  limites  généralisées  respectives  deux 
nombres  /  et  /',  la  suite  formée  en  ajoutant  terme  à  terme  les  élé- 
ments des  deux  suites  a  pour  limite  généralisée  /-f-  /'. 

De  la  juxtaposition  de  ces  remarques  on  conclut  que  la  limite 
généralisée  d'une  suite  n'est  pas  altérée,  lorsqu'on  change  la  valeur 
d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  suite,  et  en  particulier  quand 
on  les  remplace  par  zéro. 

2°  Une  suite  de  termes  (5),  qui  a  une  limite,  a  aussi  une  limite 
généralisée,  et  les  valeurs  des  deux  limites  sont  les  mêmes. 

La  première  partie  se  démontre  aisément.  Pour  établir  la 
seconde,  on  prouve  que  plus  généralement,  si  les  sommes  a»  sont 
comprises,  à  partir  d'un  certain  rang,  entre  deux  nombres/?  et  </, 
la  limite  généralisée,  si  elle  existe,  est  comprise  entre/?  et  q. 


(')   Soit  une   série  entière  à  termes  réels  divergente  au  point  1.  M.  l'roljcnius 
considérait,  comme  M.  Cesàro  (p.  i3o),  la  moyenne 

n 

=  y  a. 


il  justifiait  cette  introduction  en  montrant  que  si,  au  point  i.  ff„  a  une  limite  s,  la 
série  est  convergente,  c'est-à-dire  a  une  somme /(x),  dans  l'intervalle  (—  i.  -t-i) 
(limites  exclues),  et  cette  limite  cr  est  la  limite  vers  laquelle  tend  /{x),  quand 
X  tend  vers  i  {J.  de  Crelle,  t.  89,  p.  sGt). 

C'est  cette  extension   de   la   définition   de  somme  d'une  série,  déjà  élargie  par 
M.  HOlder  (.1/.  A.,  t.  XX.  p.  535),  que  M.  Borel  généralise. 

F.  II 


iG^ 


.l\f«i:    I.    —    f.llAl'ITKI.    II. 


Snit,  pour  (ixt'i-  les  idi't-s,  '/!>/'  ^  «>•  Loisi|ii On  remplace  nary; 
Ions  les  lerines  de  la  siiile  (.s),  la  liiniu-  ^.'in'ralist'e,  si  elle  existe, 
no  peiil  aiif;nionlor ;  du  reste,  |)ar  cette  suijsliliiliori  elle  devient 
ép;ale  à  p.  La  liinile  j;énéralisée  n'est  donc  pas  inférieure  à  />,  et 
n'est  pas  supérieure  à  <j  :  dès  lors,  elle  est  coniprise  entre  p  et  rj. 

On  en  di'ihiit  que  ta  somme  crime  série  coinei'fj^ente,  et  la 
somme  '^  encra  Usée  de  cette  série,  envisagée  comme  série  som- 
mahle,  sont  les  mêmes. 

8î).  La  somme  généralisée  s„  d'une  série  (//)  peut  éire  mise 
sous  forme  d'intégrale.  Kn  ellet,  on  a  d'ahord 

—  [e-"  s{n  )]  =  e-"[s'(a  )  —  .si  <i  )\  —  c-"  Ui{n), 
en  jiosanl 

Ui(a)  =  s  (a)  —  s{a)  =  </,h j<2-t-.  .  .h j  »„+,-4-.  .  .. 

On  en  déduit 

•-  0 

car 

Intégrons  par  parties;  il  vient  : 

.s\. —  "o  =  I  e-«   /     «|(«)f/«       -T-  I       <■   "       j      iii(n)  cl<i  \  (la. 
L        '^^o  Jo       J^  l''o  J 

La  partie  intégrée  est  nulle  ^  //„  peut  être  remplacé  par  /     u^^e~"tla^, 
"0+  /     ii\{a)da  n'est  autre  cpie  ii{(i)  :  d'où  la  formule 
Sg—  I     e-«  «(«)  chi, 

on  la  regarde  comme  la  définition  pralifuic  de  la  somme  géné- 
ralisée de  la  suite  (u)  (•). 


(')  M.  Le  \\i>\  donne  une  iuilie  «li'liiiitioii  de  lu  si  lic  <li\i'rf^eiifc  somnKihlc 
(celle  de  M.  lloiel  eu  est  un  cas  parliculier  )  :  elle  rtvienl  à  faiie  cturespondie  à 
une  série  une  intégrale  définie  plus  maniable  ijui  en  représente  la  soiniiie  (-1.  T.. 

Mjixi,    [).    3.>l    et    '|l'i  ). 
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Ainsi,  en  supposant  (pie  les  opérations  préei'dentes  aient  un 
sens,  c'est-à-dire  cpie  la  série  u(a)  soit  une  fonelion  entière, 
dite  fonction  entière  associée  à  la  suite  (//),  l'intégrale  ci-dessus 
sera  V intégrale  associée  à  celte  suite  pour  en  di-linir  la  somme 
généralisée. 

Quand  cette  intégrale  non  seulement  converge,  mais  converge 
absolument,  on  dit  que  la  série  [a)  est  absolunicnt  soniniahlc  : 
on  s'occupe  uniquement  des  séries  absolument  sommables  ('). 

00.  La  série  obtenue  en  supprimant  le  premier  terme  u» 
crâne  série  absolument  somniab le  reste  absolument  sommable ; 
les  sommes  généralisées  chs  deux  séries  différent  de  u^. 

En  eflet,  la  série  entière  associée  à  la  nouvelle  série  sera 

a  if/i+i 

Ui-\-  u^ h ...  H ,-  a"  -4- ... . 

1  rt  ! 

C'est  la  dérivée  de  la  fonction  entière  u  (a)  associée  à  la  série  (u)  ; 
par  suite  celte  série  représente  une  fonction  entière,  et  les  autres 
conditions  de  sommabiiilé  absolues  sont  satisfaites  (-). 

Désignons  par  a^  la  somme  généralisée  de  la  série  obtenue  en 
supprimant  le  terme  Uq-  On  a 

(î^=  /      e-<^  u'(a)  da. 
L'intégration  par  parties  transforme  g-^  en  Sg- —  u^. 


(')  M.  Borel  entend  même  par  série  absolument  sommable  celle  pour  latjuelle 
les  intégrales  définies 


r 


cl'-  u{a) 


da'- 


da        (X  =  o,  I.  3,  . . .  ) 


ont  toutes  un  sens  (C.  U.,  1900,  1°  semestre,  p.  83o). 

La  définition  d'intégrale  associée  peut  être  étendue  au  cas  où  la  série  u{a)  a 
seulement  un  raj'on  de  convergence  yZ«£  (et  '§.  o),  pourvu  que  la  fonction  analytique 
correspondante  puisse  être  prolongée  analyliquement  le  long  de  l'axe  réel  et  n'ait 
pas  de  point  singulier  sur  cet  axe  (Borel,  Séries  divergentes,  p.  99). 

(^)  La  réciproque  est  vraie;  par  suite  les  séries 

»„ 4- </,-;-.. .,    »,-t- «;-+-.. .  • 

sont  absolument  soiiunablcs  en  mémo  temps  (BoniîL,  Séries  divergentes,  p.  101). 


|64  i.iMii;  I.  —  rn.vpiTRK  ii. 

Répétons  celle  opération,  el  enlevons  à  la  série  in  il  in  le  (  n), 
ses  2,  3,  .  .  .,  n  premiers  termes.  La  série  obtenue 

u,,-^  «„.  i-f-.  . . 

reste  al)solunieiil  somniahlc  ci  a  pour  somme 

Pour  ('lenLlrc  ces  déliiiilioiis  aux  .séries  à  Icrincs  comijlcxcs.  il 
suflit  de  considérer  la  partie  n'cllo  cl  la  partie  imaginaire. 

91.  Soniniahilih''  uniforme.  —  Soit  une  suile  (5)  d'(''lémenls 
dépcnflant  dune  \arialjle  complexe  z  :  suj)posons  que  dans  un 
domaine  cO  ils  soient  liolomorphcs  et  aient  une  limite  généralisée. 
On  dit  que  la  suite  (s)  (end  uniformément  dans  (0  vers  stt  /imite 
généralisée,  lorsque  pour  toute  valeur  de  a  la  série 

e-"  (  .vo-l-  «  .Si  -4-  . .  .  -f-  ^  5„  +  .  .  .  1  =  e-"  5(  «,  z) 

converge  uniformément  dans  cO  relativement  à  .G,  et  tend  unifoi- 
mémcnt  vers  sa  limite  5^(^)  pour  a  infini.  Dans  ce  cas,  on  peut 
faire  correspondre  à  tout  nombre  jiosilif  3  un  nombre  «0,  tel  que 
l'on  ait,  dans  tout  le  domaine, 

I  <?-".>;(«,  ^)  —  5^,(  c)  !<  £.         (c/  quelconque  >  «o)- 

Si  la  suite  (a)  tend  unilormémcnt  dans  cD  vers  une  limite  géné- 
ralisée, on  dira  que  la  série  {^ii)  est  uniformément  sommable 
dans  (0. 

Cela  pos(',  supposons  que  la  suite  (5)  tende  uniformément  dans  cO 
vers  une  limite  généralisée;  la  série 


2; 


n-.^ 


e-'n+v  s{n  -\-\,z)  —  e->^s(n,  z)]  =  .v(-=)' 


qui  dans  ce  domaine  a   ses   éléments  liolomorphes  et  converge 
uniformément,  a  une  somme  liolonutrplie  ('). 


(')«L'nc  série  unirormcinciil  ronvcrscnli-  duni  les  ('li'iiunls  smu  lii>l<p|iiiir|ilii's 
fsl  lidluiiHirplic  (11°  '.233);  c'est  ce  liiéorùtnc  ijue  l'un  iiiMninc  cl  i|nc  l'on  iicnd 
aux  sommes  généralisées. 
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Par  suite,  si  dans  un  domciine  une  série  a  ses  éU-menls  liolo- 
morplies  et  est  uniJOrniénient  soniniable,  sa  somme  généralisée 
est  holoniorphe  dans  le  même  domaine. 

92.  Celle  proposition  justifie  rinlroduclion  des  soniincs  ^dni- 
ralisées,  au  moins  pour  les  séries  entières  prolongeables  ('  ). 

Soity(:;)  une  fonction  holoniorphe  définie  dans  un  dotnaine  (0 
d'un  seul  tenant,  et  représentée  dans  une  portion  o  de  (ô  par  une 
série  ■ç(;),  uniformément  convergente  dans  o  et  ayant  ses  élé- 
ments lîomolorphes  dans  Cô.  Imaginons  que  celle  série  soit  uni- 
formément sommahle  dans  lO  et  appelons  s^^z)  sa  somme  généra- 
lisée dans  ce  domaine. 

La  somme  s^^îz-)  représente  f{z)  dans  tout  le  domaine  cO. 

En  eflrel,ces  deux  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  cD  d'un 
seul  tenant,  coïncident,  dans  une  région  o,  avec  la  fonction  ■s(^); 
dès  lors  elles  sont  identiques  dans  tout  le  domaine  (0  (-). 

La  somme  5i,(^)  permet  de  prolonger  analvtiquement  la  fonction 
représentée  dans  o  par  5(^).  Ainsi  ces  deux  problèmes,  prolon- 
gement analytique,  sommation  des  séries  divergentes,  peuvent 
avoir  la  même  solution.  Mais  ce  cas  est  le  moins  intéressant, 
puisqu'alors  le  résultat  obtenu  serait  fourni  par  d'autres  mé- 
thodes (■')  :  en  eux-mêmes  les  problèmes  sont  distincts. 


(' )  Le  sens  à  iloniior  et  une  pareille  série,  aux  points  où  elle  diverge,  résulte 
de  la  notion  du  prolongement  analytique  :  à  ce  point  de  vue,  toute  uictliude  de 
prolongement  résout  incidemment  le  problème  des  séries  divergentes. 

Si  la  fonction  analytique,  définie  par  une  série  cnùive  proton geable.  est  nnil- 
liforme,  il  est  naturel  de  prendre  comme  valeur  de  la  série  en  un  point  de  diver- 
gence chacune  Afà  valeurs  de  la  fonction  analytique.  On  est  ainsi  conduite  attri- 
buer en  un  points  aux  séries  divergentes  comme  aux  intégrales  définies  prises  le 
long  de  contour,  plusieurs  valeurs  et  même  une  infinité,  par  suite  à  introduire  la 
notion  Aq  période  pour  les  séries  comme  pour  les  intégrales,  à  faire  des  coupures 
qui  rendent  la  série  uniforme,  etc. 

Le  domaine  de  somnialjilitë  d'une  série  entière  prolongeabic  rendue  uniforme 
par  des  coupures  est  limité  par  les  cotés  d'un  ^o\y^onc  d\l  poiriione  de  aontnut- 
bitilé  (n"  190). 

(■)  Nous  nous  appuyons  sur  un  tliéoréme  i\n\  sera  démontré  aux  n""  "Î2S  et  130. 

(■^)  Ce  cas  est  aussi  en  un  sens  le  iiiuins  facile,  car.  si  une  séi-ie  entière  '  *„~" 
a  un  rayon  de  convergoiicr  fini,  la  imllindc  d.-  M.  Mniol,  en  ramenanl  le  problèiiie 


ifiC)  i.iMti:  1.  —  ciiM'iTiti;  II. 

l'.ii  cllcl,  une  série  entière,  dont  le  r.i\oii  de  convergence  csl 
uni,  j)etil  être  absolument  sommable,  bien  (luelle  ne  définisse  pas 
de  fonction  analytique  (').  Inversement,  le  prolongement  analy- 
tique peut  être  possil)lc,  sans  que  la  série  servant  d'i-Iémcnt 
initial  soit  absolument  .somniabb\ 
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915.  i]uo  l'on  «'n\is;igc  li's  séi'ic?  iiii  |)iiiiil  «le  \ur  t\f  iiippniximolinn  des 
fonctions  ou  qu'on  y  clierclie  un  clénienl  analytique  servant  à  leur  repré- 
sentation et  à  l'étude  de  leurs  propriétés,  il  serait  naturel  de  les  rap- 
procher des  fractions  continues. 

Elles  se  divisent  en  deux  catégories,  suivant  que  leurs  éléments  sont 
constants  ou  variables  (-)  :  ces  dernières  s'appollenty/'rtc/torts  continues 
alfi^ébriques.  Leur  théorie  conduit  à  un  algorithme  permettant  de  former 
de  proche  en  proche  toutes  les  réduites,  c'est-à-dire  les  fractions  ration- 
nelles obtenues  en  limitant  la  suite  à  un  (|iioiifiit  incomplet  déterminé. 

La  série  entière  mettail  en  ('vidciKM"  une  suite  de  polynômes  «'ap- 
prochant  de   plus    en    plu-    de    la    lonclion    (jii'elle   définit    :    la    fraction 


à  l'cludc  (le  la  fonclion  entière  associer    >      -'■'  "    ;  a  pom-  résultat  :<(...  de  dilaler 

le  cercle  de  convcrfjcnre  jusqu'à  l'infini.  Mais  cela  ne  constitue  qu'un  déplacement 
de  diriicullé.  ...  V.n  réalité,  on  a  balayé  toutes  les  sinj^ularités,  .  .  et  on  les  a 
condensées  à  l'infini  :  il  faut  ensuite  faire  une  élude  aussi  difficile  que  celle  du 
prolon;;ement  de  la  fonction  donnée,  celle  de  la  fonction  entière  associée  aux 
environs  de  son  point  essentiel  à  l'infini.  »  (Le  Hoy,  A.  7'.,  i()0o,  p.  V'I») 

La  méthode  apporte  au  contraire  qnchpie  chose  de  nouveau,  si  le  rayon  de 
convergence  est  nul  :  alors,  en  elfel,  la  fonction  associée  a  dans  des  cas  étendus 
un  rayon  de  convei'nenccy////. 

(')  On  a  pu  ainsi  étudier  des  èqualinris  ilill'crenliellos  alf;i'liri(iues  aii\(|uelUs 
des  séries  de  Taylor,  à  rayon  de  con\ergencc  nul,  satisfont  formellement  (  n"  lilO). 

(')  Il  faut  se  défier  de  fausses  analof;ies  entre  les  théories  des  fonctions  con- 
tinues aiitliméticpies  cl  al};éi(ri(pies.  «...  Je  ne  parle  pas  de  l'élraii^e  confusion 
qui  y  a|>|).u'alt  entre  la  théorie  du  develo|ipeiiienl  d'un  niunhre  irrationnel  en 
fraction  cotilinue  ;Millinii'l  i(|uc-.  <l  celui  d'une  fonelioii  en  fraction  continue  algé- 
brique. Le  rajiproc  heiuenl  (pie  l'on  fait  toujours  entre  ces  deux  ordres  de  faits 
est  aussi  bizarre  (pie  le  serait  l'idée  (pie  la  llié(M'ie  des  séiies  entières  doit  tou- 
jours et  iK-cessaiii  nient  ("tre  |ir('e('(lée  de  la  théorie  des  fractions  décimale-.  » 
(PaUÉ,  a.  m.,  t.  \\  III.  |..   .08.) 
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conlinue  introdiiil  des  qnolients  de  polynômes.  La  propriété  essentielle 
de  la  fraction  continue  arithmétique  est  de  fournir,  par  ses  réduites,  des 
fractions  plus  approchées  d'un  nombre  irrationnel  donné  que  toute  frac- 
tion de  termes  moindres.  De  même,  une  réduite  dont  le  numérateur  et 
le  dénominateur  ont  respectivement  pour  degrés  p  et  q  donne,  pour 
une  fonction  déseloppahle  en  série  entière,  une  représentation  qui 
coïncide  avec  ta  série  jusqu'au  ter/ne  de  degré  p -^  q  inclusive- 
ment ('  ). 

Jusqu'à  Euicr  (-),  les  fractions  continues  n'avaient  servi  que  dans  la 
théorie  des  nombres  :  il  les  a  appliquées  à  la  représentation  des  fonc- 
tions. Depuis  longtemps,  on  se  servait  des  séries  pour  intégrer  par 
approximation  les  équations  différentielles  :  Lagrange  (')  a  établi  que 
les  intégrales  de  ces  équations  pouvaient  être  développées  en  fractions 
continues.  Abel,  Jacobi,  Laguerre,  Stieltjes,  etc.  ont  appliqué  la  repré- 
sentation des  fonctions  par  des  fractions  continues  à  l'étude  de  leurs  pro- 
priétés analytiques  {'*). 

Ici,  il  suffira  d'indiquer  quelques  références  :  nous  n'avons  pas  à  déve- 
lopper cette  théorie,  l'une  des  plus  difficiles  de  l'Analyse,  et  qui  était 
jusqu'à  ces  dernières  années  «  une  sorte  de  terra  incognila. . .  dont  la 
carte  était  presque  blanche  »  (»). 


(•)  Ces  résultats  ont  été  précisés  par  M.  Padé  {A.  E.  N.,  iSi).?.  S.;  A.  M., 
t.  W'III).  Il  iiisisic  sur  V indétermination  du  problème  de  la  réduction  d'une 
foiiclion  en  Iracli'ni  conlinue,  ou  sur  la  multiplicité  des  fractions  continues  de 
divers  types  relatifs  à  une  même  fonction.  Les  développements  difTèrenl  suivant 
.la  loi  d'après  l;i(|mllc  sunl  reliés  les  entiers  p  et  q  :  ceux  donnes  par  Eulcr, 
Jacobi,  lialplien,  Sticlljcs,  etc.  correspondent  à  «les  liypolhèses  particulières. 
M.  Padé  s'occupe  spécialonieiit  des  fractions  continues  simples  :  ce  sont  celles 
(pii  ont  pour  numérateurs  partiels  des  monômes  en  x,  et  pour  dénominateurs 
des  pol3'nonics  entiers  en  a:  dont  le  terme  constant  n'est  pas  nul. 

Cf.  aussi  :  Beijtuand,  Calcul  dijférentiel  et  intégral,  t.  I,  p.  43o.  —  Jordan, 
Analyse,  'i"  cdit.,  t.  I,  p.  3G8. 

(-)  EuLER,  Jntroduclio  in  aiiahsim  injînitoruni,  l.  I,  Cliap.  \VII1  (édil. 
de  1797). 

(^)  Lagrange,  Œuvies,  t.  IV,  p.  3oi. 

(  ')  Cf.  Abel,  Œuvres,  t.  I.  p.  10^.  —  Jacobi,  Œuvres,  t.  I,  p.  3.>9.  —  Kiemann, 
Œuvres,  trad.  Laurel,  p.  3()9.  —  Laguerre,  5.  M.,  1879;  /.  M.,  i885.  p.  i35.  — 
IIalpuen,  Fondions  elliptiques,  t.  Il,  p.  b-i.  —  Stieltjes,  A.  T.,  189/1  et  1896. 
—  HoucHÉ,  J.  E.  P.,  37'  Cahier  (18.18).  —  Padk,  A.  E.  i\.,  1899.  —  Lie. 

(  ')  PoixcAUÉ,  Notice  sur  Halphen  (/.  E.  P.,  60"  Cahier;  1890). 
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SECTION    II. 

TRANSCENDANTES  ÉLÉ.MENTAIKES. 


9i.  Dans  celle  calrgorle,  on  ranj^e  certaines  fondions  aniiiv- 
liqucs  simples,  prises  jiarmi  celles  qui  ne  sonl  pas  racines  d'ccpia- 
lions  alf^ébriques,  spécialemcnl  rexponenliclle. 

Pour  les  définir,  la  voie  la  plus  rapide,  sinon  la  plus  élémen- 
taire, serait  d'écrire  les  équations  di[J'érentielles  auxquelles  elles 
satisfont. 

En  partant  d'une  propriété  fonctionnelle,  on  mettrait  en  évi- 
dence le  lien  :  i"  enlre  les  trois  types  de  fonctions  analytiques 
uniformes  admcllant  un  lliéorème  d'addition  algébrique  :  fonc- 
tions rationnelles,  trigonométriqucs,  elliptiques;  12"  entre  les 
fonctions  trigonométriqucs  (simplement  périodiques)  et  les  fonc- 
tions elliptiques  (doublement  périodiques). 

C'est  ce  que  nous  ferons  plus  tard  :  pour  l'instant  nous  avons 
à  prendre  comme  point  de  départ  des  séries  ou  des  produits 
infinis. 

Rappelons  deux  définitions  : 

i"  Une  fonction  admet  un  théorème  d'addition  algébrique 
lorsque,  entre  trois  valeurs  de  la  fonction  correspondant  à  trois 
valeurs  de  l'argument  dont  l'une  est  la  somme  des  deux  autres,  il 
existe  une  relation  algébrique  à  coeflicients  indépendants  de  ces 
arguments. 

V."  Une  fonction  f{~-)  est  péii(i(li<juc,  de  période  o),  lorscpie 
pour  toute  valeur  de  rari;iiiiieiil  oii  a  la  relation 

Si  (1)  e.->l  j)('riude,  il  en  est  de  iiit'nie  de  ;a(.),  ;;.  (Ii'si;;iiaiil  iiii  enlicr 
<jUclconque.  La  période  est  priiuiti\,'C  lors(pie.  en  la  (livi-.itil  pu- 
un  eulier.  on  nV)lirriil  janiiii^  de  nouvelle  pt'i  iode  de  l.i  loiietioti. 
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Une  fouclion  ayant  une  seule  période  primilive  est  simplement 
périodique. 

§  VI.  —  L'exponentielle  et  les  fonctions  TRUiONoMÉTRigiES. 

95.  Quand  la  variable  est  réelle,  on  délinil  e~  en  supposant  z 
entier  et  positif,  entier  et  négatif,  fractionnaire,  irrationnel.  On 
démontre  ensuite  l'égalité 

-2  -n 

(l)  e-  =  I+     • 


I 


C'est  cette  formule  qui  sert  de  définition  à  l'exponentielle 
lorsque  z  est  une  variable  complexe. 

La  série  (i)  converge  absolument  et  uniformément  dans  tout 
domaine  fini.  C'est  donc  une  fonction  continue;  elle  a  une  dé- 
rivée qui  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  dérivées  de  ses  termes 
et  a  même  valeur  que  la  fonction.  Ainsi  l'exponentielle  est  une 
fonction  entière  transcendante. 

La  définition  donnée  n'implique  pas  contradiction,  puisque  la 
fonction  e^  coïncide,  pour  les  valeurs  réelles  de  z^  avec  l'expo- 
nentielle étudiée  dans  les  éléments.  Elle  est  naturelle  ;  car  les  pro- 
priétés fonctionnelles  de  l'exponentielle  réelle  sont  conservées  : 
une  nouvelle  propriété,  relative  à  la  périodicité,  s'y  ajoute. 

On  définit  de  même  le  sinus  et  le  cosinus  parles  séries 

(•2)     sin5  =  ;:— — -H...-t-(— i)» 


3!  ^        '    (an  4-1)! 

(rt  =  o,  i,...j, 


(3)     C0S5  =  I  —  ^  4-...-+-(— i)'^ 


^2«)! 


(et  l'on   regarde  la  tangente  comme  le  quotient  du  sinus  par  le 
cosinus). 

Ces  séries  convergent  absolument  et  uniformément  dans  tout 
domaine  fini;  elles  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  :  ce 
sont  des  transcendantes  entières  ('). 


(  '  )  Jnler  increinenta  splendic/i.tsi/na.  mathesi  pcr  rccentioritin  labores  ad- 
jecla,  Iheoria  functiotmni  a  circido  pendenliuni  piocid  ditbio  locu/n  imprimis 
insignem  tenet.  Cui  mirabili  quantilalum  gcneri,  ad  quod  in  disquisitionibiis 
maxime  lietcrogeneis  scepissimc  de/crimur,  cujusque  subsidio  nidla  uiiivcisa; 
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La  combinaison  des  relations  (a)  el  (>)  tloiinc 

COS3  -+■  t  sine  =  <?'-, 
cos-3  —  i  sine  =  e-'-. 

(~)n  rclroiivt^  ;iiii>i,   étriidiirs  ;iiiv    variables  complexes,  les  for- 
jmiles  démontrccs    piii'  iùil»  r  dans  le  cas  des  ar,i;iiineiils  réels 

?'  =  -)-<'-'=             .            e'~ — e~>' 
(A)  cos5=  >  sine  =  : • 

Le  sinus  est  une  fonction  impaire,  le  cosinus  une  fonction  paire. 

96.  Première  propriété  :   Théorème  d'addition  algébrique. 
—   Son  énoncé  résulte  des  égalités 

cos(  e  -4-  e')  =  cose  cose'  —  sine  sin  z\ 
sin  (e  -i-  e')  =  sin  z  cose'-f-  sine'cose. 

Pour  démontrer,    par  exemple,   la  première,    appliquons   aux 
séries  c*  et  e-  la  règle  de  Caucliy  (p.  i  .'.H).  Le  produit  a  pour  terme 

général 

zi>  ,       zi>-i  z'i'  _     I 

et,  par  suite,  est  égal  à  c=+"'  ('). 


malheseos  pars  corere  potent...  [Gauss,  Disquisitiones  aritlimclicœ  {Œuvres, 
l.  I,  p.  4'2)]. 

Le  nom  Av  fondions  circulaires  nipptllc  que  sinx  ol  cosj;  rcprésenlenl  l'ali- 
scisse  el  l'ordonnée  de  rexlrémilc  d'un  arc  de  cercle  de  lont;ueur  algébrique  a-; 
de  là  leur  rôle  dans  touU-  (|ueslion  inipli(|uanl  la  considéralion  du  cercle.  Mais 
relie  délinilioii  a  le  fjrave  inconvénienl  de  iMas(|uer  certains  caractères  analy- 
tiques de  CCS  fondions,  el  surloul  leurs  relations  avec  l'exponenlielle.  Cf.  Cauciiy, 
Leçons  sur  le  calcul  c/ijfercntiel  {Œhivres,  j.'  série,  t.  IV.  p.  '(oS);  liésumes  ana- 
lytiques (le  Turin  ((Hùnres,  •>•  série,  l.  X,  p.  i33);  Kxercices  d'Analyse  et  de 
Physique  mallicniatique,  t.  III,  p.  877  (édil.  de  ib''|2).  t.  IV,  p.  iZ-x  el  :(72  (édil. 
de  iS'i7). 

(')Caiirliy  aviiil  di-inutilrc  ciuiiiii'  Inintinii  roui  ijiiii'  réelle  ^ali■.faisanl  à  la 
relation /(x)/(ar')  = /(a; -H  .r)  n.  ^t  uiiii'  (|ne  d'  {Olùtvrcs,  •.>'  séiie,  t.  III. 
p,  106).  C'était  ouvrir  la  voie  à  la  deliniLion  de  rexpuncnlielle  par  une  propriélé 
fonctionnelle  :  une  transcendante  entière  ayant  un  théorème  d'addition  du 
type  ci-dessus,  et  coïncidant  aa-r  f  /mur  les  valeurs  réelles  de  la  variahle 
n'est  autre  que  rcx/tonenticllv. 
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Corollaires  : 

I.  On  en  déduit  l'égalité  (e')"  =  e"=  pour  toute  valeur  entière 
de  n. 

II.  On  a 

e^  =  e^e'y  =  e-^(co?-y  -i-  is'xny). 

On  peut  donc  regarder  e'  comme  une  grandeur  complexe  ayant 
j)our  module  c'-'  et  pour  argument  y. 

III.  La  seconde  des  formules  (V))  donne 

(6)  ces-:;  -f-  sin^  z  =  \. 

Cette  relation,  associée  aux  équations  (5),  montre  que  le  sinus 
et  le  cosinus  ont  un  théorème  d'addition  algébrique. 

07.  Dp:cxième  l'KOPUiKTF,  :  Relations  différcnliellcs.  —  En 
appliquant  la  règle  de  dérivation  des  séries  entières,  on  obtient 
les  relations 

(7)  De=  =  e=,         Dsin3  =  cos;;,         Dcos3  =  sin-. 

08.  Troisième  propriété  :  Périodicité.  —  U exponentielle  a 
pour  période  2  7tf  ;  le  sinus  et  le  cosinus  ont  pour  période  27:. 

Si  l'on  suppose  démontrée  la  périodicité  des  fonctions  trigono- 
métriques  réelles,  le  lliéorème  découle  des  formules  d'addition. 
Mais  il  est  intéressant  d'obtenir  cette  propriété,  comme  toutes  les 
autres,  sans  invoquer  de  considérations  étrangères  aux  séries. 

Ce  procédé  exige  une  définition  analytique  du  nombre  -(')• 
Parlons  de  la  formule  (3).  Pour  c  =  o,  le  cosinus  est  positif,  et 
pour  :;  =  2,  il  est  négatif.  On  en  conclut  que  la  fonction  réelle 
continue  eos.r  a  au  moins  une  racine  entre  o  et  r>  ;  si  elle  en  a 
plusieurs,  l'une  de  ces  racines  est  plus  pelilc  que  les  autres, 
puisque  les  zéros  d'une  fonction  holoinorplie  sont  isolés  ([).  \\o). 

C'est  elle  que  nous  appellerons  -• 


(')  La  tk-linilioii  ^éoniélrique  de  r  nVsl  pas  la  mcillcuro,  on  ce  sens  qu'elle 
est  seulemenl  l'iiilerprélation  dune  des  propriclés  d'un  nombre  (|ui  JnlervienL 
dans  bien  des  brancbes  de  lAnaly-e. 
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Pour  .1-=  ->   le   sinus   a    la  valeur  :•:  i,  <l"a|»rès  la  formule  (6), 

el  même  la  valeur  i  .  \in  ellel,  pour  des  valeurs  de  x  positives  et 
voisines  de  zéro,  le  sinus  est  positif  ainsi  (|ue  sa  dc'-rivée;  il  reste 
donc  positif  au  moins  jiixpià  la  j)lns  pclile  racine  de  celte 
dérivée. 

La  répétition  de  la  formule  d  addihon  tlonne  alors 

sin  /  c  +  -  j  =  cosz,  cos  (  -  -+-  -^^  )  =  —  siii  -, 

sin(3H-7:)      =  —  sine,         cos(54-7:)      =  —  cosc. 

On  en  conclut  la  périodicité  du  sinus  cl  du  cosinus,  et,  à  cause 
des  relations  (4),  celle  de  rexponenliellc. 

27:  est  une  période /?/7/??//a'<?  pour  le  sinus  cl  le  cosinus  (')  : 
dès  lors  'A-i  esl  période  primitive  pour  Texponentielle.  L'expo- 
nentielle n'a  pas  d'autre  période  primilive  (  -). 

Ainsi   en   résumé   ces   fondions  sont  si/iip/c/iie/il  périodiques. 

ÎH).   Pour  étudier  l'exponentielle  au  jioint  infini,  posons  r  =  v    ' . 
A  I  intérieur  dun  cercle  de  ravon  arbitraire  décrit  de  l'origine, 

la  fonction  e-' prend  toute  valeur  donnée,  à   r exception   des 

valeurs  o  et  oc,  et  cela  en  un  nombre  injini  de  points. 

1 

En  elFet,  on  satisfait  à  l'éiialité  e'=  e"  en  posant  v=  -.• 

Pour  une  valeur  de  ij.  assez  grande,  et  j)our  les  valeurs  supé- 
rieures, 1^1  est  inférieur  à  tout  nombre  positif  donné. 

Quand  «  tend  vers  zéro,  ni  la  fonction ,  ni  son  inverse  n^ont 
de  limite  déterminée  :  le  point  infini  est  un  |)oinl  dindélermi- 


(')  Ivii  effel,  quand  j;  croil  de  — -à  -,  le  cDsiiiiis  croit  de — i  à  -hi.  tii  vertu 
des  relations  diiïérenlielles,  puis  revient  de  -là  —  i  en  diniiiuiii  ut  Imijiniis. 
Donc  de  —  x  à  tt,  il  y  a  deux  valeurs  de  la  variable  et  deux  seuleineul  (.r„  <  l  x,  ) 
pour  lesquelles  le  cosinus  prend  une  valeur  donnée  comprise  entre  — i  et  i.  I^e 
cosinus  est   une  fonction  paire;  aussi  Xg  et  J-,  sont  cpaux  et  de  signes  contraires. 

Toute  période  du  sinus  est  période  du  cosinus.  Or  le  sinus,  fonelion  impaire,  ne 
peut  garder  la  même  valeur  en  tous  les  points  .r„  et  — J-„.  Il  n'v  a  donc  pas  de 
nondii'e  réel,  inférieur  à  2~,  (|iii  puisse  être  période  commune  au  sinus  et  au  co- 
sinus, el  dés  lors  période  réelle  pour  le  sinus  ou  le  cosinus. 

(')  Soit  a  =  a  -)-  /Ji  une  période  de  rexpoiienti<lle.  I/égalilé  e"  =  i  donne 

a  —  o,         fi  —  2UZ. 
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nation,  un  point  sins^ff/icf  essentiel  pour  lu  lonclion  e- (p.  09), 
et  dès  lors,  d'après  les  formules  d'Euler,  pour  le  sinus  cl  le 
cosinus  (et  la  langcnlc). 

100.  Quand  z  est  positif,  la  série  exponentielle  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  (  i  +  —  1  t  m  croissant  indéfiniment  par  des 
valeurs  entières  et  positives.  Le  théorème  subsiste  lorsque  z  est 
complexe. 

En  effet,  donnons  à  m  une  valeur  finie,  et  ordonnons  la  diffé- 
rence e^  —  (  I  +  —  )     suivant  les  puissances  de  z.  La  série  entière 

obtenue  a  ses  coefficients  réels  et  positifs;  le  module  de  sa  somme 
ne  dépasse  pas  la  somme  des  modules  de  ses  termes.  On  a  donc 

D'après  le  théorème  rappelé,  le  second  membre  tend  vers  zéro 
pour  m  infini  :  il  en  sera  de  même  du  premier. 

101.  Examinons  les  représentations  auxquelles  les  fonctions 
étudiées  donnent  naissance  : 

1"  Soit 

ti^  =  e"         ou         u  -f-  iv  =  e^+'y. 

A  un  point  z  (à  distance  finie)  correspond  un  point  tr,  et  un 

Fie.  20.  Fig.  21. 


"a\'ï 


b\j 


c  I  k 


d\l 
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(,--v~,) 


seul;  à  un  point  w  («v^o,  \v  à  distance  finie)  correspondent  une 
infinité  de  points  ^,  distants  de  2-,  situés  sur  une  même  paral- 
lèle à  Oy.  Le  plan  entier  w  se  représente  sur  une  bande  z,  corn- 
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prise  cnlrc  deux  parallèles  à  0.r  distantes  de  a-  :  chaque  bande 
est  une  région  foudamcnlale  {Jig-  ?.o  el  ■>.  i). 

Considérons  la  bande  lieu  des  points  tels  fpie  Ton  ait  — 7:<;j>'^t:. 
Au  sej;menl  de  Taxe  des  y  compris  dans  cette  bande  correspond, 
d'une  nianirri'  iirii\  ocpie,  la  circonférence  tv  de  laxoii  i  :  la  demi- 
bande  à  aauc/ie  de  Oy  correspond  à  Vintrricur  de  celle  circon- 
férence, la  demi-bande  à  droite  à  Vextérieur. 

Le  point  ^  =  :yo  a  jiour  image  zéro  on  rmliiii,  .siii\aiil  (jue 
l'on  s'en  approche  en  reslanl  à  gauche  ou  à  droite  de  Oy.  Aux 
droites  z  parallèles  aux  axes  correspondent  des  cercles  et  leurs 
ravons.  De  là  la  correspondance  enlre  une  bande  du  plan  ;,  divisée 
en  carrés,  el  le  plan  iv.  indicpiée  dans  les  ligures  ci-dessus. 

La  représenlalion  du  j)lan  z  exige  une  infinité  de  feuillels  :  on 
en  formera  une  surface  de  Uiemann  en  traçant  dans  chacun  une 
coupure  le  long  de  la  partie  négative  de  l'axe  des  /<,  el  en  en  sou- 
dant les  bords  de  lelle  sorte  cjuc  la  variable  w  passe  d'un  feiiillel 
au  suivant  (ou  au  précédent)  cluujiic  fois  (ju'eilc  la  traverse. 

■j."  L'égalité  n'  =  cos:;  conduit  à  une  représentation  du  plan  w 
sur  une  bande  :;  de  largeur  27:,  limitée  par  deux  parallèles  à  Or. 
Cette  fois  une  région  fondamentale  est  constituée  non  plus  par 
cette  bande  entière,  car  la  fonction  (ï' prend  en  deux  de  ses  points 
une  valeur  donnée,  mais,  par  exemple,  par  l'aire  comprise  entre 
l'axe  des  j/-  et  une  parallèle  à  cet  axe  menée  à  la  dislance  ". 

iO!2.  On  ramène  les  transcendantes  hyperboliques,  comme  les 
fonctions  circulaires,  à  rexponenlielle,  au  moyen  des  égalités 

e-—e-~              ,           c- — e-^              ,            e^ — C"- 
cil  ;;  =  y  sli  :;  =  >  tli;  =  -— -. 


■2.  -i. 

De  là  les  lormules 

[  cosct    =    clic, 

cil--;  —  slr--  =  i,  <  sin;:t    =/slic, 


\  Dshc  =  cil-, 
1)  clic  =  shc: 


\  langui  =  ttli  .3, 

ch  {z  -^  z' )  =  cil  z  cil  z  —  sli  c  !-li  z\ 
sli  (<3  -f-  -')  =  sli-3  cli;î'-t-  cil  c  >li  c', 

,  .         ,.       lllz  +  lll-' 

'        I  -H  th  c  \.\\z' 

.  -2  Z'>  ^2« 

V.  !         i  !  -Jt/i] 


3!  ■         ('i/^H-i;! 
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La  relation  n'  =  cli;  conduit  à  une  représentation  du  plane 
sur  le  plan  <t',  que  l'on  ramène  à  deu\  représentations  déjà  étu- 
diées (p.  '-'.')  et  173)  en  posant 


«•  =  -  (  ^  -h 


), 


Ç  =  e=. 


Chaque  bande  ;:,  de  largeur  '.>.-  {fig.  32  et  23),  se  représente 


iMf 


Fig.  23. 
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ainsi  sur  le  plan  (v,  la  correspondance  s'établissant  comme  l'in- 
diquent les  figures  ci-dessus. 

103.  Terminons  en  montrant  que  l'exponentielle  est  une 
transcendante  relativement  aux  fonctions  déjà  étudiées,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'j  a  pas  de  relation  algébrique  entre  z  et  e~. 

Le  problème  a  été  traité  par  Liouville  (*  )  ;  on  en  déduit  aujour- 
d'hui la  solution  d'un  théorème,  dont  voici  l'énoncé  (-)  : 

Lorsqu'une  série  entière  à  coefficients  rationnels 

ip  =  ao  H-  ai ^  -T- . .  . -i-  «,i :;" -f- . . . 

représente  le  dé^'eloppement  dune  racine  iv  d'une  équation 


(')  Sur  la  classi/icalion  des  transcendantes  {J.  M.,  l.  II,  p.  6S  il  77;  i^'^';) 

(-)  Cf.  Heumite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences,  4"  édil.,  p.  j(p. 

Co  lliéorèmc  découle  d'une  proposition  énoncée  par  Eisenslein  (C.  /?.  de  l'Ac. 
de  Berlin,  i85a)  cl  démontrée  par  Heine  (/.  de  Crelle,  l.  45,  p.  285;  ;V.  ^., 
1854,  p.  245).  Voir  aussi  Teixeiha,  A.  E.  N.,  1886,  p.  389.  (On  sait,  du  reste, 
([u'une  é(|uation  algél)ri(|uc,  dont  les  coef(icicnts  sont  des  irrationnelles  algé- 
briques racines  d'écjualions  résolubles  par  radicaux,  se  ramène  à  une  é(|ualion  à 
coefficients  rationnels  entiers.) 

Plus  généralcmenl,  c-  n'est  racine  d'aucune  équation  algel>rit/uc  dans  laquelle 


I7f>  i.iviii;  1.  —  ciiM'iTKi;  ii. 

algébrùjiio  à  coefficients  entiers,  une  sul>stitution  (c,  jjlc) 
(y.  entier)  permet  de  rendre  entiers  tous  les  coefficients  de  Ici 
série,  sauf  le  premier. 

Ramenons  d'abord  à  Torigine  la  racine  kv  à  ('liidier  :  l'équation 
algébrit|ue  qui  la  détermine  s'écrira 

(8)  9u(i)  -T-  ç,(c)(r  — ...~  o^fOir"  =  o. 

Les  poljnomcs  'Jo,  '-^i,  •  •  •  oui  pour  expression 
Ço  =  Co- -t- «^/o^î -f-. .  .,  o,  =  c,-i- <:/,  - -^.  . . ,         Çî  =  Cî-I- ^2- -(-.  . ., 

ri  est  différent  de  zéro  si,   comme  nous  le  supposons,  w  =  o  est 
racine  simple;  les  coefficients  c,  c?,  ...  sont  entiers. 
Posons 

Z  =  C\z\  W  =  Cl  w' . 

Après  ce  changement  de  variable  (enlevons  les  accents  et  sup- 
primons le  facteur  c";^),  l'équation  (8)  prend  la  forme 

(  Co  V -t-  Do  52 -i- . . . -4- (  I  4-  C,  ^ -f-  D,  c2 -t- . . .  hp 
(q)  \ 

les  constantes  C,  D,  . . .  étant  toujours  des  entiers.  Essayons  pour 
la  racine  sv  un  développement  du  Ijpe 

W  —  bi  z  -\-  0-2  ^-  -^  ■  ■  ■  -^   i>lt  -3"  -i-  .  .  .  , 


les  j)olyiwmes   9,(-)   cuiraient  ])Our  coefficienls  des  irrationneUen  algébri(jites 
ffuelcoïKjiies. 

On  le  coricliil  (Tiiri  ihcoicinc  (\c  M.  Liiulrm;iim  imnitiaiil  ([u'uiic  L'(|uatioii  de  la 
forme 

(i)  C,e'i +...-+- C,„e-m  =  o, 

f>ii  les  cocfficirnls  C,  smil    des    iiniiibrcs  ;il^i'liii(|iiis.  fl    les   expos.Tiits  z-  sont  <les 
noiiiliies  algébriques   diirérenls  les   uns    des  aiilres,  csl  impossible.  (  Voir  I^inde- 

MANN,   M.  A.,   t.   XX,   —    IIlLIlEUT,   IlUUWlTZ,   GoUDAX,  M.   A.,   t.  XLIII.   —    WlUKR- 

STUASS,  Ac.  de   lierlin.  iS85.  —    \\  kbkiî,    Lelirlnult  der  Ali,'ebra,   2'  cdit..  t.  II, 
p.  S37.) 

(Jelle  proposition  a  de  nonilireux  corollaires.  l'ar  exemple,  elle  apprend  que  les 
nombres  e  cl  ~  sont  transcendants  :  le  nombre  c,  car  une  égalité  de  la  forme  (1), 
où  les  C,  et  les  z-  auraient  des  valeurs  entières,  est  impossible;  le  nombre  ~.  car 
l'égalité  e'"H-i  =  o,  qui  flélinit  ce  nombre,  ne  pourrait  avoir  lieu  si  ii:  (et  dès 
lors  T.)  était  algébri(|ue.  AV/e  montre  rjitc  le  nombre  c'-  est  transcendant,  si  c  csl 
algébri(|ue  C  c  ''  o  j,  etc. 


KoxcTioxs  i\vi:usi:s.  i-- 

(lonl  nous  îulinoUrons  l'i'xlslcncc  (ii"  10i2).  f.es  cocl'licioiils  A 
s'ohlicrxlront  de  proche  en  proche  piir  i(hMililic;ilion  :  on  \n\l 
que  ce  sont  (h\s  entiers,  en  consich'-i  aiit  l'<'(pi;ilion  (  ()  ),  Irans- 
loi-in(''e   préahil)lenieiil  an   nioNcn  (h's  ('i:;ililé.s 

„.  ^  _   <^0^-^rJoji!-^...    _   C,-f-D,J-:-..  . 

I  -h  Cl  J -i- .  .  .  I  -t-  (>i  X;  -r-.  .  .  '"' 

=       iM:;-^iM';;--i^  .  .  .  ^(  W  \\- -^  . .  .  )  ir^ -t- . . . , 

on  la  division  a  donné  pour  M,  M',  .  ..  ,  \,  ...  i\r>  \alciii-s 
entières.  On  a  ainsi 

bi  =  M,         bi^M'^y/j] 

(>es  ('(pialions  sont  (hi  prciuiei- déféré  et  à  coeClicienls  entiers  ; 
chacpie  inconnue  nouvelle  ù  se  trouve  délerjninée  en  ("onction  (hîs 
j)récédenles  par  nne  équation  où  elle  a  pour  coeflicient  l'unité. 
Ainsi  tous  les  coeflicienls  du  développement  sont  bien  devenus 
de.s  nombres  entiers. 

Ce  théorème  admis,  la  transcendance  de  r^  apparaît,  jMiis- 
qu'ancune  substitution  du  tvpe  (z-,  u-z)  ne  peut  rendre  entieis  les 
coeflicients  de  son  développement. 

La  forme  des  séries  qni  définissent  sinô,  log«,  arc  taugcin"  I79j 
sert  également  de  preuve  à  la  transcendance  de  ces  fonctions. 

§  \'ir.  —  Fonctions  invkuses. 

104-.  Fonction  /of;(f/i//i/)U(/tte[*).  —  On  la  regarde  comme 
la  fonction  inverse  de  l'exponentielle  :  ainsi  un  nt)nd)re  tr  est  le 
logarithme  d'un  nombre  :;  lorsque  l'on  a  :;  =  c"'. 

Tout  nomhfe,  s' il  n'est  ni  nul  ni  infini,  et  une  infinité  de 
logarithmes  :  ils  forment  une  progression  aritlimeliiiue  de 
niison  o.-i. 

Posons 

i  =  re'^,  iv  =  Il  -.-  o'         (  /•  JJ  o,  ^  îc  ). 

Pour  oltlcnii-  //  et  \',    il  faul  i'(''S()udre  I  ('•(|nali()n   /v"'^:=r  f""^"'.   qui 


(')   Cf.  C^ALi.HY.  I.erona  sur   te  Calcul   di/feren/iel  {Œ'i/\ri-i.    >'  <iii.>,   i.    IV, 
p.   iii);  /iesuincs  auah  /it/tie^  de  Turin   (Œ'us're.i,  2'  «cric.  t.  \.  p.  17'!;. 
I'.  la 


Il  =  L, 


iiM-iTiii:    II. 


=  0  -H    1  <X-. 


II.    Ii»j;arillimc    aiilliin<''li(|m'    diin    iioiiihic    |Misilir.    a    une    Nalciir 

cl   nue   seule;    't.   peiil    preiidic    loiiles    les    valeurs  «•iilièrcs  (  el   la 

valeur  n  ). 

(  ili()is|sS()NS    I  iiiie    (le    ces    <li' leriii  i  iial  ions  :  eu  en   (  licreliaiil   hi 

iIcriNce,  parla  iik'I  lioile  lial)i  I  iiclle.  nu  voil  (luc  le  i,i|i|iiiii  a  cliidiei' 

I-      -        < 
a  [Miiir  liinite  -  • 

Le  l(»i;arillune  est  ^ione  une  lonclion  analvli(|iie  :  <le  |ilii^.  l(nil('s 
ses  branches  onlen  un  riicnie  polnl  la  nième  (l<'ri\t''e. 

La  pidpiit'ic  carael(''risli(|iie  des  loj^ariliinies  r('els  est  («(ii- 
scrvée,  à  cundilion  de  choisir  les  dclerininaliuns,  on  encdie  à  nn 
ninlti|)Ie  près  de  .KT-i.  Sons  ces  réserves,  on  a 


•fil--  ) 


lojr .-'"  =  m  lo2  z. 


lOo.  />r'  to^diilliine  est  une  fonelion  <i  ndlvlujne  un  i  foi  nie 
fliinx  tout  domaine  simplenieiU  connexe  ne  renj'ernninl  /xts 
l^  origine  ;  à  eluique  rotation  de  la  variable  autour  de  i'iai- 
gine,  chaffue  détermination  varie  de  •i  —  i. 

Lu  cllel.  considérons  un  poinl    r;  soienl 

iv  z=  \o'j:z  =  L  /•  -f-  (0  -f-  •}.  <x-  )  i  (  ;a  =  o.   ::  I .  .  .  .  ) 

les  délernimalions  dn  loyarilhine,  el  (v,,,  n  , ,  ...  celles  (pu  cor- 
respoiidciil  aii\  valeurs  tJL  =  o,  i,  ....(hiaiid  la  \  ariahle,  |)arlaul 
de  ce  point,  v  revienl  après  avoir  décril  dans  le  sens  |)()sililiiu 
contour  ("errué  sans  points  multiples,  s<m  module  repiend  sa  va- 
leur initiale  ;  son  argument  revient  à  sa  valem-  pilmilive  ou  à  celle 
vah'ur  augmentée  de  ?.—,  suivant  (pie  la  vanalde  ii  a  pas  entouré 
ou  a  en  I  ou  ri'  l'orii;iiie.  I  )ès  lors,  chac  pie  cire  m  la  lion  Iran  si  orme  tv„ 

en    te,,  n,    en    o'.j L'origine    c-l     un    point    singulier    d  une 

iialiii'c  moins  siniplc  (pie  le  poinl  ci'ilii|ne  ali:elM'i(pie  :  on  I  appelle 
/joint  e/itif/ue  ioga/it/i/nit/iie .  La  lonclion  ne  icprend  piniais  sa 
valeur  iiiiliale,  par  la  circnlalion,  dans  un  sens  délerminé,  aiilour 
(11111  pareil  point,  l  ne  ('l iide  d irecle  ou  la  su list iliil ion  (:■,:•  ') 
ifiorilic    (pir  le   lo::.ii  illinie   a    un  second   |ioiiil    ciilnpic    logaiilh- 

;  !  : . ,  1 1 1  <  '    .1  I    1  1 1  I  i  M  I . 


FONCTIONS    INVKllSKS.  I  7<) 

]a\  logarilliino  dcvicnl  iiiiiromie  pur  une  (•(mi|>iiio  (  iirtidcicllc  ) 
allant  do  o  à   riiifijii. 

10(3.  La  reprcsoiilalion  de  loiilcs  les  délcniiiiialioiis  fxi^c  iiiio 
iiilinilé  de  plans  :;.  En  sondant  convcnahleincnl  ces  renillcis  sni- 
vant  leur  eotipnre  conminne,  on  lornic  ntie  snrface  de  |{ieinann, 
snr  hupielle  le  logarillune  est  nne  lonclion  niiifonne. 

Dans  lune  des  déterminations  du  logarithme,  lecoeflicient  de  / 
satisfait  aux  inég-alilës  — 7:«<r^7:  :  on  l'appelle  f/éler/m'/ia/io/i 
jyrincipale  (p.  8i).  Elle  permet  de  représenter  le  |)lan  ;;  sur  la 
bande  limitée  par  les  droites  e  =  —  t:,  v  =  t:. 

De  même  la  liranclie  pour  hu|uelle  on  a 

(  'Jt  ;a  —  I  )  -  <  <>  ?  (  2  ;x  -+-  1  )  TT 

fait  correspondre  au  plan  ;  une  nouvelle  hatidc  (v. 
Il  V  a  exception  pour  le  voisinage  des  points  o  et  c/c. 

107.  Fonction  z".  —  La  relation  ;  r^^'og--  conduit  à  dr finir  z'\ 
n  étant  quelconque,  par  l'égalité 

-n  —■  gii  lo;,'  ; 

Log-  a  une  infinité  de  valeurs;  aussi  ;"  est  une  fctnclion  niiilti- 
forme,  dont  les  déterminations  sohtienncnt  en  nuillipli:iiil  l'uiu' 
d'elles  par  e"--'^''^'.  Si  n  est  irrationnel  ou  imaginaire,  ;;"  a  une 
infinité  de  valeurs:  elles  forment  une  progression  géométrique, 
et  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  tournant  autour  de  l'origine. 
Ainsi  l'origine  apparaît  comme  u/i  point  critique  tianscendunl 
d^une  espèce  différente  de  celles  rencontrées  précédemment . 

108.  Arc  tung z.  —  On  dit  cjue  tr  est  un  arc  dont  la  tangente 
est  z,  et  l'on  écrit  w  =  arc  tangc,  si  Ton  i\  z  =^  tangiv  (  '  ). 

Cette  définition  donne 

I   e"' —  e-"'                      I          i —  z 
z  =  -  — : »  iv  =  — .loir-i: 

On  est  ramené  à  l'étude  d'un  logarithme.  Dès  lors  : 

1°  A  une  valeur  de   :;  correspondent  pour  le  logarithme  une 


(')  Cf.  Cal(;iiy,  Exercices  d'Analyse  cl  île  l'Itysii/iie  imUlirinaliiine.  \.  \\  , 
p.  266  cl  23o  (édil.  de  18(7).  —  liiiior  cl  Mocuikt.  l'Iieorie  des  /mic/ioiis  rlli/>- 
tiques,  2"  édil.,  p.  (]-. 


i8o 


iniii;  I.         (.iivnnii;  ii 


iiiliiilli'  lie  Niileiirs  en  iiro^rrssion  :inlliiiM''l  i(|ii('  de  l'.iisdii  .>.  —  i  : 
l'iirr  liini:  .iiira  uni'  iiilinilc  tli'  v;ilriiiN  cii    pfOyiTSsioii  (K;  iaiS(jii  n. 

■)."  Le  loi;iiritliiii('  (|iii  sert  d'expression  à  la  ronclioii  i\'  a  pour 
j)oiiils  cril  l(|iies  les  poinis/'et  —  /:  tr  aiii;iiienle  (K'  —,  diininne 
(le  —,  renrcnd  sa  valeur  iiiilialc,  siii\.miI  (|ii('  le  |»(iiiil  c-  eiiloiire, 
dans  le  sens  poMlif.    le   point   /,    le  poinl   —  /.  Ie>  p(»inls  /  el  —  /. 

I^'are  lanj;  a  |M)iir  dériv  ('-e  (^  i  -—  c--'  )  '  :  c'est  nue  (onel  mn  anal  \  - 
liquc. 

lot).  Aicsinz.  — -  La  ri)ii(ti()ii  iv^aresinr  e>t  la  fniiclidii 
i/nr/sc  (le  la  lonclion  z  i—  sinir.  D'où  les  l'elaliuns 


('"■' —  e 


,  w  —  -.-\o>j^(zi  ±1  \^ i  —  z'^)' 


L'arc  sinus  a  donc  j)oiir  |)()inls  sini;idiers  les  |)oinls  dans  je 
voisinage  desnnels  la  (pianlilé  sonniise  au  lo^aiilliine  ct^sse  d  être 
nnilornie  (les  points  ±1),  ou  Iden  devient  nulle  ou  inlinie  (le 
point  00), 

Les  points  s  =  ±  i.  —  Partons  de  l'origine  avec  une  déternn"- 
nalion  de  ce  (par  exemple  zéro  )  el  faisons  décrire  à  r  dans  le  sens 
positif  un  contour  sini|)le  enlouiant  le  point  i.  /:/i  sui\(ml  par 
conlimiitr  la  valeur  tr  ainsi  (i\('-e,  on  voit  (pielle  a  augmenté  de —, 
(piand  ô  est  revenu  à  l'origine  (on  a  donc  passé  de  rune  des 
valeurs  de  n'  correspondani ,  pour  c  =  o.  à  I  un  des  sii^ncs  du 
radical,  à  une  des  \aleurs  correspondani  à  l'an tre  signe)  (^//i,''.  a.j)- 


Kig.    2^ 


^> 


e- 


A  ce  niomenl,  l.i  («uielion  |»eiil  <'lre  reprt'x-ntée  pai'  la  lorniule 
ir  —  -  —  -.-  loi;(  i  z  -r-  v''^  -*  n 


dans  larnielle  le  logaritlinie  a  à  rorii;ine  la  \aleur  o. 

Si  l'on  entoure  une  seconde  (ois  le  |)oinl  1,  on  revient  à  I  ori- 
gine a\  ee  la  \  a  leur  iiiil  lale.  Si ,  au  contra  ne,  on  pour-^uit  en  (l(''cri- 
vanl  un  coniour  eiitoiiianl  le  pcunl  -  1,  on  revient  au  pinnl  di" 
départ   avec   l.i   d('lei  m  1  iial  luii   imliale  1 /.l'-ro  )  aiigmenléc   do    '.-. 


KONCTIONS    iN\i:iisi; 


i8i 


St)il  W'i  lit  Videur  do  lare  siiiiis  l(»rs(|tr()ti  vii  ilc  I Oii^iin'  <i  un 
point  ;iil)itiaii('  z  par  un  clicmin  parlicnlicr.  I  n  (  limiin  (picl- 
concpic  (o-^)  ^P  lainrne  j)ar  déformation  continue,  sans  (pu;  l'on 
traverse  de  point  ('lilirpie,  à  ce  clieniin  particulier  précédi-  ou  smvi 
diin  certain  noniKre  de  fois  les  lacets  (+1),  ( — i).  Suiv.mt  rpie 
l'on  |KircourL  un  même  lacet  nu  nombre  pair  de  fois,  un  couple 
de  lacets,  un  lacet  unicpie,  la  fonction  varie  de  o,  tic  2—,  de  t: 
(  et,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux  valeurs  de  ^'1  —  z-  s'éclianj^cnl 
dans  la  rotation).  Dès  lors,  en  chaqicc  point,  l'(//c  sinus  a  une 
double  infinité  de  dêteiniinations,  comprises  dans  les  forniulf^s 


•>.  'J.TT  -i-  (r 


(•.a^-Or 


J)es  lacets  décrits  autour  dt;  l'un  des  points  m  1  ou  de  leur 
ensemble  permettent  de  passer  de  l'une  queleonque  des  déler- 
/ni/uilio/is  de  l'are  sinus  à  une  autre  di'ternunation  fju(d- 
conque  (^  '  ). 

Le  point  z  =  y:.  —  Par  déformation  continue  et  sans  traverser 
de  j)oinl  singulier,  on  peut  ramener  une  cin^onférence  de  ravon 
très  giand  à  un  chemin  entourant  les  points  —  i  et  -f-  i  (  fi:^.  'à\)  : 
donc  cliacpie  détermination  \arie  aussi  de  27:  l()rs(ju'on  entoure  le 
point  infini. 

(Test  ce  que  conlirme  le  changement  de  vanahie  ordinaire 
^  =  !^    '  ;  il  donne 

I.og!:^  augmente  <le  9.7:/,  et  tr  diminue  de  2-,  quand  'C  parcourt 
dans  le  sens  posilil'  un  cercle  décrit  de  l'origine  avec  un  rayon 
inférieur  à  l'unité.  Ainsi  le  point  a;  est  un  point  crititpie  lo^d- 
rit tunique  pour  l'arc  sinus. 

A  la  formule  d'addition  (\u  sinus,  qui  résulte  des  égalités 


siiKe,  =  zi. 


sni(  (r  -f-  (l'i 


)  =  -V^ 


^.V^ 


(')  l'.ufois  rrs  points  ~r  sont  dit*  poinl*  criliqiirs  atg('l)iiqiies,  pane  que,  la 
variable  lotirnanl  autour  do  Vuii  d'eue,  lune  queleonque  fies  déterminalions  de 
la  fonction  prend  seulement  deux  valeurs  différentes,  qui  deviennent  égales  en  ce 
point.  Mais,  contrairement  à  ce  qui  arrivait  pour  les  fonctions  algébriques,  si  l'on 
combine  les  lacets  relatifs  aux  deux  points  critiques,  on  obtient  en  chaque  point 
une  infini  le  (\c  valeur*. 


iSx 


i.i\  ni;  I.  —  <:ii  \i'ii m:  ii. 


cori'cspoiul,    |i()(ii-    un    (lioix    conveuyhlc    tics    délcniniialioiis.    hi 
rchitioii 

arc  si  M  ;  -+-  arc  sin^i  =  arc  sin(c  /i  —  -î  -*-  ^i  V^'  —  ^*)- 

La  .S(imiii«'  (Ir  (lrii\  ai'cs  a\aiit  poiii"  >imis  des  iioiiilirrs  doniK'S  z 
el  C-i  y  csL  rcprt'scnlt'e  |)ar  un  arc  dtniL  le  .sinu>  a  une  \alcui'  rclico 
algébri(juet)icnl  ù  ces  nombres. 


vj  \III.   —  roNcTioNs   riU(.(>\(i.>n;run,ii  Ks  (puoiums  im-ims). 

MO.  A  la  place  des  séries,  on  pcnl  prcndr*'  c<ininic  jxiinl  de 
dcparl  de  la  llicone  des  Iranscendanlcs  circulaires  les  piodiiils 
inlinis.  La  picnui-rc  fonction  à  définir  csl  alors  le  sinus  :  on 
lui  associe  deux  autres  ibiiclions  que  Ton  eu  déduit  par  déri- 
vation. 

Des  le  niilieu  du  xvi  ii'' siècle,  l^iiler  avait  établi  la  relation  (') 


Ce    |)roduil    infini     convcri;e    absoluinent    dans    tout    dontainc^ 
boriK',    puis(pie   les   séi-ies  ^     .,  '    ^^•>_'  <-'<»»verj;('nl    pour  toute 

\aleur    lime  de    z.    Mais    il    est    plus    commode   île    iK'linir   avec 
Wcierslrass  le  sinus  par  la  formule  (-) 


^') 


n 


Laissons  de  côté  b;  facteur  :;.   Pour  démonlrei-  la   converi;ence 
absolue  du  j)roduit  (i),  il  suflit  d'établir  celle  de  la  série  avant 


(')  lùilcr  a  l'aiiii'iu'-  les  funclitms  lri^(iiiuim-lri(|ii(>.  ,\\\\  <\|uiii<'iilicllcs  <•!  l'ail 
ruiiiiaili'i'  (l'iiil|i(>rlaiiU-s  furiiliilis  relatives  a  leiii>  de veli>|)]ieiiieiils.  (If.  Intro- 
(luctio  III  Aiia/ysini  iii/iniloriini . 

{•)  L()rs<|ll(',  liuns  une  sniiuue  (III  iiii  |iiuiliiil  iiiliiii,  |j.  (Idil  |iieii(lie  tdutcs  les 
valeurs  riilièi'es,  zéro  f.icijiU-,  un  imliqne  eelti'  i'e--|  lic  |  ion   par   un  aeeenl  '  placé  à 

la  suite  «les  s\nilMi!es    ^    cl    II.  Dans  les  si'ries  lULiitiples,   par  exemple  dans  les 

srries  diiidiles  ni'i    lit;urcia   ir  —  ;x'.)  -■•  ;j.'(o',   l<'    si;;ne     >      Mi(lii|uei'a   i|ne   l'un  dml 
CM  luic  de   1,1  siiiiiin.it  ion   le  s\sleiiie  ;j.  —  a'—  o. 


1»)N<TI().\S     I  IU(.i)N(l\ll.  I  Ulgl  l>     ll'ltohin-    IMIMS).  1^3 

(]ollc  st'rio  csl   conipaïahlc  à  celle  (|iii  a  poiii-  li'iiiic  t;i'm''ral  — ; 

(dans  ces  deux  séries,  le  ra|)|)orl  des  iiujdules  des  leiincs  de  nn-iiic 
l'an^  a  une  limite  finie)  el,  par  siiile,  cotivei-i;e  al)s<)liiinenl.  Il  en 
est  de  même  du  produit  (i),  al)slracli(ju  tailc  du  lacleur  c,  el 
aussi  l()rs(pi\)n  réLahlil  ce  (acteur  ('). 

La  suhslilulion  (z,  :;  +  -  j  eirectuéc  dans  sin  3  donne  un  nou- 
veau  ])roduiL  inlini  (pie  Ton  ap|)ellera  ces:;. 

III.  PrcDiit'-rc  J'oiirlioii  associée  ait  si//(/s.  —  La  séiie  «pii 
rcpiésenle  loi;sin;  est  convergente  ('-);  (l('i  iv(»ns-la  terme  par 
terme.  La  série  obtenue. 


'■'•  3^Z  lï3r;:r  +  -j      (:.  =  ±.,  ±., ...). 

convcri:;c  absolument,  sauf  aux  points  ut:  et  o,  cl  elle  converge 
uni(orm(''m('n t  dans  tout  domaine  lini  ne  contenant  aucun  de  ces 
|)oinls  :   on   le  voit  en   comparant  son  terme  général  à  celui  de  la 

série  ^  ^t,  •  Par  suite,  la  série  (2)  représente  la  dérivée  logaritli- 

micpie  de  sin  ::  :  on  l'appellera  cote. 

La  cotangente  est  donc  une  fonction  uniforme:  elle  est  impaire. 
Ses  pôles  sont  mis  en  évidence;  ce  sont  des  pôles  sim|)lcs  du 
résidu  +  i . 


(')  Celle  fonclioii  esl  aiialyli'Iiie  tiiiiroime.  C'csl  une  foiiclion  impaire.  7'oiis  ses 
zéros  sont  en  évidence  (p.  i'i<>).  ''<•  point  à  l'infini  est  une  siiit;ularité  essentielle 

piiis(|iie   la   suhstilnlion    (z,  -\  dnnnc  une   foiielioti    ayaiil  une  inlinilé  de  raeines 

dans  le  v()isinai;<'  de  l'orijiine. 

(-)  Celle  série  a   pour  terme  général  -^  -+- '"p  (  '  —  7-r  )  >  *''  convergence  se 

démontre  immédialenient,  si  l'on  suppose  ronnu  le  développement  du  lo-a- 
ritlime  (  n°  170).  Du  reste,  au  Chapilie  Mil.  .dlc  c  .inverj;eiae  résultera  d'une 
proposition  i;énérale. 


i8.i  i.iMu:   I.  -     cil  vi'iTiii;  II. 

S('Ci)/i(/r  foiiclion  ttssucict\  ~-  La  s(ric  nhlcniie  on  «Ic'-rixaiil 
ternie  |t;ir  lernie  la  série  (  •.>  )  convrff;e  al»-iiliinieiil  et  iinijoi  inr- 
/tu'/if  (a\cc  les  mêmes  rcsliicliuii'^  <|ne  <  i-ilesMiM  :  elle  repré- 
seiilera  done  la  (It'rivf'C  do  la  colan^enle.  Appoloiis-la  p{^)\  on 
aura 


V 


(  ;:  —  az  )' 


|X  z^  - . 


(lotie  loiiotioii  est  paire;  elle  a  pour  pôles  doiihlos  les  points  «• 

cl    'XT.. 

11'-.  Ces  ('-j^^alilés  perniellont  (l'ohliMiir  les  prineipan\.  r<'siillats 
conoonianl  les  loiieliDiis  oirciilaires,  par  exeinplo  les  lormules 
d'addition   (^  '  )  ;   déiinnilrons    la  périodiciir. 

La  siibslitiilioii  (  c,  c-f-T:")  dans  le  soooiid  nienihre  dos  éf^a- 
lilés  (•x)  on  (o)  rovioiiL  à  un  déplaeoincnl  dos  termes;  t:  csl  donc 
une  période  pour  col  c  et  />(  ;). 

(  )n  peut  aussi  établir  la  périodioit*'  de  la  colangento  en  rcmon- 
lanl  anv  lonclions  [)rimilives  dans  la  relation 

p(  z~-)  =  p{  z), 

la  eoiistanlo  se   (h'ieriniiioi'a   par    la    \aleiir  jiai  lieiilièro    z  =^  ■ —  -"• 
On  a  hion  ainsi 

COt(  ô  ~  -)  =  (Mil-, 


ol  on  rép(''laiil   la  iiièine  (iperalion 

sin(:;-+-7r)  =  —  siii:;, 

ee(pii  prouve  la  périod  loil  ('•  du  miiiis.  l'oiii-  la  tli'diiire  direeleiiieii  l 
de  la  relation  (i),  associons  les  l'aotenrs  (pii  oorrospondent  an\ 
valeuis  do  a  égales  et  do  sii;nc  conirairo  (p.  i  |()  K  ce  <pii  donne  la 
formule  d'i'lulor 


^  =  (-=;)(-. =:0 


(')  Cf.  KisKNSTRiN,  ./.  (le  Crellp.   t.  .15.   p.   n)i  :   .Y.    .-1..   iHç,;.  p.  .\\\ . 

.\\\\i>  l.i   di-illiiii-li  .ilmii   (lu    II'    ll'l.   huii-  |Miuiinii~    I  I  iii|il.Mir   l.i    f 'lii-ii    /'(-) 


par 


lONcTiti.vs  Tiiii.t)No.\ii-:riii(,)i  i;s   (|'H(iihit>  im  im>  i.  j85 

A[)|)('I()ii>   ■  _"    II'  produit  (les  y,  y.  premiers  (acleiii-s  liii(';iirc->  du 
second   nieiuliic,   el   dc>i_i;iions   [)ar  (!  une   conslanic  convenable. 


(  )n  aura 


o(  z) 


-  =  Cl  z  —  -){  Z  —  T.)  ...  (  z  —  <xr.  }  (  z  -r-  \J.-  ). 


Divisons  mcinl)ie  à  iiicnihrc  les  lernies  de  celte  é^^alité  cl  de 
celle  «pi'on  ohliendiail  en  v  leniplaçant  ^  iJarc-f-T:;   il  vient 

0(5-f-Tt)    _    Z  -^(  [X-i-  1)T. 
o(  Z  )  Z  —  [XT. 

Vnur  <}.   inlini,  le  second  nieinljre  tend   vers   -     i  ;  le  premier  a 

,.     .       sin(  G  -f-  Ti)     f         .  ,  .  '1 

pour  II  111  lie -. Le  sinus  a  l)ien  ;>-  pour  pi  r  km  le. 

'  sin3  '  ' 

113.  Jl  reste  à  montrer  que  les  fonctions  lngonométri(jiics 
définies  par  des  séries  sont  identiques  à  celles  que  viennent  de 
fournir  les  produits  infinis.  Euler  jest  parvenu  par  diverses  voies: 
tiaiis  la  plus  sim|)Ie,  il  cherche  d'abord  l'expression,  sous  forme  de 
produit  infini,  du  sinus  liyperboUque  ('  ). 

La  dc'finiliftn  de  sh  :;  (p.  \~/\)  el  celle  de  l'exponenlielle  (p.  i  7>) 
conduisent  à  consKh'rer  le  polynôme  entier  eu  :; 


/(/''!  =  - 


;)1 


(/«  est  un  entier  positif  déterminé,  par  exemple  impair). 
Ses  zéros  sont  définis  j)ar  l'équation 


C    "' 


1 

m 


Ils  ont  iloiic  les  i)i  valeurs 


a  =  o,  _  I,  ..., 


iin  t  a  n  "  - 


(  l*oiir  alir('jj;cr,  nous  dé'sii;nerons  par  /,j.  le  piodinl  ///  l'Oii;'    ■•  j 


(')  rf.  TANM;iiY  cl  MoLK,  roncdons  clli/Ui'/ucu.  l.  I,  p.  to'i. 


iS()  i.i\  m:  I.  —  CM  vi'ii  III,  II. 

Diiiis  lo  |)(»l\  nome  /",  le  Icnnc  du  inriincr  (ici;r('  en  r  ii  pDiir 
coeflicicnl  1  iiiiih',  cl  les  racines  soiil  (iciix  ;i  dciix  »'j;;iles  cl  de 
signes  contraires  :  anssi  l'on  peut  ('ciire 


/(  '"  ) 


=K-?i)(-fi)-(-£;) 


Sttil  /)   un    entier  |)()>ilil    lixc   inlériciir  à  ;   l'cinpliicuns   le 

j)()lviiOjnc  _/(///)  |)ai'  le  jtrodiiil  ilv.  deux  pol  \  inuiies  /',  ( /;/.  />), 
y.j(w?,/>)  renlennanl  respeclivenienl  les /^ -|- i  premiers  fadeurs 
de /(///),  cl  les  fadeurs  rcslanls.  On  aura 

A'»  I  -=/l(/»,  P  »/2(/",  p)- 

Faisons  grandir  m  indélinimcnl  |)ar(lcs  valeurs  enlières  cl  ])()si- 
livcs. /(/??)  a  pour  limite  sli;:,  d'après  la  délinilion  du  n"  1012;  f^^  a 
pour  limite  u-  (ix  demeurant  fixe),  et  par  suite  y,  (//*, />)  tend 
vers 

Les  fonctions  y  et  _/*(  avant  cliacunc^^une  limite  (on  peut  sup- 
poser que  celle  de  /",  n'est  pas  nulle),  f-^  aura  aussi  une  limile. 
«pii  ne  dépendra  plus  que  dr  />.  Pour  />  in  fini,  cette  Hittite  tend 
vas  l' unité. 

En  effet,  le  polvnome  y;.(/«, />)  —  i,  ortionné  suivant  les  |)ui>- 
sances  de  z,  a  ses  eoeflicients  positifs  :  on  ne  [xiil  donc  (piaiig- 
mcnlcr  S(jn  module  en  remplaçant  3  par  1  c  |,  ce  (]ui    donne 


,/.,„,,,„-, 1^,  +  ^j...,^^ 


Les  arcs  — -  étani  coni|iii>  entre  —  -  et  -.  Icui>  modiilo  xiiit 
/Il  '  ■>.         ■>. 

inl('rieurs  à  ceux  de  leurs  tangentes,  et    Ton  a 


K()m:ti().\.s  Tiiit.().N(>.MKruiuu;s   (l'uoDins  imims). 
(roM.  (I  Jnilinii , 

/■Atn,  p)-\\<  y 


187 


(/?-(-  l/^TC- 


l-'l        1-,. 


J.a  convergence  des  séries  ^  , .,  '    X  : v_,  '  entraîne  celle  du  pio- 

1-21 
(luit    luiiiii    de    leinic    général    \ -^ -——',    à    loul    noniluc    iio^ilif 

donné  £  correspond  donc  un  enlier  N  tel  f|ue  le  second  un  inhre 
d(,'  la  dernière  inégalilé  n'alleigne  j)as  $,  pour  loule  valeur  <!«■  // 
su|)éi"ieure  à  N.  Dès  lors,  /^  a  pour  limite  l'unité  <|iiaud  ///  d'ahord, 
j)  ensuite,  croissent  indeliuinient.  D'où  la  ionnuh; 


Ci) 


•1--- 


h}- 


lli.   Une  méthode  analogue  conduit  direetenienl  à  l'expression 
de  ch:;;  mais  il  vaut  mieux  utiliser  la  lormule  (3).  Elle  donne 


d\)ù,  après  suj)|)ression  des  facteurs  communs 

(4) 


*) 


n^iPwA 


Les  définitions  du  sinus  et  du  cosinus  par  des  séries  donnaient 


sin  -  =  -  sli^;',  cos-  =  cli:;/. 

i 


Hcinplaçons  dans  ces  formules  s\\zi  et  clic/  par  l(Mirs  \aleurs 
déduites  des  lormules  (  .'H  et  ( '(')  ;  il  \ieut 


On  retrouve  l)ien  les  lorinules  dont  ou  était  parti  (  p.   iSn  ). 


i88  i.iMii:   I.         (iiM'iTui;  ii. 

JicDKiitjilc .  —  J.a  siih^liliiliuii  (;,-;)  tluiiiic 

les    zéros    (lu    socoiid    iiirniltrc    (Icvifinutit    (•;;aii\    ;i    !.<    siiilc    des 
iminhit'S  ciilici^.  Oh^cis  (jiis  (jur  ).•>,  j)i(i(liiit>  iiiliiiis 


lie   soiil   pas    tons  (lcii\   coiin  »  r'i;('i 
■  in  — 


Is:  aussi    k'iir  |ii()(Iiiil   ii  a   pour 
Imiilc      _^—  <iiie  SI  II  cl  p  demeurent  égaux  cm  ciKissaiil  mdéfi- 

i I  1 1  II  c  1 1 1 . 


Ilo.  Quant  aux  fonctions  inverses,  voici  des  produits  infinis, 
de  convergence  rapide,  (pii  servent  d'expression  à  l'arc  cosinus  et 
an  logarithme  (  M.  Pour  siinplilicr,  siij)j)osons  rarguinenl  réel.  En 
réjH'tanl  ///  lois  1  identité 


(  />  =  I,  7.  9-2 -i"'-!); 


il  vient 


«ma  a  a 

=  cns  -  ros        •  •  •  cos 

a  -j.         i.  '^ 


Slll  — 

Slll  

/' 

1 
—  cos- — ■ 

•->./; 

a 

■i.p 

a 

P 

■ip 

d  où.  <'ii  Luxant  ^liiiiiln'  ///  i  ikIi'Iiii  i  iiiciil , 


a  a 

cos  -  cos  — 

•j.         -i- 


l'osoii>  alors    cosa=:.r;    cos —  =zx,-.    cl    reniai  <|iioii>    cpie    les 
iioinUies  ./",-  s'expniiiciil   alj;<'l)ri(picin(iil  en   (oiidion  de  ./'  par  les 


{';  rj.  Si.ii.i.i,  J.  ilc  CixUc.  t.  7.!,  p.  .■7!. 


FONCTION   i:rr.i:iiii:NNi; 


1  S., 


foniiiiles 


/i<- 

■r  ), 

/i"- 

■'■\  >, 

v^ 


on  ;i  lliiiilcmcnl 


arc  cos.r  = 


S^ 


.Ti.r.2  .  .  .  X, 


(Ictle  ronnulc  peut  rcpréscnlci'  Tune  f|iit'l(Oiiqii(;  des  (li'lcniii- 
nalioiis  de  l'arc  cosiiiiis.  \\w  ellet,  x  éLaiit  (loniic,  .sti|)p()S(ins  (pic 
Ton  ait  l'ail  choix  de  a;  ./•,,  .r,,  ...,  .r,.,  ...,  aiironl  des  valciifs 
déterminées,  cpi'il  sullira  de  |)orlcr  dans  la  relation  précé(Jenle 
ponr  avoir,  en  lonclioa  de  .r,  la  détermination  chercliée. 

De  l'arc  cosinns  on  passe  au  logarillime  en  j^osanl  (  t  >- o) 

a  =  i  lofï  j',  c'esl-à-tlire         a:  =  -  { y  -\-  y~\  y 


ce  qui  donne  (') 


-'^-r 


.^    I\.    —    l'oNCTlON    KVl.KIUKNNK. 

110.   Legendre   a   appelé  iiilégrcde  eulcrieniir    de    deuxième 
espèce  l'expression 

/     c-'/-*^-'  clt         (  X  réel  et  >  o  ;  t  réel  ) 


(')  Celle  foiiTiiile  peii!  aussi  s'()l)lciiir  ilirectenienl  en  [linlunl  df  liilrnl  ili- 

1 
lopj'      _  I  I  I l'i^v^'" 


V 


et  en   y    faisanl   rroiiie   /•   iinlolitiimcnl  (.ilaii-  la  (Icniiéie   iVaclinii,  pi.ur  en  cliei- 
rhcr  la  vraie  valeur,  on  posera  j  !' =;  i  s- î.  :  temlanl  ver*  zéro/. 


igo  i.iviti:  1.  —  <:ii Ai'iTiti;   il. 

el  Ta  rcprc'scnlée  par  l^./')-  ïci  il  s';ij.;il,  m  la  siiilr  de  Gaiiss,  de 
définir  dans  loiiL  le  plan  la  fond  ion  (■iiItTicnnc  pai-  un  produit 
infini.  Avec  (ianss  j)osons(') 

\.i...(n  —  i)  ,  /  n  entier  \ 

(i)      n(rt,^)=  — «-  (         ,    ,         .         .      .         • 

z{z  -^  i).  .  .{z  -I-  n  —  i)  \.3  rccl  ou  iiiKij;inaue/ 

Pour  n  infini,  ce  j^roduil  convcrj^c,  quel  (]ue  soit  r  (sauf  quand 
z  esl  lin  entier  néjjjatif  ),  el  ilélinit  une  lonclion  unilornie  :  on 
rap|)clle y'o/?c//o/?  cuirrieiinr  cl  on  la  ic|)i(''senlc  |)ar  r(^). 

l*our  (lénwnlrci-  celle  coinergetice,  considérons  le  produit 
infini 

Son  terme  général  peut  s'écrire 


II(/i,  ^)  Il  -^-  z 


n) 


Chaque   facteur  esl  développable   en    série   entière,    pour   les 
valeurs  1  ;  |  <!  «  (n"  179).  Le  ternie  de  rang  n  a  donc  la  forme 

/      z      z-^        \r      .^      ^(^-0        1  A„ 

\         n        n-  /  L         'i  I  .v>.  ./i-  J  n- 

A,i  désignant   une   expression  dont  la   liinile,  pour  //    iiiliiii,    est 

2 

La  série  de  terme  général  —4  converiîf;  ahsoliiineiit ;  il  en  sera 

donc  de   même  du   produit  iiilini  considéré,  ce  (pu  justifie  l'exis- 
lence  de  r(^)- 

On  écrit  indifieremmenl 

(n  —  i)!  /i=  ,.  Il' 


H  =  «  -(--+- 1)... (-3 -f- /i  —  I)        /,  =  < 


<-v)-0-^) 


Dans  le  dernier  dénoinmnteur,  on  a  iniroduil  le  laclciir  i  -|-  -  > 

'  n 

dont  lii  lim  lie  est  rnnilf'. 


(')  Gatss,  fjfùti'res,  l.  III,  p.  i'i4.  —  Voir  aussi  I>r:(iKNi)iir:,  Exercices  de  Calcul 
inlép;rcil.  t.  III  (édil.  de  1S17),  les  <;enl  [iieiuiiic-  |iitj;es. 

l'ar //'  (III  ciiIcikI  ('-'•",  Ln  clésiiinaiil   la  \al(iir  |n><ili\C(lii  lu^arilliino. 


FONCTION    }■: L  LKU I KN N i; .  I  "(  I 

I  17.    L;i  lonrlion  oiili'rionm'  jouit  des  |ti(i|>rn'h'-^  siii\  anli-s  : 
l"    Dans  totil  (loiiKiiiir  liiii,  on  u 

II(  «,  -  -I-  i)  =  ~ \\(  n,  z), 

z  -h  /i 

il'où.iMi  laisaiil  j^iaiidir  //   iinlcIiiiiiiKMil,  la   rrlalion   fiuiilainciitalc 

(V.)  r(;;-r-i)  =  ;:r(^j. 

■>,"  Dans  celle  relation,  elian^eons  :;  en  :;  +  i ,:;  -h  :>.,...,:;  -f-  /.-, 
cl  niiilliplions  inenjhic  à  jncnibre  les  égalités  oblenucs;  il  vient 

(•])  r(^-+-/o  =  :;(5^i)...(=-f-/.  — i)r(-): 

rélnde  i\c  la  fonclion  dans  le  domaine  réel  esl  ramenée  à  celle  de 
la  (onction  dans  l'inlervalle  (o,  i). 

r(i)  =  I  ;  d'où,  si  :;  esl  un  cnl irr  posilil.  la  lonnnie 

(.1)  r(c)  =  1.-2... (--.). 

Ciaiiss  ("ail  remar<|ner  (|iie  celle  égalité  di'dinirail  mal  la  (otic- 
lioti  !"(  r- I,  non  seidcmenl  parce  (nrclle  siipposi;  r  cnlier,  mais 
narce  (jnelle  convient  à  niie  inlinilé  de  (oriclions,  par  <\emjile 
à  cost:;;-"  V^z). 

;V'  On  a 

[t  .2.  ..(«  —  1)J- 


II(/<,  z)\\(n,  —  z)  =■ 


.-2(l-5'-)...(/i  —  l'  —  -2j 


Faisons  grandir  n   indéfiniment,   cl  reporlons-noiis  à  rc\pies>ion 

du  sinus  en  produit  iiilini  (p.  i  SS  )  ;  il  vient 

r(-)r(--)  =  -  T^j— T' 
et  dés  lors,  en  se  servant  de  la  rclalion  (•.<), 

r(o)r(i  —  Z)  =  -^ — 

^      '  SUIT  5 


i(j>  l.ivui;  1.  --  <  iivi'i  I  iti:  II. 

(îolle   (ormiilf    iiuixirUinto   ramrnc   r/liidc  (!<■  I.i   loiicliuii  (l;iii^ 
l'inltTv  aile  (  o  ,  I  )  à  colle  de  hi  Ion  cl  ion  daii^   lin  l<'r\  allo  (  o,   -  1  • 

On  en  (ItHliiil,  en  (lt'■si^nanl  jtar  'j.  un   rnlicr  ailiilraire  (<x  >-  i), 


■■e)n^)'-œ''('S.-^)--f-?^)'-(;;=ï=j 


T.\>--t 


'J'i'ansfornions  le  [U'oduil  d<'>  sinus,  et  pour  cela  iririaii[noiis 
(lue  s<'.s  ractcui's,   si  on   les  niiilli|die  pai'   i>.,   soiil  les   niodnlesdcs 

lailoms  liiK  aires  île  »  (inand  on  v  fail  ./•  ^^  \ .  Il  \icnl 

u':u- (-.)..., ■(■i^)  =  <^-fji. 

4"  r^a  fonction  ll(//,c),  en  appai-ence  plus  <;(''nérnle  fjiie  la  lonc- 
lion  !'(  c  I,  pciil  V  èlre  ranienéc.  \\\\  ellcl,  la  condjinaison  des 
('fjiiations  (^i),  (.5  ),  (  |')  donne 

.  ri»)  r(-) 


Il(  «,  c)  =  n- 


V  \  Il  -\-  z  ) 


Celle  fonniile  rapptdie  la  relation  entre  les  inléi;rale.s  enlé- 
riennes  de  prennèri;  el  de  deuxième  espèce. 

Plus  lard  nous  donnerons  d'autres  |)r()pri«'lés  de  la  fonction 
eulérienne,  et  ses  relalions  avec  la  fonction  ^\z)  de  Hieniann, 
(pic  1  on  peul  consid(''rer  coimne  (h'Iinic  par  la  séné 


C  «'tant  une  vaiialde  dont  la   partie  icelle  surpasse  I  iinitt'. 


§  X.  —  SriuKs  iivi'i;iu.r:oMr:Tiuori:s. 

I  IS.  "  Apn'-s  les  Iranscendanles  t^'lcinenlaires.  on  re<;nnle  liahi- 
liadlenienl  les  (oiiclions  (dliplupies  eoniine  les  plus  inlt'ics- 
sanles  ....  \('anmoins,  on  |»eut  n'c  laiiier  une  iin|)orlance  au  moins 
«'j;a|e  pour  le>  fond mns  h\j)('i<^(oinftn<ni('s.  à  cause  de  leur-, 
nomhreiises  applications  en  Asl  idiioinie  et  m  l'Iix^npie  malliéina- 


si':nii:s  iivi'Kiu.komktiiioi  i.s.  19; 

tique  »(').  Par  fondions  liyporr^éonirlriquen  on  fiilcnd  les  inté- 
grales de  certaines  équations  dilIV-rculielIcs  linc-aircs  du  second 
ordre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  ;iyanl 
trois  pùlcs  et  n'ayant   pas  de  sinj;uliirit('s  essentielles  (-). 

Ici  nous  avons  à  parler  de  la  séi'ic  hypcrg(';onn''lriqiir.  que 
Gauss  a  introduite  (').  C'est  une  fonction  de  quatre  éléjuenls  a, 
jii,  y,  z.  On  peut  les  regarder  tous  comme  variables,  ou  sup|)oser 
que  les  trois  premiers  sont  des  paramétres  dont  ou  a  (i\é  les 
valeurs  :  on  a  alors  une  série  entière.  Grâce  aux  indéterminées 
qui  j  figurent,  cette  série  sert  à  représenter  un  grand  riond)re  de 
fonctions  :  les  transcendantes  étudiées  j)his  iiiiul  <ii  sdiii  des  cas 
particuliers  (  ''). 

119.  Celle  série  hjpergéomélriquc  de  Gauss  est  définie  par 
l'égalité 

F(a,  13,  Y,^) 

a. 3  a('a-i-i)...(a-*-/i  — i)3(3-+-i)...(3-4-«  —  1) 

=  IH '-z-h...-^ '\^'   ^ '- Î-- z"-^-.. 

i.Y  I.  •>....  rt.Y(  Y  H- i)... (y -+-«  —  «) 

a,  ^,  V  étant  des  nombres  réels  ou  imaginaires.  Le  lapporl  d'un 
terme  au  précédent 

z«„_t  I  _  w2-f-(aH-P)«-4-aP_ 
Un  ft"-  -h  (  Y  -H  I  j  /i  -H  Y   "" 

a  pour  limite  z-  :  donc  la  série  converge  ou  diverge  suivant  que 


(')  IvLEix,  Conférences  du  Congrès  de  Chicago,  cinquirmi^  conftTi'iice. 
(-)  Ces  éqnalioiis,  tliU's  hrjiergeoniélricjKes,  ri'iilicnl  diiiis  le  type 

cC-y     y  /  '  —  y.- \  fiy  ,        Zm*^'  ■^   ' ~  ^i ~ 72  +  ga    ^_         /•_ 

dx-       Z^\x  —  ajdx    '  4         A^  {x  —  a^){x—a.^)•■    "  ~^ 

Dans  k"  cas  où  a,  =  0,  a.,=  i,  rt,  =  y.,  un  cliaiii^nmiil  df  xariablo  les  raniOne  à 
la  forme  de  Gauss 

(^)  Gauss,  Œuvres,  l.  III,  p.  ia5.  Le  Mémoire  est  do  iXii. 

(*)  On  son  (!onvaincl  en  parcourant  les  très  nomiuenses  formules  groupées 
par  l'iumnier  ilans  son  Mémoire  sur  celle  série  {J.  de  Crelle,  t.  15,  p.  3q  et  12- ). 

L'exponentielle  interxieiil  dans  liiUégration  des  é(|uatiiins  linéaires  à  coeffi- 
cients conslauls  :  la  série  de  Gauss  daiiscclh-  des  équations  liypei-géomélriques. 
r.  1,! 


lÇf\  I.IVUE    I.   —    lllAI'ITUi;    II. 

l'on  a  |:;[  <!  I  ou  |:;|  >  I .  Sur  le  cercle  de  con\erj,^onco  la  règle  même 
donnée  par  Gaiiss(')  (il  su|t|K)s;iil  ii'-eis  les  [i;ii;iiiitlres  a,  [îi,  y) 
montre  que  la  série  converge  pour  (y  +  i)  —  (a+[j)>>i;  <Hc 
diverge  pour  Y<  a  -f-  [i. 

Conclusion  analogue  si  a,  [j,  -'  sont  complexes  :  en  désignant 
par  a',  [j',  y'  leurs  parties  réelles,  la  condilitm  <lc  ((juNcrgence 
est  y' >  a' 4- [y  {■'). 

La  série  n'a  jias  de  sens  si  v  est  un  ciilirr  néj;;ilif;  elle  se 
réduit  à   un   pithiiomc  (piaiid  y.  mi    j  est  un  eulier  iit''i;alil. 

La  dérivée  d'une  série  hjpergéomélrique  est  une  séiie  de  même 
type,  puisrpic  l'on  a 

JJ  ■  =  ^F(a-+-i,P -^i,T -+-!,- )• 

Appelons  fonctions  conligucs  celles  que  Ton  déduit  de  la 
série  F  en  augmentant  ou  diminuant  d'une  unité  ses  élé- 
ments a,  3    V. 

La  série  F  a  dès  lors  six  conliguës  :  elle  est  reliée  à  deux  quel- 
conques d'entre  elles  par  une  écpiation  linéaire  avant  pour  coef- 
ficients des  polvnomes  du  premier  degré  en  z.  13e  là,  entre  une 
fonction  et  ses  contiguës,  quinze  relations  que  Gauss  a  formées 
{ŒuKies,  t.  III,  p.  i3o). 

Voici  Tune  d'elles 

ïlï  -  I  -(27  -  a  -  ii  -  I):;  J  F(a,  p,  y,  z  ) 
-ï(T-0(i--=)F(«,?r7-i,-) 

l!20.  ln(li(|U()n.->  les  relations  entre  la  série  liy[)ergéomélrique 
et  d'autres  fonctions  classiques. 

Les  fonctions  algébriques,  les  transcendantes  circulaires  et 
logaritlimi(jues    en   sont  des  ras    parlicidiers.    ()n    le   constate   en 


(')  Gaiss,  atùnres.  l.  III,  p.  iSç». 

(')  Cf.  JoHDAX,  A/i(i/yse  (1"  rdil.,  l.  I,  p.  t'^\). 

Cis  scrifs  oiU  rlé  gcnéralisccs  :  par  oMinpIi',  M.  Tlinniœ  a  considiTi^  (U's  fonc- 
tions de-  iiièiiir  lypi-  ilans  lesquelles  aux  (rois  éléiiieiils  a,  [i,  y  on  en  a  siibslitué 
4in(|.  (Cf.  y.  t/r  Crrllf.  l.   K7,  p.   J(i;  I.  7(1,  p.  -f'iS.   ele.) 
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écrivant  les  l'j^aliu's  (Gauss,  O/ùn/cs,  l.  III.  \>.  ia') 

(/4-m)«^ /"F(— /^  3,  3,—  "\  {^eslîiibilrair.-;, 

Iog(l  +  /)  =    /  F(l,    1,9.,   —  /), 

e-'=^F(^.,p,  1,0  (^infini), 


(  y.  il  [i  iiilliiis), 


/  =  sin  /  F  (  -,  -,  -,  sin  r-  ) , 

*   '2      9.      2  ' 


lï2l.    I.llc  a  dos. liens  élroils  avec  les  fondions  spliéiiijucs,  les 
lonclions  de  lîessel,  et  surlont  les  loneti<jns  enJériennes. 

Fonctions  euléi'iennes.  —    Pour  r-  =  i,   la  dernière   relation 

(n'^  1  19)  devient 

F(a,  ^,Y,  i)      ^  (Y-a)(Y-P) 
F(a,  p,Y  +  i,  I)  Y(Y-a  — fJ)   * 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  y  par  y  -j-  i ,  . .  . ,  r  -f-  /,  —  i  ;  et 
multiplions  membre  à  membre  les  résultats  obtenus.  On  a 

F(«,  P,Y>0 
F(a,p,Y  +  A-,  1) 

^  (  Y  -  a)(Y  —  g  ^  !)•  •  .(Y  —  «  +  A  -  0  (Y  — P)---(Y— 3-i-X--!) 

T(T  +  ')•  -  .(Y  +  A-  -  •)  (Y  -  a  -  [i). .  .(Y  -  a  -  [i  -.-  A-  -  I)' 

Pour  k  infini,  F(a,  ^i,  y-t-  /v,  i)  tend  vers  i;  et 

a  pour  limite  r(c).  On  a  donc,  en   introduisant  haut  et  l)as  les 
mêmes  facteurs, 

F/.   '^   V    n       r(Y)r(Y-a-p) 

forniule  donnée  par  Gauss  (^'). 


(')  Œinrcs.  t.    III,   |i.    i4'|.  —  On    <ii  liiiii\(r;i    unr  iiiilir  (IciiiuiisliMlion    (l;iiis 
llKimiTK,  Coitrs.  etc..  'f-  i-(litioii,  |).    •<)•. 


196  i.iNHi:  1.  —  (iiM'iTiii:  II. 

Iî22.  J'^onctioDS  s/i/K'/if/t/cs  on  de  ï^apUice  (').  —  On  ap- 
pelle polynôme  sphérujiie  loul  poljnoine  homogène  salisfalsanl 
à   rr(|u;ili()ii   (le   Lii|ilacc   (j3.   Jl). 

Considérons    le    cas    de    trois    variables   x,   y^    z.    Entre    les 

(  /j  -h  I  )  (  rt  -4-  9.  )  ce    •      ,  c  1  1   ' 
; cocilicicnls    (pie    renicrmc    un    polviionie    sphc- 

r»      1       1         '             1             «  (  '*  —  '  )        1     •  1  '  •     ' 

rupie   l  „  de   degré  //,    il   y  a  relations   dcliriniiiccs  par 

l'écpialion  AP„  =  o.   Il  reste  donc,   dans  P,t,    '.i /?  -r  1   coctiiticnts 
arbitraires. 

Des  jxdjiiomes  s|)liéri(pics  on  passe  aux  Jonctions  s/j/ié/K/ucs 
en  iiiti'oiliiisiiiil  les  coordonnées  polaires  et  en  posant 

:r  =  /■  sinO  coso,         j- = /•  siii  0  siii  cp,         z  =  rcosQ. 

Faisons  /•  constant  :  P,,  devient  une  foDctimi  de  'C'  et  de  0,  (.lilc 
fonction  spliéritiue. 

Laplace,  qui  le  premier  a  considéré  ces  fonctions,  représentait 
V,i[x^y,  z)  par  /•"Y„(0,  o).  Ainsi  \„  est  une  fonction  homogène, 
de  degré  n,  des  quantités  cosO,  sinOcos'^,  sinOsin-^p,  telle  (pie  le 
produit /•"  V,,  satisfasse  à  l'é([ualion  A(/-"  Y,,)  =  o,  ce   i[ui  tlonne 

C'est  l'équation  qui  a  servi  de  point  de  déparl  à  Laphice  pour 
la  théorie  des  fonctions  Y«  (-). 


(  '  )  Ce  fuiL-nl  des  recherclies  relatives  au  ipoienlicl  de  points  distiilmés  sur  une 
sphère  lixe  qui  ameiièrciil  Laplace  à  consiiiéier  ces  lonctioiis  [178a.  cf.  Thcorie 
des  altractioiis  des  sj//ieroïdes  {Œuvres,  l.  \,  p.  362)].  Gauss  leur  donna  le  nom 
de  fonctions  s/j/ieri</ties  (iSdS,  cf.  Œuvres,  t.  W,  p.  0|S).  l'our  leur  élude 
cf.  IIkink,  Hundbucli  dcr  Kui^elfunctionen.  ou  rOuvraj;e  plus  éléuientairc  déjà 
cité  :  Byeuly,  An  elenientury  treulisc  on  Fouricr's  séries,  and  s/dteric(d.  cy  lin- 
dricat  and  ellipsouial  harniunics  (Boston.  lîSy^). 

Dans  le  cas  où  tp  est  aussi  constant,  les  fondions  s|ili(iii|iirs  r<|irudiiis(ni,  à  une 
constante  près,  les  fonctions  de  Lej;endre. 

(-)  Ces  e(jnsid<'rations  nous  font  sortir  du  iloniaine  des  fonctions  analytiques. 
Aussi  lions  énoncerons  seuleiiienl  la  pid|priélé  suivante,  très  inléressaïUe  au  point 
ili-  \  iir  de  la  représenliiliun  di'-  fcincli<>ri>. 

li.ins  des  cas  étenilus,  une  fonction  arOiOdire,  Unie  et  uiiifoiine,  d'une  .seule 
varialile,  est  dé\el<q)pal)le  c'«  .stv/c  (/c  /'««/it'/;  de  iiiènie,  sous  eeitaines  condi- 
lion-i,  une  fonction  de  deux  \  ai'ial)le>.,  l'"(0.  -i).  (iiiic  et  uniforme,  choisie  arhilrai- 
j-i-inent  -m    l.i  siiif.nr   d'iiin-   ^plirrc  piul  être  i  iprc-^iiilir  ji.ir  une  série  de  La- 
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123.  Fonctions  de  Fourier-Bessel  (').  —  Ces  fonctions,  ren- 
contrées par  Fourier  et  étudiées  j)ar  Bessel,  jouent  dans  l'étude 
du  potentiel  du  cvlindre,  spécialement  pour  la  théorie  de  la  cha- 
leur, le  même  rôle  (pic  les  fonctions  spln'riqucs  dans  rt'ludt-  du 
potentiel  de  la  sphère.  Aussi  on  les  appelle  frécpicnimcnt  fonc- 
tions cylindriques. 

On  peut  les  regarder  comme  les  limites  de  fonctions  sphé- 
riques  (-);  de  là  l'analogie  des  théorèmes  relatifs  à  ces  deux  types 
de  fonctions.  Ici  on  les  considère  comme  les  coefficients  des  puis- 

sances  de  :;  dans  le  développement  en  série  de  la  fonction  r-        '   . 


place,   c'est-à-dire  par   une  série  ayant  pour  cléments  des  fonctions  sphcriqucs. 
Ainsi  on  aura 

I'(0,  9)=Y„(0,  9)  +  Y,(6,  9)+...-f-Y„(0,9)+.... 

Poui"  justifier  cette  assertion,  on  procède  comme  pour  ctalilir  le  tliéorcnic  de 
Fourier  :  on  suppose  l'existence  du  développement  de  la  fonction  arbitraire  sous 
forme  de  série  uniformément  convergente  du  tj'pc  énonce  ;  on  en  détermine  les 
coefficients  par  l'intép-ation  terme  par  terme  de  cette   série,  en  s'appuyant  sur  ce 

que  les  intégrales   /   /  Y„,Y„rfï(m>«)  étendues  à  toute   la   surface  de  la  sphère 

sont  nulles;  enfin  on   moiilrL'  (juc  la  série  formée  converge  et  a  pour  somme  la 
fonction  à  représenlci-. 

De  fait,  pour  que  Ton  puisse  prouver  cette  convergence,  il  suffit  ([uc  la  fonc- 
tion satisfasse  aux  conditions  suivantes,  analogues  aux  conditions  de  Diriclilet  : 

I"    La  fonction  est  finie  et  uniforme. 

2°  Si  l'on  décrit  du  point  (6,  'f  )  comme  pôle,  avec  une  distance  polaire  w 
comme  rayon,  un  cercle  situé  sur  la  sphère,  et  si  l'on  désigne  par  /(w)  la  moyenne 
des  valeurs  de  la  fonction  F (9,  o)  sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  /(w)  n'a  pas 
une  infinité  de  maxinia  et  de  niininia  quand  m  tend  vers  zéro. 

3°  La  valeur  de  la  fonction  au  point  (0.  o)  est  la  limite  de  la  moyenne  de 
ces  valeurs. 

Dans   ces  conditions,    la  fonction    r(f>,  a )  =  lim /(oi)   est  représenlée   par    le 

u  — 0 
développement  en  série  de  Laplace  ci-dessus. 

La  démonstration  de  Laplace  a  été  reprise  par  Diriclilet  :  Sur  les  séries  dont  le 
terme  général  dépend  de  deux  angles,  et  qui  seri'cnt  à  exprimer  des  fonctions 
arbitraires  entre  des  limites  données  (7.  de  Crelle,  t.  17).  Cf.  Foincaué,  Pro- 
pagation de  la  chaleur,  p.  26Ô  et  370.  —  Picard,  Analyse.  2'  édit.,  t.  l,  p.  ?.-(). 
—  JoiiDAN,  Analyse,  2"  édit.,  t.  IL  p.  252.  —  Ft  aussi  FitonEXiis,  Ueber  die 
Entwickelung  analyiischer  Functionen  in  Reihen,  die  nacli  gegebencn  Func- 
tioncn  fortschrcitcn  (/.  de  Crelle,  t.  73). 

(')  C/.  TissKUAM),  Mécaniijuc  céleste,  t.  L  p.  2o(J.  —  Nicolas,  .1.  A'.  .V. , 
1882.  etc. 

C-)  IIkink.  />/.'  rnitrier-nessel' sche  Function  (/.  de  Crelle.  t.  G9,  18G8). 
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Soit    cT»';     1<^>    iU'\  elo|)jii'in('iils    en    sério    dr    I  cxpoiicnlicllc 
doiiiK'iil 

a  =  0  [i     " 

f'I.  par  snilo. 

en  posant 


H  +  2fS 


Ces  coefficients  .)„  sonl  les  fonctions  de  Bessel  (').  Elles  se  ra- 
mènent aux  séries  lijpergéornétricpies,  conmie  étant  la  limite  des 
fonctions  F  (a,  |3,  y,  —  7—3)'  M"'""'  '^-  ^^  P  devienncnl  infinis  (-). 

124.  Mais  c'est  surtout  dans  l'intégration  des  équations  livper- 
géométri(pies  (pic  les  séries  liypergéomélri(pies  interviennent. 
Une  simple  substitution  montre  <pie  l'équation  de  Gauss  (p.  uj-'i) 
a  pour  intégrales 

F(a,  p,Y,  :r)     et     a^'-Y  F(a -H  1  —  7,  P -l- i  —  7,  2  —  ■',  r). 

Aussi  doit-on  regarder  celte  équation  comme  la  véritable  ori- 
gine de  ces  transcendantes  (^). 


(')   Ces  foiiclitiiis  J  siilisfoiil  à  l'r<|iiMli(iii  (lillÏTCiUiillf  linéaire 


d-i        j_    (U 
dx^       X  dx 


{"■)  IIanskn,   Abhandlunf^  der  Sar/ixischen  Gesellschafl,  l.  II,  p.  25>;  i855. 

(3)  Hœcce  œqualio  dij/erentio-dijferentialis  tanquam  defmilio  exactior  func- 
lionis  iiostrœ  considerari  poiest;  sed  quoniam  y  =  F(a,  p,  y,  a;)  non  est  inté- 
grale completum,  sed  jtarticidare  tanlinn  {qiiod  constantes  non  accesseinnt) 
adjicere  oportet  condilioneni.  ul  y  Incipial  a  valore  i  j>ro  x  =  o,  siniufqtic 
pro  valore  endeni  i/isiiis  .r.  si//>/i(i/iini/ur 

dy        a;i  ,  d-y        a;i(a -4- 1  )  (  ^ -f- 1) 

-r-  ="    -*-  fl/'/lir ;    =    ; '- 

dx        y  dx-  ï(T-+-i) 

(C.Mss,  Œinrcs.  I.  III.  |'.  ■-•.(>-). 
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CHAIMTHE  III. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAU  DES  SÉRIES  MULTIPLES. 


Siiivnnl  la  division  adoptée,  nous  ferons  dans  la  pretnirre  Sec- 
lion  une  élude  i;éiiérale  des  séries  niulliples;  dans  la  seconde, 
nous  ra|)|)li(pierons  à  des  Iranscendantcs  classiques. 


SECTION 


§  I.  —  Si':ries  multiples  en  (jénéiial. 
123.   Commençons  [)ar  les  séries  à  double  enlrée  ('). 

Soit  un  ensemble  infini  d'éléments  ////;,  pourvus  chacun  de 
deux  indices,  qui  prennent  indépendamment  l'un  de  l'autre  une 
infinité  de  valeurs,  par  exemple  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
lives  et  la  valeur  zéro.  On  se  donne  un  pareil  ensemble,  en 
fixant  la  loi  qui  délermine  un  terme  queleon(|iic ,  en  fonchon 
de  ses  indices. 

On  peut,  et  dune  infinité  de  manières,  ctithlir  une  cnrrcspnn- 
dance  biunivoquc  entre  ces  éléments  et  la  snile  des  entiers 
posilifs  (\^.   iT)).   L'ordre  des  éiémenls  une   fois  li\('\  si   Ion   pose 


(')  Leur  élude  a  clé  commencée  par  Caiicliy  [Cours  d'Analyse  {diuvres, 
2"  série,  t.  III,  p.  /|4');  liesumcs  analytiques  de  Turin  (Œui-res.  2"  série, 
t.  \,  p.  GG  cl  175)].  Dans  ses  iléliniliun-^ ,  <|U('l(|ucs  points  «ml  «lé  précisés  «>ii 
iiiudifiés. 


uoo  i.iviii:   I.  —  (  iiAi'iiiu:  m. 

u,/i=^  \,i.    Il   (Jcsij^nanl   le   ranj;  dti   lernic,   i',,  a    une   \ali'iii-  tli'lcr- 
iniiiée. 

Lorsqu'un  rani;cnient  des  lermcs  //,a  conduit  ainsi  à  une  série 
simple  (i)  convergenlo,  on  dil  (jiie  la  srrie  double  (tt)  con- 
verge pour  celle  disposition  parhciiliiTC  dos  ('li'incnls:  loiscpic 
la  série  (i^)  esl  absolument  converj^enle,  on  dii  (pic  la  série  [u) 
converge  absolumenl. 

A  une  suite  double  correspondent  une  i ii lin itt'  de  séries  simples  : 
elles  ont  les  nn'nies  éléments  et  dillèrcnt  ])ar  leur  rangement.  Dès 
fpi  une  série  (c)  converge  al)solnmenl,  toutes  ces  s<'ries  convergent 
et  ont  même  somme  :  la  série  double  ( f/ )  a  une  valeur  indépendante 
i\v.  la  loi  de  rangement. 

On  donne  de  cette  définition  une  image  géométric[ue,  commode 
surtout  dans  l'élude  des  séries  entières,  en  supposant  chaque  élé- 
ment Uih  |)lacé  au  point  (;',  k)  d'un  plan  xOy.  De  là,  un  Tableau 
(rélt'rnenls  :  on  peut  parler  de  la  convergence  absolue  de  ce 
Tableau,  de  la  y>'*""'  ligne,  de  la  ^"''"''  colonne,  du  groupement 
des  éléments  par  diagonales  (c'est-à-dire  en  termes  w  tels  (pie 
iT'y,=  Upç\-\-  Up^\  I  +  .  .  .  -\-  Uop).  Si  l'on  considère,  dans  un  Tableau 
absolument  convergent,  les  éléments  intérieurs  à  une  suite  de 
courbes  C|,  .  .  .,  C„,  .  .  .  s'étendanl  à  l'infini,  les  sommes  corres- 
pondantes S),  .  .  .,  S„,  .  .  .  ont  une  limite  et  cette  limite  demeure 
la  même  quelle  (pie  soit  la  lorme  des  courbes  C  et  la  manière  dont 
elles  s'éloignent  à  l'infini  (p.   i  i  -  )  (  '  ). 

Rattachons  cette  définition  à  celle  de  la  Liniilc  d'une  suite 
infinie  d'éléments  à  double  indice.  Une  pareille  suite  (5)  d'élé- 
ments s,„,i  tend  vers  une  limite  lorsqu'à  tout  nombre  positit 
donné  e  on  peut  ("aire  correspondre  des  entiers  iNI  et  N  tels  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  n  supérieures  à  INI  et  N,  on  ait 

I  «/«+|j.,«-t-v—  -^/H.rt  I  <  £•         (  F,  ''  =  o,  I ,  'i,  . ,  .  ), 


(')  Les  séries  dont  les  clcmenls  (l(''|)rri(lcril  d'iiii  iiiilicr  iinii/ue,  prenant  toutes 
les  valeurs  de  — oo  et  ->- oc,  sont  dites  co/h'(v^'<'«/('a- (|n;ind  les  <lcux  séries  foriiiécs 
par  les  termes  à  indices  positifs  et  à  inilices  négatifs  cdnvergfnt  xej>an'/nciit.  Si 
clianinc  converge  ai)Soiument,  on  piul  inUrvcrtir  rordrc  do  leurs  termes,  les 
grouper,  etc.  (p.  ii)  et  117). 

lùi  dispr)sant  sf)us  forme  de  Tableau  les  termes  des  suilr>.  dniihlc-,  rii'u 
n'empêclie  de  supposer  illimitées  ilans  les  deux  sens  les  suites  i]iii  consliMuiil 
lc>-   li;;iies  et  les  eoluniK-. 
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c'esl-à-dire  lorstju'il  existe  un  noinl)rc  v  tel  (|uo 

\s,nn—S\<Z      ('). 

Dès  lors,  formons  douv  Tnhlcanx  rcs|)ecli\ cnicnl  avec  les 
sommes  s„/„  cl  t,,,,/  'Je  Ions  l(;s  teiincs  //,/,  cl  | ///a  |  <l'»'il  les 
indices  prennent  tontes  les  valenrs  ne  d<'|)assanl  [)as  m  cl  n 
(/;?,  n  =  o,  I,  2,  . . .).  On  |)('nt  dire  qne  la  série  donhie  (u)  con- 
verge absolnment,  lorsqne  la  suite  trélt'nicnts  'j,,,,,  tend  vers  une 
limite  et  réciproqnemenl  (puisqne  les  sommes  a-,^/,  correspondent 
à  un  rangement  particulier  des  termes  |«/a|).  Dans  ce  cas  la 
suite  s„,,i  a  aussi  une  limite  au  sens  ci-dessus  (-),  et  celte  limite  s 
est  la  somme  de  la  série  (;/). 

l!2G.  Supposons  maintenant  que  la  série  (c),  correspcjndant  à 
un  rangement  particulier  des  éléments (w),  ?,o\l  semi-convergente. 
La  somme  de  la  série  (c)  j)eut  être  regardée  comme  délinissant 
une  valeur  de  la  série  ('/);  mais  alors  à  cette  série  [u)  correspon- 
dront des  séries  (c)  ayant  une  infinité  de  valeurs  dillcrenles. 

Aussi,  pour  donner  un  sens  j)récis  au  symbole  >  //,^,  repré- 
sentant la  somme  d'éléments  rangés  en  Tableau ,  on  donne 
parfois  une  définition  nouvelle  et  Ton  dit  que  cette  série  double 


(')  Pour  qu'une  pareille  suite  ait  une   limite,  il  n'est  pas  nécessaire  que   les 
éléments  de  cluique  ligne  (ou  colonne)  tendent  vers  des  limites. 

Exemple.  —  La  suite  (s),  définie  par  l'égalité 


«m«=  (■"')"""'(  ;;^  '^  Ivi)  (fn,n=ï,2,...;p>o,q>o), 

a  une  limite  (zéro);  néanmoins  les  termes  de  la  n''""'  ligne  n'ont  pas  de  limite 
quand  m  devient  infini  :  ils  ont  pour  limites  inférieure  et  supérieure  —  n~i  et  n-l. 
(Cf.  PuiNUsiiKiM,  Mémoires  de  l 'Académie  de  Mtiiiicli,  1897,  p.  10^.) 

(-)  Si  Ton  veut  déduire  directement  de  la  convergence  absolue  de  la  série  (a) 
sa  convergence,  on  laisonne  comme  pour  les  séries  simples.  Des  inégalités 

on  tire 

par  suite  si  les  j,„„  ont  une  limite  il  en  est  de  même  des  5,„„. 


i.iviii;  I.  —  ciiAiMTUi:  III. 


on  (|ii('  le  TiiliIcMii  (//)  converge  lors(jUP.  lu  siiilc  s,„ii  (formée 
comme  an  iiiiiiiéro  préccdcnl)  <i  une  limite  ('). 

Un  Tableau  esl  proprement  ou  impro|)remonl  diverj^cnl  suivant 
qu'il  a  une  limite  infinie,  ou  ic.sle  inclélerminé. 

Réciproquement,  une  série  simple  peut  être  regardée  comme  la 
somme  des  termes  d'une  si'-rie  d()(il)le.  (  )n;ind  elle  converge  abso- 
lument, on  peut  disposer  comme  Ton  \eutses  éléments  en  Tableau 
et  en  faire  la  somme  d'après  une  loi  arbitraire. 

127.  Revenons  aux  suites  absolument  convergentes.  Pour  en 
obtenir  la  somme  s  on  peut  ranger  leurs  éléments  dans  un  ordre 
arbitraire,  et  même  en  groupes  ayant  cbacuii  une  inlinilé  de 
lermes  (j).   117). 

Dès  lors,  si  on  les  dispose  en  Tableau  dans  un  ordre  quel- 
conque, d'abord  chaque  ligne,  illimitée  ou  non  dans  les  deux 
sens 

"/'O  -i-  "/;!  -H  •  .  .  H-  l(,>,,  -t-  .  .  .  , 

forme  une  série  absolument  convergente.  Soit  Sp  sa  somme. 

Puis  la  série  formée  par  les  sommes  Sp  converge  absolument 
et  a  pour  somme  s. 

Ainsi  la  divergence  d'une  seule  ligne  (ou  colonne)  entraîne  la 
non  convergence  absolue  du  'J  ableau. 

Pvéciprocpiemenl  : 

i"  Étant  donné  un  Tableau  à  termes  positifs  ou  nuls,  il  suf/it, 
pour  sa  convergence  absolue,  qu'à  chaque  ligne  corresponde  une 
série  convergente,  et  que  la  série  formée  par  l'ensemble  de  ces 
séries  soit  elle-même  convergente. 

En  effet,  soit  s  la  somme  de  cette  dernière  série  :  la  somme 
d'autant  de  termes  que  l'on  veut,  pris  dans  le  Tableau,  croît 
lorsqu'on  en  augmente  le  nombre,  sans  jamais  dépasser  a*. 


(')  Exemple.  —  En  ce  sens,  la  sérii'  doulilc 
(_  ,)i+«. 

"<^=T^n-^      (/.A  =0,., .,...) 


run\ci}:c  cl  il  puiir  soiiuiic 


si';mi:.-  \ii  i.riiMi  s  i:\  (ii;.M;iiAi..  2o3 

y,"  lùiiiil  floiiiu'  un  Tahloaii  //  tci  iin's  (nn-lcituqiK-s,  il  nr  suffit 
pus  (|iic  cIkhjiic  série  Sj,  coiivor^t;  alj.soliinieiil,  ainsi  «jiie  la  série 
formée  par  ces  sotnines  .v^^,  j)onr  que  l'on  puisse  ailiiiner  la  con- 
vergence absolue  (In    lahlcan  ('). 

Ii28.  l'oiir  nn  raljlean  (jui  converge,  mais  ne  converge  pas 
absolument,   les   démonslrations  sont  moins   simples  :  énonçons 

(picbpics   lésuilals  (-). 


(')  Ces  remarques  sont  ducs  ù  Caucliy  {Œuvres,  3"  série,  l.  III,  p.  /|'t4). 

Le  llicorème  clil  de  Cancliy  (p.  inS,  note)  en  est  un  cas  particulier.  En  eiïel, 
à  deux  séries  simples  absolument  convergentes,  ayant  pour  terme  général  </,„ 
et  «',,  et  pour  sommes  s  et  s',  correspond  un  Tableau  absolument  convergent, 
tel  que  la  ligue  «le  rang  p  ait  pour  clémcMils 


Dans  ce  Tableau,  faisons  la  somme  des  éléments  par  lignes,  puis  la  somme  des 
lignes  :  on  a  pour  résultat  ss' .  Aussi  ss'  représente  la  somme  des  éléments  du 
Tableau  groupes  clans  un  ordre  quelconque,  et  en  particulier  j>ar  diagonales. 

{')  Cf.  Stolz,  m.  a.,  t.  XXIV,  p.  \h~.  —  Prixgsiiei.m,  Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Munich,  1897. 

Si  un  Tableau,  ayant  ses  lignes  convergentes,  est  proprement  divergent,  il  en 
est  de  même  de  la  série  formée  par  les  sommes  de  ses  lignes.  Un  Tableau  peut 
converger,  ainsi  que  la  série  formée  par  les  sommes  des  termes  des  diagonales, 
sans  que  les  lignes  convergent.  Un  Tableau  nest  jamais  convergent  lorsque 
chaque  ligne  et  chaque  colonne  converge,  mais  que  les  séries  formées  par 
l'ensemble  des  lignes  et  l'ensemble  des  colonnes,  tout  en  convergeant,  ont  des 
sommes  différentes. 

Exemple.  —   La  Tableau    (a)   iiour  lequel  s      —  divertie;  néanmoins 

'""       m  -t-  « 

lim  /    lim  s^\  =  i,  lim  /  lim  =  s„,„\  =  o- 

/i  =  00  '.  tn  ^  où  )  /ft  ^  mX  n  =:  xt  * 

Enfin,  un  Tableau  peut  converger  sans  que  les  termes  d'une  ligne  (ou  colonne) 
tendent  vers  zéro  quand  on  s'éloigne  indéliniment  sur  la  ligne. 

Exemple.  —  Un  Tableau  («)  pour  lequel 

s„,„=  —~ r  (  —  +  —  )         (a  >  1;  m,  n  =  o.  I,  2,  . . .) 

■2(a  +  i)  \a"*        a"  J 


converge  :  or  on  a 


"...=  <-' i^-i?) 


(  sauf  pour  les  l<rmes  de   la  itrcmicre  ligne  el  ceux  de  la  première  colonne). 

Donc  les  termes  ne  tendunl  p,i~  \rrs  zéi'o  quand  un  -"l'hii^nc   inilénnimenl  sur 
uni'  limu-. 


20  I  M\ m:   r.  —  (  ii  viti m:   m. 

Considtrnns  un  jxircil  r<ih(eau  :  soit  .v  sa  sonimo  : 

r*  Quand  clidiittc  liane  co/t\r/-<;r  Ui  série  formée  par  les 
sommes  des  lignes  comen^e  et  a  pour  somnte  s. 

2°  Si  c/iat/ue  ligne  et  clia<iui'  vcdnnne  convergent ,  ainsi  (fue 
la  série  formée  par  les  sommes  des  ternies  des  diagonales, 
cette  dernière  série  a  aussi  s  pour  sonune. 

3"  Si  chaque  ligne  et  chaque  colonne  convergent  ou  oscillent 
entie  des  limites  finies,  il  en  est  de  même  de  la  série  formée 
par  les  sommes  des  termes  des  diago/fales. 

ImiMii,  la  co/iditio/i  nécessaire  et  sujfisante  pour  ijuun  Ta- 
bleau comerge,  quel  que  soit  Vordre  de  rangement  de  ses 
termes,  c'est  qu'il  converge  absolument  ('). 

129.  La  coiiveii^encc  uniforme  (runc  série  double  (.s),  absolii- 
nienl  eonvcrgenlc  sur  un  ensemble  fermé,  est  définie  par  celle  de 
Va  série  simple  eorrespondanle.  iJès  lors,  si  en  dérivant  la  série  (a), 
on  oblient  une  série  (c-)  à  termes  continus,  absoliimenl  cl  uni- 
formément convergente  dans  l'ensemble,  celle  série  (a-)  est  dans 
cet  ensemble  la  dérivée  de  (5). 

130.  Pour  décider  de  la  convergence  d'une  suite  double,  sou- 
vent on  procède />«/■  comparaison. 


(')  Comparons  ces   lliéorcines  avec  les  proposilions  relatives  aux    intégrales 

doubles  (''l<'ii<liii's  à  un  ('li<ini|i  iulini  : 


1°  Posons 
I 


=JJf{x,y)dxdy,        J  =JJ\f{x,y)  \  dx  dy 


Dans  les  strirs  muiliples  absolument  convergcnles,  ror<lrc  de  rangoinenl  des 
termes  est  indillérenl.  De  même  si  linh-gralc  J  élcmUic  à  un  cliamp  infini  a  une 
liniilc,  c'est-à-dire  si  rinlégraie  I  coii\'erL;c  (ibsoltinieii/,  on  peut  étendre  à  un 
cliamp  infini  cette  intégrale,  sans  se  préoccu|)er  île  la  manicrc  dont  le  cliamp 
grandit. 

Dans  les  séries  multiples  sciiii-convergcnlcs,  il  faut  tenir  i'om|ile  de  l'ordre  des 
termes.  De  même,  quand  lintégrale  J  n'a  pas  de  sens,  l'intégrale  I  peut  avoir 
sciilcmiiil  des  valeuis  qui  dépendent  de  la  loi  adoptée  ptmr  élenilre  à  finlini  le 
cliaiijp  d'iuli'gralidu. 

■<"  A  une  intégrale  convergente  île   cliamp    iiiliiii  loi  rc  -|innclriil   une    iulinitt'  Av 
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i"  Une  suite  à  termes  positifs  ou  nuls  est  convergente  quand 
SCS  clcmenls  ne  dépassent  pas  ceux  d'une  autre  suite  convergente 
à  termes  positifs. 

2°  Un(!  suite  absolument  cotivcrgcntc  reste  convergente,  «piautl 
ou  uiulliplic  ses  ('Ic'ineiils  par  des  (acteurs  |jorn('S. 

\',)\.  Une  règle,  due  à  Caucliy,  relie  la  convergence  ou  la  diver- 
gence de  certaines  séries  à  termes  positifs  à  la  détermination 
d'intégrales  de  fonctions  positives  décroissantes,  étendues  à  un 
cham|)  infini  (  '  ). 

En  voici  l'énoncé  dans  le  cas  des  séries  doubles  : 

Étant  donnée  une  fonction  u{x^y)^  positive  à  V exté- 
rieur d'une  courbe  fermée  C,  allant  en  décroissant  (juand 
le  point  (^•,  y)  s'éloigne  de  L'origine,  et  tendant  vers  zéro 
cjuand  il  s'en  éloigne  indéfiniment,  suivant  cjue  l'intégrale 


^  =  11  ui^^  y)dx  dy, 


séries  convergentes;  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  IMontrons-le  pour  une  inté- 
firraie  simple. 

La  convergence  de  l'intégrale  /      f{x)  dx  entraine  celle  de  la  st-ne 

•J  a 

/      f{x)dx-\-  I      f{x)dx-\-...-\-  f{x)dx  +  ... 

/a  <  a, <...<«„<...  ;   lini  ('„  =  x\. 

liéciproqncnienl,  soit  /(.r)=cosa;;  a„=  nr..  La  série  ci-dessus  converge, 
bien  (juc  Tinlégrale  n'ait  pas  de  sens. 

3»  Happelons  que,  si  dans  toute  série  convergente  le  terme  de  rang  n  tend  vers 
zéro,  au  contraire  dans  une  intégrale  convergente  à  limite  infinie,  niènie  à  élé- 
ments tous  positifs,  la  fonction  f{x)  peut  ne  tendre  vers  aucune  timile.  et 
même  augmenter  indéfiniment  un  nombre  infini  de  fois.  (Pour  des  exemples, 
cf.  Gilbert,  B.  D.,  i888,  p.  6(i.) 

(')  Calcuv,  Sur  la  convergence  des  séries  [Anciens  exercices  de  Mathéni. 
{Œuvres,  -j»  série,  t.  Vil,  p.  372)].  Caucliy  s'en  sert  pour  élal.lir  la  cuiiNcrgence 

de  la  série   V  -V(*>0  ^'   souvent   prise  coiiinu'  terme  île  «  nmparaisoii,  et  Hic- 

mann    {Œuvres,    Irad.,    p.    i^")    1"^'"'    démonlrcr    la    cincrgence   des   séries    'J 
^upicmoiii  iiifinjos  (  n"  158). 


•jtoG  Livui;  I.  —  ciiAiMTui;  m. 

ctcndur  à  hi  l'Oi  tion  in  /inic  de  plan  exlcrutui-  à  hi  courbe  C, 

a  ou  non  une  limite,  ht  série 

^  /a,  V  |)ti'niiiiit   tontes  les  valeurs  riilièresN 

^^     Vi  '     '  \^    cuiresponilaril  aii\  |n)ints  cxléiiriirsà  G    / 

est  elle-niêmc  ron\er<^e/i/e  ou  diver^enle. 

En  effet,  supposons  liai  le  Nohiiue  qu<!  clédnil  riiil(''i;ial('  I.  La 
série  peut  cire  considérée  comme  représcntanl  un  volume  |)lus 
pelil  :  celui  d'une  somme  de  parallélépipèdes  ajanl  pour  hases  des 
carrés  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes,  ont  j)Our  longueur 
l'unité,  et  dont  les  sommets  sont  extéiieurs  à  la  courbe  C.  Leurs 
hauteurs  respectives  sont  égales  à  la  valeur  du  terme  //([j.,  v)  cor- 
respondant dans  chaque  carré  de  base  au  sommet  de  coordon- 
nées (|J-,v)  le  plus  éloigné  de  l'origine.  Cette  somme  va  en  crois- 
sant avec  le  nombre  des  éléments  de  la  suite  sans  dépasser  une 
grandeur  fixe,  le  volume  I.  Donc  la  série  est  bien  convergente. 

Pour  obtenir  la  conclusion  opposée  dans  le  cas  où  le  volume  l 
est  infini,  on  donne  poui-  hauteur  à  elia(|ue  parallélépipède  la 
valeur  du  terme  m(ij.,v)  qui  correspond  au  sommet  de  son  carré 
de  base  le  plus  voisin  de  l'origine. 


IJL,  V  =  o,  ±  i,  ±  2,  . 
(,a--+-v2)''  \       [JL  —  V  =  ()  exclus 


]3!2.   Exemple.  —  La  série 

comerge  pour  a  >  i  ;  sinon  elle  diverge  (a^o). 

En  efi'et,  la  règle  de  Cauchj,  ici  applicable,  conduit  à  étudier 

dx  dy 


l'intégrale 


J  J  K^-" 


.ytf 


étendue  aux  |K)ints  extérieurs  à  une  circonlérence  de  ra^  on  arbi- 
traire /•,  décrite  de  l'origine. 

L"inlr(jduelion  des  eoordonm'es  |)ohnres  donne' 


• 'o  •    /■        I  •    /■       I 
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expression    qui    n'a    de    sens,    |)()iii-    Il    inliiii.    que   (I;ims    IliNpo- 
llièse    a  >  I    ('). 

A  la  série  (|ue  nous  \enons  (ri'liidici'  se  ranirnc  la  s<'rie 

V^'  I  /  [i.,  V  =  o,  ±  I ,  ±:  •>.,  . . .  \ 

^id  (  a  iJL-  -f-  •>.  6  [JLv  -4-  c  v2  )î'  y       [1  =  V  =  o  cxrl  II  s       /  ' 

lorsqne  la  forme  c|ii:i(lialif|ue  qui  y  i'x^^wvo  c-^l  dr/inie  cl  ii<is:iti\r, 
c'esl-à-dire  si  <(  el  (ic  —  h-  sont  posiliCs. 

En  eflTel,  poui-  \  éiilicr  la  eonveri;encc  de  eelle  série  dans  I'Iin  [io- 
tlièse  a>i,  il  suffit  de  montrer  fpie  l'on  peul  toujours  trouver 
nn  nombre  positif  /»■,  tel  que  l'on  ait,  pour  tout  système  de  valeurs 
de  [i.  et  de  v, 


a  10.'^  -^  ib  \i.'i  -)-  c  v2        k  [i.^  -I-  v2 
ou  bien 

(  a  —  /•  )  ;/.-  -t-  9.  6  \x-i  -4-  (  c  —  /.  )  v  -  >  o. 

C'est  ce  qui  a  lieu  si  l'on  définit  !<  par  les  conditions  compaliblcs 
a  >  A-  >  o,         («  —  A  )  (c  —  /O  —  6-  >  o. 

En  particulier,  soient  oj  et  (o'  deux  nombres  dont  le  rapport 
soit  imaginaire  :  la  série 


(•2  |JltO    -H  aVlO   )■' 


/  iji,  V  =  O,  ±  I ,  dr  •>,,    .  .  .  \ 
y        ji.  =  V  =  o  cxcfiis        / 


est  convergente,  \oicidu  reste  comment  Eisenstein  ramène  cette 
série  à  celle  étudiée  au  début. 


(')  Si  l'on  veut,  évilaiil  toiilc  iiiUMprétatioii  géoniolriquo,  raiiyt'r  linéairc- 
meiiL  les  termes,  on  dira  :  lixmis  leur  ordre  de  placement  en  parlant  de  l'équa- 
lion  I  ;x  I  +  j  V  I  =  e,  où  e  désigne  un  entier  positif.  Écrivons  successivement  les 
quatre  termes,  les  huit  termes,  ...,  qui  correspondenl  à  c  =  i,  2,  ...  el  réunis- 
sons en  un  clément  unique  les  !\e  termes  relatifs  à  cluu|ue  valeur  de  r.  Il  suflit 
d'établir  la  convergence  de  la  série  ainsi  formée. 

Or,  pour  chacun  des  termes  figurant  dans  un  de  si'S  éléments,  on  a 

-r  <  [X'+v-^e-; 
4 

tlonc  les  éléiiitiils  cux-niémcs  sont  comi)iis  entre  — —  et  — '- — •  La   série  de  terme 

'  e'"  <»-" 

général  e'~-*  coiivcige  pour  a  >•  i,  el  diverge  |>our  a  r  i  :  il  en  sera  de  uièine  (!<•  \.i 
série  considérée. 


voS  i.ivni:   I.  —  (  iiAiMTiii;  m. 

(lonsidcTons  [x  cl  v  coiiuno  des  cooidoDiiOos  caih-sicnnos  cl 
désignons  par  2«  le  grand  axe  do  r(lli|i>e 

I  •;>.  [jno  -t-  avto'j-  =  I 

(celle  ellipse  cris/c  liicii   en   \cilii   «le   IliNpollirse  sur  le  rapport 
des  nombres  w  cl  lo').  l<^n  loiis  ses  points,  on  a 

IX- -\-  'l-'i  4a-|  IIJXM  -4-  2V0j'|2. 

Celte  inégalité,  lioniogènc  en  a  et  v,  snhsisle  si  Ton  remplace  |j. 
et  V  ])ar  des  grandeurs  proportionnelles.  Donc,  non  seulement 
snr  relli|)se,  mais  en  hml  point  (a,  v),  on  a 


La  série  ayant  pour  terme  général  l'expression  écrite  au  second 
membre  est  convergente;  donc  il  en  est  de  même  de  la  série  [)ro- 
posée  ('). 

133.  Séries  multiples.  —  Les  éléments  des  sniles  à  a  ou 
à  p  indices  forment  un  enscMiible  dénombrable.  Dès  lors,  il  n'y  a 
pas  de  dilTérence  entre  la  lliéorie  des  séries  doubles  et  celle  des 
séries  multiples,  puisque,  dans  les  deux  cas,  aux  éléments  de  la 
suite  on  peut  faire  correspondre  d'une  manière  univoque  les 
termes  d'une  suite  linéaire  infinie.  Cette  correspondance  éta- 
blie, on  posera 

Une  suite  y^"!''*'  est  convergente  pour  une  disposition  particu- 
lière de  ses  termes,  si  la  série  simple  correspondante  (c)  con- 
veri^e.  Elle  converge  absoluiucnl,  si  Tune  des  séries  (i')  converge 


(')  Ces  séries,  eoinnic  <  clic  du  iiiiiik  rn  >-iii\;iiil.  m. ni  ;i|i|i(lres  serica  d'Jù'xeii- 
stein.  Ce  yéomélrc  s'en  est  occupé  à  propos  <lc  la  rcprésciUalion  des  fondions 
ellii)li(|ues  par  des  ([uotieiils  de  produits  infinis,  dans  sou  Mémoire  :  Genaiie 
Vntersuclniiig  der  unendiichen  Doppeljirndurle  ...  iiiid  Do/ipctrci/irn  (/.  </e 
Crrllc,  t.  ?>').  i8'i7).  6'/.  aussi  Huuwriz,  Uebcr  liicinann's  Con\ci}^cnzcriU-riuin 
(  M.     I,.  I.  \l.i\.   is,,',). 


sEKiics  .\ui.rii'ij;s  i;n  généhal.  aocj 

absolument.  On  pcul  alors  y  faire  tous  les  groupements  de  termes 
indiqués  page  ii-  (  '  ). 

11  est  parfois  eoaimode  d'imaginer  les  termes  plaeés  dans  les 
cases  d'un  parallélépipède  rectangle  à  p  dimensions  ouvert  indé- 
fini, ce  qui  permet  de  regarder  un  Tableau  convergent,  mais 
non  absoluiiuMil  convergent,  comme  ayant  une  valeui-  iirii(pie 
(p.  201). 

Le  théorème  de  Cauchy  (p.  :>.o5)  s'étend  aux  séries  multiples, 
(^omme  exemple,  généralisons  la  série  d'Eisenstein  et  étudions 
la  somme 


-^(I^î 


••+  K^)*  \  !-ii  =  ---=  1-1/.=  o  exclus  /  ' 


ni 

L'intégrale  de  comparaison  à  introduire 

J  J  ■■"./   {x\-\-  xl-^...^  xj,  )'■>■' 
pourra  être  exprimée  en  généralisant  la  transformation 
3"  =  p  sinO  sin-!/,        jk  =  P  sinO  cos'!;,         :;  — pcosO, 


(')  On  obtient  ])our  les  séries  représentant  des  fonctions  des  domaines  df 
convergence  en  général  beaucoup  plus  étendus  en  substituant  à  la  notion  de 
série  multiple  la  notion  de  série  n  fois  injinie.  Voici  la  définition  qu'en  donne 
.M.  .Milla^-Lcffler.  Au  svinbnlc 


"=^     ^•■■^'%^-,..  ■■>.., 


associons  les  séries  simples 

'■I    •  •  •    '■11  — I  J^  '1     ■  •  •    ''/l'  '1    •  •  .    '•/!  — s  ^^  '1 


"'■1=  ^  ""'•l'-J'  "=   ^   "s- 

Lorsque  toutes  ces  séries  convergent  pour  une  certaine  valeur  des  variables,  on 
dit  que  la  série  u  est  une  série  n  fois  in/iitie  cornergenle  pour  cette  valeur: 
lorsque  toutes  ces  séries  convergent  uniformément  dans  un  domaine  commun 
situé  à  l'intérieur  du  domaine  d'existence  des  éléments  «x  ...X  »  ^*"  d'^  '1"*^  '"' 
série  u  est  une  série  n  fois  infinie  uniformément  convergente  dans  ce  domaine 
{A.  .1/..  t.  \XIV,  p.  189). 


aro  LivuE  I.  —  ciiAi'iTiii:  m. 

c'esl-à-dire  en  posant 

Xp      =pcosO/,_i. 

Xjj-t  =  p  siiiO/,_,  cos6yj_2, 

X/,_2  =  3  sinOy,_,  sin0,,_2  cos0/j_3, 


^•3       =psinOy,_, sinOaCosOj, 

Xi      =  p  sinOy,_| siiiOj  sinO»  cosOj, 

Xi       =psinOp_i sinOa  sinOi  sinO]. 

On  en  déduit 

ai-^...-i-xJ,=  p\        J=/(0,,  ...,0/,_i)p/'-', 

en  désignant  par  J  le  jacobien  qu'intioduil  le  cliangemcnt  de 
variable.  Par  suite,  l'intégrale  de  Cauchj,  étendue  au  eliamp 
compris  entre  deux  sphères  de  rayon  r  et  R 


ff-f  f^-^^ ^"^ 


r/0,  .  .  .  ^/0„_,  do 


se  comporte,  R  croissant  indéfiniment,  comme  l'intégrale 


f 


;2a-/'-l 


Elle  a  un  sens  pour  2  a  >/>;  elle  diverge  pour  2  a  ^/?. 
En  raisonnant  comme  au  n"  132,  on  en  déduit  que  la  série 

Zd  ['^{\xu  ■■...\^i>)V         \       ;-ii  =  ...=  i-t/.  =  o  exclus 

où  'i  désigne  une  forme  quadratique  définie  toujours  positive, 
converge  si  2a  surpasse  p  (voir  PicAun,  Analyse,  t.  I,  2''  édit., 
p.  y.92). 

13i.  Plus  généraleinenl,  soit  ':j  une  fonclioii  continue  homo- 
gène de  degré  irt.  des  indices  a,,  . . . ,  a^,,  ne  s  annulant  qu'au 
point  u,  ==  . . .  Uj,=:^  o;  et  'i>  une  Jonction  des  mêmes  indices, 
de  degré  inféiuelu  à  2  a.  La  série 

Y^'       r  /les  termes  pour  lesquels  o  -f-  •j' 

^^  (û -4- ij;  \  serait  nul  sont  cncIus 

est  convergente  si  ■a'j.  surpasse  p. 
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J^^ii  ('dct,  regardons  jj.,.   ....   'hj,  rominc  dt-s   varialjlfs   el   (Jon- 
nons-lciir  luii.s  les  systèmes  de  valeurs  rc-clles  salisfaLsant  à  l'éga- 

liu-    >   \^i '-=  '•  (I"''  courbe  correspoudiinlc  rciiipl.icc  l'clliiise  coii- 

sid('-rée  p.  v.o8.)  Pour  ces  valeurs,  la  foncliun  'i,  dont  le  signe  es! 
constant  (car  cp  ne  pourrait  changer  de  signe  qu'en  s'annulanl)  el 
qui  demeure  finie,  reste  comprise  entre  deux  nombres  fixes:  il  en 

sera  de  même  du  rap|)(jit  '^  :  (  ^  ;J-,' )    pour  les  valeurs  des  -ji  con- 
sidérées, el   dés  lors   |)Our  loatcs  les   valeurs   des   v.,    puisfuie  ce 
rapport  csi  une  fonction  homogène  de  degré  zéro  des  variables  u. 
Daiilre  part,  dès  (pTune  variable  <j-  augmente  indéfiniment,  le 

ra|)porl  •!/  :  (    7  u.j  \    Icnd  vers  zéro,  à  cause  du  degré  de  •!».  Donc  le 

rapport  (-.p  -r  'i>)  :  (  \  [-«•/)  demeure,  à  |)arlir  de  valeurs  suffisam- 
ment grandes  des  <j.,  conijiris  entre  deux  nombres  fixes,  et  les  séries 


sont  convergentes  ou  divergentes  en  méuje  lemps.  Donc  la  pre- 
mière converge  pour  iOL^p^  et  diverge  pour  aai^r?  {_*j. 

§    ff.  —    SÉRIKS   ENTIÈRKS    A    l'LlSUCirRS    VARIABLES. 

Les  théorèmes  qui  précèdent  sur  les  séries  multiples  conduisent 
à  de  nouvelles  propriétés  des  séries  entières  à  une  variable;  en 
les  appliquant  ensuite  au.x  séries  entières  à  plusieurs  variables, 
nous  généraliserons  plusieurs  propositions  établies  dans  le  cas 
d'une  variable. 

135.  Soient  z,  z  -\-  h  deux  points  du  domaine  de  convergence 
d'une  série  entière  ^^X^)'  ^  ^^"  rayon  de  convergence,  l'o- 
sons I  ;:  j  =  u,  I  /i  [  =  T,,  I  rt„  ]  =  OL,i.  Nous  allons  o/donncr  la  sriir 

^  ^  a\^-^/i)  =  ao-+-a,(--/0-i-... 

(  -r-rt„(-«— «::"-'/t-h...-r-/i";-h..  ., 


(')  Ce  lliéoréiiic  est  tlù  à  M.  Jonlaii.  Cf.  Analyse.   >.'  cililinn.  t.  1.  p.  SoJ. 


•Hi  i.iv  m:  I.        *  Il  vi'iTiti:  m. 

sin\fnif  les  pnlssaïucs  dr  // ,  cl  niuiilier  (juc  la  série  ohlcnue 
i   'JL\(  //  )  —  I  (^/;,  -+-  «1  5  -  ...)-+-  (ai       .>f/î  -       . . .  )  Il 

i  -H    (  "Irt;  --   J.    {«35   -T-.   .   .;  ... 

e.sl  ('onverj;x^iile  dans  le  tloiiKiiiie  w  H-  r,  -'^  K,  el  a  luèiiic  somme 
que  la  Sf-rie  ^^(^  +  //). 
Considérous  le  Tableau  / 

«0.         «1  -.        ''!■:■-,       •  •  •■  ««-",  •  ■  ■ 

iiii/i.      xii/iz na„liz"-^,        .... 

n(n  -  -  \)        , , 


H  co/n'e/f^e  (ihsohintcnt ,  car  le  Tableau  t  formé  jiar  les  mo- 
dules des  élémeuls  du  Tableau  t  a  pour  somme,  quand  on  addi- 
tionne les  termes  de  chaque  colonne  puis  les  colonnes  entre  elles, 
la  série  de  terme  général  a„(^-h  y,)",  convergente  par  hypothèse. 
Dès  lors,  si  l'on  fait  la  somme  des  termes  de  chaque  colonne 
du  Tableau  /,  puis  la  somme  dos  colonnes,  ce  qui  donne  la 
série  <J?(c-h/i),  le  résultai  est  le  même  qu'en  additionnant  les 
termes  de  chaque  ligne  et  en  additionnant  les  sommes  trouvées, 
ce  qui  donne  la  série  'P,  (h)  (p.  -.202^. 

Corollaire.  —  Soient  'i"(-),  '-^"(-).'  •••  les  dérivées  de  la  série 
donnée.  On  a  (' j).   1  3f)) 

^i\z)  =  ai -î-  202.5  H-  Sa^z"-^. .  .->7-  «a„3''-'-H.  . ., 

tt"'(  .3  )  =  2  Oj  -<-  9. .  3 .  as  -  —  .  .  .  -f-  «  (  W  —  t  ^  rt„  5"-2  -r-  .  .  .  , 

Ijés  lors,  en  égalant  les  développements  (1)  et  ('.j-),  mi  obtient 
la  formule  de  Taylor 

à  laquelle  la  substitution    (.c,  c -)-//;  r/,  z  )  don  ne  la  loiine 

(It.'llc  relation  met  en  ('-vidence  la  possihilité  de  suhstil iwr  à  lu 
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représentai  ion  analytique  d' une  fonction  par  une  série  en- 
tière *r(:;)  iin<'  infinité  d'autres  séries  de  puissances  ^r(:;  —  a): 
il  suffit  que  les  |)()ints  a  et  :;  apparlicnnent  nu  domaine  de  conver- 
gence de  'i-X-).  Celle  infinité  n'est  pas  (li'noMihialiIc,  puisque  a 
(îst  arbitraire  dans  le  cercle  R  ('  ). 

VMS.    De  là  ce  théorème  : 

Deux  séries  de  puissances  'i\  z — ■((),  ^£(z — b),  dont  les 
cercles  de  convergence  ont  une  région  commune  (0,  coïn- 
cident dans  toute  cette  région,  si  elles  ont  niénw  valeur  sur 
un  arc  continu  de  courbe  passant  par  un  point  c  de  a)  (ou 
simplement  sur  un  ensemble  infini  ayant  le  point  c  pour  point 
limite). 

Kn  effet,  joignons  le  point  c  à  un  |)oint  arbitraire  /  de  (0  par  un 
arc  de  courbe  y  intérieur  à  a)  :  il  est  toujours  possible  de  choisir*' 
de  façon  que  la  plus  courte  distance  p  d'un  point  c[uelconque  de*' 
aux  circonférences  des  deux  cercles  de  convergence  ne  soit  pas 
nulle. 

Aux  séries  y?(^  —  «  ),  'J?(c  —  b)  on  ])eut  respectivement  sub- 
stituer des  séries  <J?(;|rt,  c),  y?(:;|^,  c)  qui  [M-ocèdent  suivant  les 
puissances  de  z  —  c,  et  coïncident  avec  les  [premières  séries  au 
moins  dans  le  cercle  de  raAon  z  décrit  de  c.  Dès  lors,  en  vertu  de 


(')  r'  Cette  formule  conduit  à  une  déinonslration  directe  Ac  la  continuité 
des  séries  entières  (p.  i33).  Reprenons  l'égalité  {?>) 

I.e  second  membre,  série  entière  en  /t,  peut  descendre  au-dessous  de  tout 
nombre  donné,  dans  tout  le  cercle  de  convergence;  donc  <r(2)cst  continue  dans 
ce  cercle. 

1°  Elle  donne  aussi  une  démonstration  directe  du  lliéorcme  sur  la  dcrivalioii 
des  séries  entières  (p.  i38).  Il  sutlii  d'ci  iire  la  formule  (3)  sous  hi  forme 

La  série  que  nous  avons  appelée  dans  le  texte  U?' (  -  )  est  bien  la  dérivée 
de  *-S{z),  puisque  le  second  membre  de  l'égalité  (4).  série  entière  et  dès  lors 
fonction  continue  de  li  pour  /i  =  o,  tend  vers  *!''(:;)  quand  ii  Icnd  vers  n. 


■M  '\  i.ivRK  I.         iiiM'Iim;  III. 

I  In  jxjllu'sc,  1rs  cl(ii\  dcniKTo  scrio  coïikkIoiiI  Ir  Imi;^  tl  Un  ari- 
de courbe  passant  pair:  il  en  sera  de  iiiriiic  (p.  i  |i)daiis  loiil  le 
cercle  de  ceiilre  c  el  de  rajon  o. 

Donc,  dans  ce  cercle,  les  séries  'Jl.\c  -  <i),  '^i'iz- — h)  ont  aiis>i 
nic'ine  valeur, 

l^ii  j)itii;uil  MIT  la  li^nc  v^  entre  c  et  /,  un  point  //  inlt'rieiii' au 
cercle  de  ra\t)n  s  décrit  de  c\  on  verra  (pie  les  séiies  coïncident 
dans  un  nouveau  cercle  décrit  d«'  (/ :  cl  ainsi  de  suite  juscpTà  ce 
<pir  I  on  pars  lenne  en  l  {^)- 

13/.  Armons  aux  tln'orènies  concernant  les  séries  multiples  : 
pour  simplifier  les  nolalions,  nous  prendrons  seulement  deux 
variables. 

THi':oui;\ii.  I.  (Tlit-orème  d'Abel  généralisé.)  —  Si  une  srric 
entière  a,  j/cmr  un  système  de  râleurs  (  ;„,//„!  des  niridhles, 
les  modules  de  ses  éléments  inférieurs  à  un  nombre  positif 
Ji.re  L  à  partir  de  certaines  valeurs  des  indices,  cette  série  est 
conier<^ente  dctns  le  clidnip  doutde  for  nié  par  dei/.r  cercles  C 
et  r,  décrits  de  r origine  avec  les  rayons  j  :;„  |  =  r^  et  |  «^  |  ^  Oq. 

le    terme    i^éïK'ial    de    la    série;    considérons    le 


(')  Le  inônie  raisoiiiicmenl  iiionlre  que  deux  fondions.  Iioloniorplies  respetli- 
veinenl  dans  deux  domaines  (0  et  (D'  ayant  en  commun  une  région  S  diiii  sent 
tenant,  coïncidenl  dans  lonl  le  domaine  o  et  dès  lors  se  continuent  l'une  l'autre 
(  Gbap.  V)  si  elles  ont  même  valeur  sur  un  arc  conlinu  de  courbe  intérieur  à  ô 
(ou  encore  si  elles  ont  uiriiie  \alciii'  ainsi  i|iic  leurs  d('Ti\('-cs  en  un  |i(ijiii  iiilé- 
rieur  à  o  ). 

Dès  lors  une  l'onction  hnloincu'iilic  nr  ]ieul  ètn-  nulle  cm  |ihis  ^ént  ralinicnl 
Constante  sur  un  arc  continu  cic  couilic,  ou  plus  ^rni'ralcnicnl  sur  uu  cnscinlilc 
infini  contenu  dans  un  ilnniaiin'  lini,  puis(|n'iin  |ian'j!  t-nsenilile  a  un  puiiil  liuiitr 
intérieur  au  domaine  (voir  aussi  n"  2'28).  C'est  sur  ce  di'rnier  tlicorème,  dont  le 
principe  se  trouve  dans  les  Œ'in'res  de  Ganss  il.  \',  p.  !j;>)  et  iine  lliemann  a 
lormuir-  { Uf'.'uvres,  trad.,  p.  33),  que  repose  le  prolon^cmenl  onalyti/juc, 

Coniparons  les  fonctions  al^<-l)ri(|ues  et  les  fonctions  liohnuorplies.  Une  équa- 
tion al(;('lirique  de  lierre  n  ayant  plus  de  n  lacines  esl  une  identité;  par  suite,  si 
Ion  se  donne  les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  pour  nue  inlinité  de  valeurs 
de  la  variable,  cette  fonction  est  entièremenl  (b'tei  iiiim  r.  //  y  a  (tepenitnnce 
entre  les  ttive/ses  /xirties  d'une  niurbe  alf^ebrifjuc.  tMi.iul  à  la  lonclion  ludo- 
morphe,  si  clli-  peut  .iMiir  uni'  iiiliiijii''  de  /('mvjs,  elle  ne  peut  en  avoir  une  iulinit<'- 
continue  :  il  )•  a  dune  ai/.ssi  une  soile  de  solidarité  entre  les  valeurs  de  la 
fonetion  itans  tes  diverses  /larties  de  son   ttoinaine  d 'existence. 


SERIES    ENTIERES   A    l'LlSIELRS   VARIABLES. 


Tableau  t 


«01  </,        a\\zu.        anz-it, 


aonU",     aiiiZii",     a-inZ-u", 


,      «mo-'", 
,     n„nz'"ii, 


,     a„,„z"'u". 


Cl  le  Tableau  -  formé  par  les  modules  de  ces  élémenls 


Par  liypo- 


tlièse,  quand  m  et  n  surpassent  des  nombres  fixes,  on  a 

\n,„„z'^-u''\<L,         |a,„„|<  Jl_. 

Soient  /•  et  p  des  nombres  arbitraires  inférieurs  à  /'o  et  à  o„. 
Dans  le  Tableau  /,  en  tout  point  (z,  u)  tel  que 

l-l~^</-o,       1«1jp<po, 

le  module  du  terme  général  est  inférieur  à  ].(■-]     (7-)   •  Dès 

lors,  dans  le  Tableau  t,  la  somme  des  éléments  d'une  colonne 
n'atteint  pas  (ou  peut  être  regardée  comme  n'atteignant  pas) 


L 


'  /•  \ '"  v^  /  p  \" 


po 


Po 


et  la  somme  des  colonnes  est  inférieure  au  nombre  fixe 
L 


Le  Tableau  -  est  donc  convergent,  et  le  Tableau  l  absolument 
convergent. 

La  série  converge,  absolument  et  uniformément,  dans  le  champ 
double  formé  par  deux  cercles  de  rayons  inférieurs  à  i\  et  po,  et 
sur  leurs  circonférences. 

En  particulier,  si  une  série  entière  converge  en  un  point  (^^o,  "o)j 
elle  converge  absolument  et  uniformément  dans  le  champ  dont  on 
vient  de  parler. 

Corollaires  : 

\.  (>e  théorème  prouve  l'existence  de  rayons  de  convergence 


■j.iG  i.iNUi:  I.  —  niAi'iTiii;   m. 

(issocits  CM  iioiiiIm'c  iiiliin,  c  csl-à-diic  d  une  iiiliiiilt'  île  cuiinli's 
de  noniltrcs  tels  que  la  série  converj;e  dans  l'ensemble  |c[«t:lK, 
|mJ«<  J\,  et  diverge  à  son  exlériciir  (  voir  m"  113)  (  '  ). 

II.  On  peut  disposer  dans  l'ordre  que  l'on  veut  les  termes  d'une 
série  enlière  convergente,  par  exemple  l'ordonner  par  rapport  à 
Tune  des  variables  :  les  cocfficionls  des  puissances  de  celle  variable 
seront  des  séries  entières  |)ar  rapporl  aux  aulrcs  variables,  conser- 
gentes  dans  le  domaine  considéré. 

III.  Relativement  à  une  série  entière  convergente  'i(  .3,  // 

une  série  entière  -{^(v,  u,  ...)  est  dite  majorante,  lorsque  s(>s 
coefdcients  sont  réels,  positifs  et  supérieurs  ou  égaux  aux  modules 
des  coefficients  correspondants  de  la  série  c2. 

Les  fondions ; -, (M  désignant  le  nio- 


dule  maximum  du  terme  général  de  la  série  enlière)  em|)lojées 
par  Briol  et  Bouquet  et  par  Weierstrass  conduisent  à  des  séries 

majorantes  relativement  à  la  série  ^r/ ,„«;'"//"  ; -). 

138.   Théorème  II.    —    Une  série  entière,  converrrente  dans 


(')  Ainsi,  comme  pour  les  séries  simples,  la  convergence  dépend  des  modules 
des  variables. 

Le  théorème  d'Abel  n'a  plus  d'analogue  pour  les  séries  entières  ayant  comme 
éléments  des  polynômes  homogènes  par  rapport  à  plusieurs  variables  réelles  :  de 
la  convergence  d'une  pareille  série  en  un  point  (J^o,^'»),  on  ne  peut  déduire  sa 
convergence  dans  l'ensemble  |  a;  |  <  |  a^j  |,  |_7'|  <  |  y„  |,  au  moins  si  les  modules 
des  termes  a-x'y"^''  ne  restent  pas,  au  point  (:r„,  j>'„),  inférieurs  à  un  nombre 
lixe  (n»  310). 

( -' j   Pimr  iiiiliiiuir  (in'iine  série  ^J/  est  majoriinlc  rcliili  vcmciil  à  ï,  on  ('Crit 

(i)  <?^«,  II)  -'"•t'(î,  «)• 

Plusieurs  des  règles  ordinaires  du  calcul  s'appli(]ueiU  aux  séries  majorantes. 

Ainsi,  des  inégalités  du  type  (1)  étant  données,  on  |)eut  additionner  et  multi- 
plier des  inégalités  de  même  sens;  on  y  peut  remplacer  les  variables  au  premier 
membre  par  des  séries  s  et  au  second  membre  par  des  séries  majorantes  rela- 
tivement ù  5;  on  peut  les  dilTérentier  par  rapport  à  l'une  des  variables,  ou  les 
intégrer  par  rapport  à  l'une  des  variables  en  prenant  o  comme  limite  inférieure 
d'intégration  (Poincark,  Mclhocles  de  la  Meconif/ue  céleste,  t.  I,  p.  4'*)- 

Les  lonetions  majuriintes  de  Weierstrass  joneni  le  même  rôle  que  celles  de 
Cautliy  ;  mais  elles  sont  d'un  maniement  jdus  (omMindi-. 
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un  champ  double  ((j,  F)  donne  naissance  par  dcrivalion  à  une 
infinité  de  séries  entières  convergentes  dans  le  même  clicnnp. 

\\n  cHet,  (le  la  série  conver-^enlc 

déduisons,  par  exemple,  la  série 

Elle  converge  et  a  au  moins  même  cluimp  de  eonvcrj^encc  (jue 
la  série  T,  car  le  Tableau  formé  par  les  modules  de  ses  éléments  a 
une  somme  qui  ne  dépasse  pas  (L  ayanl  le  même  sens  que  précé- 
dem  nient) 

V^  ,       '"""'  ?" 

■^"  '  0    Po 

et  cette   dernière    série   converge,    comme   étant   le   |)roduit   des 
séries  convergentes 

2j P^i '      2j^         (/•<ro:  ?<Po). 

Du  reste,  la  série  formée  est  bien  la  dérivée  ])ar  rapport  à  z  de 
la  série  y?,  comme  on  le  voit,  en  ordonnant  par  rapport  à  z  cette 
série  multiple  et  en  appliquant  à  la  série  simple  formée  la  règle 
donnée  page  i3(). 

Ceci  est  vrai  quels  que  soient  le  nombre  des  variables  et  l'ordre 
des  dérivées  considéré. 

139.  Nous  avons  traité  (p.  211)  un  cas  particulier  de  ce  pro- 
blème :  soit  S  une  série  ayant  pour  éléments  Um  des  séries  entières 
convergentes,  elle-même  convergente  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine ;  posons 

S=    Uo  -f-      U,      -^...-r-       U,„     ^.. 

U„t  =  «,,,0  +  a,ni  z  -]-.  .    -  a,n„  z"  -t- .  .  . 
et  formons  le  Tableau 

j     ^00,       'T'ol-»        '^02*''?         .••■        (-t\)iiZ' 

)    «lu,        «11-,        «12--,         «!«-' 

«20,        «21-,        «22--,        •••,        «2«-' 


(  /n  —  0,1. 


•>. iS  i.iMii;  I.  —  r.iiAi'iTUi;  iii. 

I^n  somme  des  éléments  par  colonnes  cl  par  liyiifs  esl-ellc  la 
même  ? 

(^uand  le  Tableau  converge  absolument,  les  théorèmes  de 
(^auchy  (p.  20 >)  résolvent  immédiatement  la  (jnestion  ('). 
(^uarrive-t-il  dans  les  autres  cas;  cl  même,  lorsque  le  Tableau 
converge  absoliiniciil  «lans  un  domaine,  la  soiimi.il  loii  |iar  colonnes 
n'est-clle  pas  légihme  dans  une  région  plus  étendue?  Li^n  d'autres 
termes,  à  (juclles  conditions  :  i"  la  série  S  est-elle  développable 
en  série  entière;  2°  les  colonnes  du  Tableau  sont-elles  conver- 
gentes; 3"  leurs  sommes  donnent-elles  les  termes  du  développe- 
ment? 


(')  Cf.  Cauchy,  Œuvres,  1'  série,  t.  X,  p.  77.  f^cs  Tableaux  absoltiniriit  con- 
vergents se  rciiconlrcnt  fréquemment. 


Exemple.     -  Soil  la  série  de  terme  t;éiiriul 
U..  —  e—-  e"-  ~  e-"-    1  -• ■ 


^ -'-■)■ 


Chaque  série  U„  converge  absolument  dans  tout  le  plan,  ainsi  que  la  somme 
des  séries  formées  avec  les  modules  des  termes  des  éléments  de  U„  (car  la 
racine  «'*"'"  du  ternie  de  rang  n  tend  vers  zéro  pour  n  infini).  On  peut  donc, 
<|uel  que  soil  -,  remplacer  la  série  donnée  par  une  série  entière  obtenue  par  le 
procédé  indiqué. 

De  même,  les  séries  (  |  -  |  <  i) 


«Mil    hi   mr-iiic    <i)iiiiiic,    ((imiiic   ri'iiré^eiiliinl    iiii    int'iin'  T.ibJiMU   ;il)M)lumciit  Con- 
vergent évalué  par  colonnes  et  par  lignes. 
Au  contraire,  soit  la  série 


s.,.-J^ 


^-(f^)' 


Cliacjue  série  U„  converge    pour  |  ;;  |     ,  3,  et  la  série  S   converge  uniformément 

pour  \'l  |=A'<>,  c'est-à-ilirr   iionr  le>  miIiuis  d,-  r.  duiil   la   paitie   léelle  esl 

inférieure  à    a.   Aussi  le  théorème   de   Weicrslrass   permet  le   développement  en 
série  entière  au  moins  dans  tout  le  cercle  \z\       2,  tandis  (|ue  les  théorèmes  de 

<>aucli)    n'assurei  aient  la  eiinvergeiice  du  'l'ablciii  (|mi'  pour  les  valeurs  |  -  [     \  —• 

Cf.  aussi    l'iUNasiiKiM,    )/.   .A..  1.  \l,ll,  |>.  i.'n). 
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Weierstrass  a  donné  une  condition  su [fiso nie  jxnir  (|u'il  en 
>oit  ainsi  (  '  ). 

TnKOiiiiMK  Iir.  -  Lorsque  chaque  séiie  L  ,„  coiwerge  diins 
un  cercle  décrii  de  l'origine,  et  que  la  séi-ie  S  ronverae  uni- 
forniénient  sur  toute  circonférence  inirrieure  a  ce  cercle, 
la  valeur  de  la  série  S  à  l  intérieur  du  premier  cercle  s(d)- 
tienl  en  faisant  par  colonnes  la  soninuit ion  des  éléments  du 
Tableau. 

I^cinme.  — •  Une  liniilo  supérienrc  des  modules  des  coellicienl.-. 
des  lermes  d'une  série  entière  ^.^'n^-'^  est  donnée  par  l'inégalité 


où  N  désigne  le  module  niaxinuim  de  cctle  série  sur  la  circoiilé- 
rence  d'un  cercle  de  ravon  /•,  concentrique  au  cercle  de  conver- 
gence et  de  rayon  moindre  (-). 

i"  Traitons  dabord  la  (jucslion  pour  une  expression  '-p(;)  d'un 
nombre  limité  de  termes 

(p(^)  — -  ao+  az'"  -^  aiZ"h  -   .  .  . . 


(')  Au  11°  ?3'i,  roi  important  llicorèiue  sera  établi  par  les  procédés  plus  rapides 
de  Caucliy;  il  siiflii;iil  de  rapprocher  les  propositions  des  n°'  177  cl  233,  si  l'on 
voulait  seulement  prouver  la  possibilité  du  développement  de  S  en  série  entière. 

La  démonstration  de  \\  eierstrass  se  trouve  dans  son  Mémoire  :  Zur  Functio- 
nenlehre  {Œuvres,  t.  II,  p.  20f  ;  li'ad.  li.  D.,  i88i,  p.  lô"]).  Cf.  aussi  Tanneuy 
t.t  Moi.K,  f'te/iients,  etc.,  t.  I,  p.  ôô. 

De  même,  une  série  aj'ant  pour  éléments  des  séries  entières 


I 


flv,  . . .  ovo  ; 


si  elle  converge  absolument  et  uniformément,  ainsi  que  ses  élénu-nls,  dans  le 
voisinage  du  point  (o,  ...,o),  peut  être  remplacée  par  une  série  entière  multiple 
obtenue   en    mellanl   à    la    suite    les    uns  des   autres   les  termes   de    même    degrt- 

appartenant   aux   diverses  séries  entières     >     [^^'EIEUSTRASS,    Zti/'   Tlicnrie  cler 

Poteiiz/ei/ien  (Œuvres,  t.  I,  p.  71)]. 

Il  y  a  un  théorème  analogue  |)our  les  produits  inlinis  :  un  produit  infini  uni- 
formément convergent  dans  un  cercle,  dont  chaque  terme  est  dans  ce  cercle 
dévelopiiable  en  série  entière,  est  lui-même  dans  le  même  cercle  développable  en 
série  entière. 

(-)  Ce  lemme,  dû  à  Cauchy,  résulte  immédiatement  de  la  considération 
(rinlé^rales  (11°  181)  :    dans   la    démonstration   donnée    ici,    les  séries  entières 


Livui:  I.  —    iiiM'iTiii:  III. 


tians  l;i(jii('llo  ///,  ///),  ....  ^oiil  des  ciilicis  aihilraucs,  posilils  ou 
iH'galifs  (non  nuls)  el  cliidiiiiis  la  niovenne  de  ses  valeurs  on  des 
poinls  de  la  circonféience  de  ra^on  /•  drciilo  de  l'origine,  donl 
nous  ferons  croître  le  nombre /?  indéliniinenl.  On  peut  drlenniner 
une  (|iianlité  o),  ayant  pour  module  ruiiilc',  Itdic  (pie  ses  puis- 
sances oj'",  (.)"'i,  ...,  soient  toutes  dillt  rentes  de  j.  puis(pie  le 
iMuul)re  des  racines  des  ('(piatioiis 

u'"  =1,  ii"'>  —  i, 

liai  leiiil   pa>     /«  I  -!-  1  Wii  1  H-.  •  •  ,  et  [tar  suite   e^l  /////.  (.)  ('■tant    ainsi 
choisi,   les   points  de   la  circonférence   /•  s Obtiendronl   en   posant 
Z  -^  /-lo',  A  désignani  un  entier  positif. 
Considérons  le  leiinc  a z'"  el  la  somme 

—  V  «(/•(o>)'«. 


,  .  ,  ...  ,  a/-'"   oj/""—  I         ,,  , 

l'iiand  /;  est  lini,  sa  valeur  est ;  elle  tend  vers  zéro 

'  p      to'" —  I 

poury>  infini  puisque  l'on  a  1  oj/""  —  •  j  <  2  et  to'"^  i .  En  appiicpiniit 


iiit('i'\  ii'iinciil  scuifS.  St.T\ons-iiniis-t'ii  pmif  /iii-riscf  Ir  l  li<'orciiK-  iléiiioiilré  p.  i^o. 
tjiir  l'on  [iciit  onoiiccr  ainsi  : 

Une  série  entière,  qui  n'est  pas  nulle  à  l'nri f;ine.  ne  s'annule  pas  dans  son 
voisina  f;e. 

Ap|K-li)iis  /•  iiii  ikpimIjii-  |M)<iiit  iiilV-iioiii-  <iii  rayon  de  tiinvcrgcncr  de  *r(  -  ;  : 
!\  le  module  maximiiiii  de  celle  série  sur  cette  circonférence  /•,  el  -1  le  niodnif 
d'un  point  z  situé  à  son  intérieur.  La  combinaison  des  iné;;alilés 

|a,.3-r-aj5=-4-...|;;"|a,|;-i-  |  a,]  !;--t-.  . . .        iaJ^^'-" 


|a\c;    -c/„l     n(^.  +  ^-k...). 


La  série  ne  s'annule  pas  tant  que  l'un  a 

1  <r(c  ;-«„!■  ;lflj        <.u         N 


/■       ; 


«J, 


ç-- 


l«ol^' 

N    I-  |«„ 


On  peut  ditwr  Ji.rer  Ir  rinon   tl'ii/i  cercle  à  riiittricur  diii|iiil  l.i  s(''rie  n'a   p 
de  raciiK'. 


SKIUKS    ENTIliRES    A    l'LLSlELHS    \ MU  VIll.KS. 

celle  rein;ir([tie  à  chacun  des  leniies  de  '^(  z),  on  en  conclul 


liin 


Le  module  de  la  moyenne  des  valeurs  de  la  lonclion  'i(  c  i  sur 
la  circonférence  /•  ne  ])eut  dépasser  le  module  maximum  N 
de  o(z)  sur  celte  circonférence^  on  a  donc 


el  dès  lors 


M  "   l*our  en  déduii 


N. 


(•  lemme,  écrivons 

J^e  rayon  de  convergence  de  la  série  ^^{z)  surpasse  /•;  aussi  l'on 
peut  choisir  m  assez  grand  pour  que,  dans  la  seconde  parenlhèse, 
la  somme  des  termes  ail  un  module  inférieur  à  tout  nombre 
donné,  aux  points  j^jz^/-  (^p.  ii4)-  La  première  parenthèse  est 
de  même  type  que  ©(;)  :  soit  Nj  son  module  maximum  sur  la  cir- 
conférence /•;  on  a 

««<  Ni. 

Comme  N,  n'est  aulre  que  r^N,  on  a  bien  le  résultai  annoncé. 

140.  Revenons  au  théorème.  Soit  R  le  rayon  du  cercle  à  l'in- 
térieiu-  duquel  chaque  série  U  converge,  el  /•  un  nombre  inférieur 
à  R.  Nous  avons  trois  points  à  établir  : 

i"   Chaque  série  a,i  {a,i-~  «o/i+  «»«+■  •  •)  ^^t  co/nefuenle. 

En  effet,  à  cause  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  N  U^ 
sur  la  circonférence  /■,  à  tout  nombre  positifs  on  peut  faire  cor- 
respondre un  entier  u  tel  que  l'on  ait,  pour  |  sj  =  /•  el  /n  >>  u, 

-p 


i.n  m;  i.  —  ciiviMiiti:  m. 


\a'  premici'  iiHnihic  de  riiu'j^alilé  est  le  module  de  la  somme 
d  lin  iiomljie  /////  «le  >é'iies  convergentes;  on  peut  donc  aussi,  en 
groupant  les  termes  j):ir  loloiines,  PiM-rire  sous  la  forme 


5:< 


(f  mil  ~l~  ^ iii*-lii  ■ 


■  -^a„,.,„.). 


Pai'  suite  £  i'ej)réseiile  une  limite  supi-iieiire  du  modiil»'  d  une 
série  entière,  sur  la  cireoiiréreiiee  /•;  le  lemmc  |>(iiii(i  d  (  n  eon- 
eliire  l'int''galité 

1  ^  III  II         ^  iiii  I  /;  ~~  .  .  .  ~  (^111  +  1)11  I  <C  '  '"       1 

(|ui  prouve  la  convergence  de  la  série  a„. 

•j"   La  série  2,  ftn^"  roincigr  dans  le  cercle  II. 

l'.n  ellet,  séparons  chaque  somme  a,,  en  deux  parties 

"«  ^=  l  f'O//  ~r-  «l/j  —  •  ■  •  -r-  (i/n—l/i  )  "*~  {^mn~^  (' ni  +  lii  -r-  .  .  .  )  =  <T////i  -^  ptiiii 

(  m  >•  ;ji  ) . 

De  même  en  faisant  par  colonnes  la  somme  des  élénieuls  du 
Tableau  t  [[).  -ii"),  divisons-la  en  deux  groupes  formés,  le  pre- 
mier, par  les  /)i  premières  lignes,  le  second,  par  les  lignes  res- 
tantes, ce  cpii   donne 


'/«()  "~  '-'//M  • 


'/«O  ~~  pin  I  " 


l^nliii,  désignons  par  7  cl  o  ces  tieux  dernières  séries.  La 
série  7,  somme  d'un  nombre  lini  de  séries  convergentes,  est  con- 
vergente dans  le  cercle  II.  En  verlii  cle  rint''galilé  j  p»»// 1^  £/""", 
(jiii  se  tiéduit  de  celle  (pie  Ton  a  écrite  tout  à  riieure,  la  con- 
vergence absolue  de  la  série  p,  aux  points  |  c  |  •< /\  résultera  du 
premier   lluMUrinc  d    Xbel. 

Jjonc  la  somme  (X  -i-  p  converge  aux  points  |  ;;  j  «<  /•,  et  |iar  suite 
dans  rensemblc  |:;|-^R. 

.i"    /finis  /e  cercle  11,  les  se/ les  S  ef  ^   't,i:-"  <>'>/  inèine  voleiii  . 
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En  cHel,  prouver  ridcnlilc' 

"«-1  00  00  oc 

7,  Uy-t-  ^  V,f  —■  >   a,„„  z"  ~-  ^  p,„„  z 
revient  à  élabllr  (|iie  l'expression 


■iii 


(  m    ;:^      IJl), 


obtenue  en  laissant  de  eoté  des  parties  eijniniunes  (les  /;/  pieniières 
lignes  du  Tableau)  tend  vers  o.  Or,  ou  a,  pour  |z|<'  /•  : 


I  (/  =  m 

ce  (pii  donne 


Œ,\?""^'"\<y^\ 


Le  résultat  énoncé  <'sl  donc  vrai  en  tout  point  inléricur  au 
cercle  de  ravon  /•,  et  dès  lors  en  tout  point  intérieur  au  cercle  de 
rayon  R. 

Corollaires  : 

I.  I^a  série  proposée  a  des  dérivées  de  tous  les  ordres,  qui 
s'obtiennent  en  additionnant  les  dérivées  des  éléments  U  et  en 
ordonnant  leur  somme  par  rapport  à  c  (voir  aussi  n"  l233  ). 

II.  La  subslitution  (:;,:;"')  montre  qu'une  série,  ajanl  pour 
éléments  des  séries  entières  en^  '  convergentes  à  l'extérieur  diin 
cercle  C,  et  elle-même  uniformément  convergente  à  l'extérieur 
de  C,  peut  être  représentée  à  l'extérieur  de  C  par  une  série  entière 
en  z^^   formée  par  le  procédé  indicpié. 

Dès  lors,  soit  S  une  série  ayant  pour  éléments  des  séries  pro- 
cédant suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  j  —  «,  toute> 
convergentes  au  moins  dans  la  couronne  déterminée  par  deux 
cercles  décrits  de  a  :  si,  dans  cette  couronne,  la  série  S  converge 
uniformément,  elle  peut  être  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  négatives  de  ^       a. 


'2i\  i.i\i»i;  1.         ciiAi'iTiii:  m. 

lil.  TiiLoiik.Mi;  W.  —  Lorscjuf,  <l<ins  u/tr  séiic  ciitirn'  à 
/)  varidbles  ayttnl  un  doinaine  de  co/neri;encc,  on  si//^s/i/(/r 
aux  variables  des  séries  entières  par  rapport  à  q  rariahles 
notn'elles,  séries  sans  terme  indrpcinlanl  et  ayant  aussi  un 
domaine  de  convergence,  on  obtient  une  série  convergente 
dans  un  certain  cliantp. 

Pour  siniplilicr  les  nolalioiis,  proiiuiis  une  st'rie  à  deux  va- 
riables U\/^,  ;/),  convoi-geiUe  dans  le  tliainp  douMc  ( /•,  /''),  el 
(ais()ns-\    la  subsliliiLioti 

U  =  bi  Z  -r-  bi  Z--r-  .... 
k'  =  6'j  3  -+-  ^2  --  -^  .  •  •  , 

ces  séries  étant  convergentes  dans  un  cercle  de  rayon  p.  A  la  série 
transformée  correspond  un  Tableau  t  à  triple  entrée  (les  indices 
se  rapportent  aux  coefficients  «,„«  de  '^  et  aux  exposants  de  z) 
qui  est  absohimenl  convergent. 

En  ellct,  les  Inpolbèscs  sur  la  convergence  des  trois  séries 
donnent 

b,>\<^  —>  \b,, 


r"'r'"  '    '  '        p 


i>\^  77,'  ^"i> 


f  et   L  étant  des  grandeurs  fixes.   Introduisons  les   séri'es   auxi- 


r 


l'^llos  sont  respectivement  niajoraiilcs  pour  les  trois  séries  don- 
nées, et  permettent  de  form(>r  un  Tableau  /,  à  triple  entrée,  avanl 
pour  éléments  les  termes  correspondant  à  ceux  du  Tableau  /;  il 
suKit  d'en  établir  la  convergence  absolue. 

Or  la  série  cpii  icprésenle  //,  et  u\  ayaul  pour  somme 


L 

P 


H) 

on  j)eut  éciire 
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(>ellc  série  esl,  à  un  faclotw  près,  le  produil  des  progressions 


ïï  ^"-'hïï 


cpii   convergent,   si   leurs  raisons   n'alleignenl  pas  l'unilé,  c'esl- 
à-dire  si  |5|  esl  inférieur  à  la  plus  jielile  des  quanlllés 


(Jn  connaît  donc  le  rayon  dun  cercle  à  l'intérieur  durpiel  on  esl 
assuré  de  la  convergence  de  la  série  ^,  de  celle  des  Tableaux  /, 
et  t,  et  enfin  de  celle  de  la  série  'J?  Iransfornu'e  ('  ). 

142.    Lorsque  dans  une  série  entière 

S  —  aQ-r-  aiu  -h  .  . . 

convergente  pour  |  «  j  •<  '",  on  remplace  la  variable  n  par  une  série 

entière 

u  =  6o4-  bi  z  ~. . .  —  Ô?(-j, 

convergente  pour  |;|  ■<  p,  gui  renferme  un  ternie  indépendant , 
peut-on  encore  ordonner  le  résultat  par  rapport  à  ^? 

Pour  cela,  il  faut  évidemment  que  la  série  S  transformée  con- 
verge dans  le  voisinage  de  z^^o.  Or,  pour  ces  valeurs,  u  tend 
vers  ^o-  Le  point  ^o  doit  donc  être  à  l'inlérieur  du  cercle  de 
convergence  de  la  série  S. 

Celle  condition  est  sufjisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  la 
continuilé  de  la  série  u  permet  de  trouver  un  nombre  p|,  infé- 
rieur à  p,  tel  que,  aux  points  |  :;  j  -<  p, ,  on  ait  |  /^  |  -<  /'  —  î,  î  étant 
un  nombre /y05/Y//  suffisamment  petit.  Dans  ce  cercle  de  rayon  p,, 


(  '  j  En  iisiiiné,  les  piopriélés  iks  |KiIyiu)mcs  (|ui  n'iinpIiiiueiU  pas  la  notion  de 
ilci;ic  s'étendent  aux  séries  entières  :  on  peut  les  additionner,  les  nuilliplier,  les 
élever  à  des  puissances  entières  positives  (p.  i3G),  les  ordonner  par  rapport  aux 
puissances  de  j  —  a  (p.  212),  y  substituer  à  la  variable  une  série  entière  relati- 
vement à  une  autre  variable  (p.  2j'|)  en  les  traitant  comme  des  sonuncs  d'un 
nombre  limité  de  termes. 

iNous  verrons  (11°  302)  comment  se  pose  la  (iue>tion  de  la  divisibilité. 

F.  «5 


•).2G  LIVIIK    I.    —    CIlAl'ITUi:    III. 

la  s(''ri('  ^  rt„<j?(3)"  a  les  modules  de  ses  Icriucs  inlV-rlcurs  à  ceux 

de   hi   st'iie   miiii('ri(|iie     >    |  <'/«  |  ( /" — £)",   el,   par  suite,   elle   con- 

\eri;e  unifonnémenl.  On  |)ciil  donc  lui  aiipliqucr  le  lliéorèmc 
de  Weierslrass  (p.  :i\i))  el  rordomicr  par  rapport  à  z  dans  le 
domaine  i  ;;  j  <  pi   (  '  )• 

1  io.  l*our  lermiiier,  ctendcjiis  aux  séries  multiples  le  théorème 
de  Caucliy-lladamard  ([).  i3G)  et  étudions  les  relations  entre  les 
layons  de  co/n'ergence  dssociés  d'une  série  entière  à  plusieurs 
indices.  D'une  manière  |)lus  j)récise,  soit  ai„,zPu'i  le  terme 
général  d'une  série  entière  à  deux  indices  (dans  tout  ce  qui  suivra, 
nous  appellerons  n  leur  somme  p  -\-  q)\  cherchons  les  valeurs  des 
rayons  associés  R  et  A,  qui  présentent  un  nippoil  positif 
donné  A"'  (-). 

Introduisons  la  limite  supérieure  pour  n  i /iji /li  (.Vunc  suite  de 
(uiaiitités  réelles  a^,,,  à  deux  indices  :  c'est  une  quantité  1.  telle  que 
Ton  ait,  si  petit  que  soit  un  nombre  arbitraire  s 

L  —  î  <  a,,^ <  L  -+-  s         (p  -^(]  ^  n ), 

la  première  inégalité  étant  satislaite  |)0ur  une  inliiiité  de  valeurs 
de  /i  supérieures  à  une  valeur  N,  la  seconde  pour  toutes  les 
valeurs  de  /i  supérieures  à  N  (  -'V 


(')  Il  va  rn(}mo  iin  domaiiic  ilc  l'<(iii;iiio  m'i  le  Tiil)Iean   t 

a,biZ^     ■f.a.b^b^z,                     ..   .     ii('„b';,   'b^z, 
a,b.z\       a^(b]-^'  2b,,b,Jz'- 


converge  absotunienl  (ce  qui  dispense  dans  co  domaine  d'invoiiuer  le  lliéorcine 
de  Weierslrass ).  On  établit  celle  convergence  absolue  par  comparaison  avec 
celle  d'un  autre  Tal)l(>au,  majorant  par  rapporl  à  /.  Oii  reslc,  suivant  que  l'on 
fait  la  somme  du  l'ablcau  l  par  colcjuncs  ou  pai  liuiics.  on  oblicnl  la  série  à 
transformer  et  cette  série  sous  la  forme  demandée. 

{■)  Le.maiiu:,  B.  D.,  i8(j(i.  —  Cf.  aussi  Hikumann,  .1/.  .1..  l.  .\1,\  111. 
(')   Dans   d'autres  (juestions,   on    considère    la    limite    supérieure    pour  p   el   y 
infinis,   c'est-à-dire   pour  p  el   7  rlituun  supérieur  à  N;   ici  l'on  suppose  scule- 
mciil  p  ~  q'.  ■  .'^. 


Si:illi:s    KNTIKKKS    A    l'USlKlHS    \  Mil  \IJI.i;S.  'i.V, 

A|)|)li(|iions  cette  iiolioii  à  reiiscinljN^  V  l'^'/'yK'^'  ^^  «lésignonf; 
par  L(^/.)  ou  L  sa  limite  suixTifiirc  |ioiii-  //  iiiliiii. 

rnr:oiti;\iE.     -  Quel  (jiic  soil  /. ,  les  nainhrcs 

forment  un  systcnie  de  rayons  de  co/neri;ence  associés. 
\']t\  elfct,  (\c  riii(''i;alilé 

V\  aixi^f  I  <  L  ->-  ô         (  pour  n  „-  N  ), 


on  clciliiit 

I      \  /'  /     A-     \  '/ 


"Aj^'iJ^ 


<i, 


ce  qui  prouve  la  convergence  absolue  de  la  série  daeis  l'cnsenihle 

On  a  (le  même,  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  tout  nombre 
donné, 

y\ap^k'i\  >  L  —  £, 

ce  qui   prouve,  en   renversant  les  inégalités   précédentes,  que   le 
terme  général  de  la  série  ne  tend  pas  vers  zéro  dans  l'ensemble 

On  en  déduit  le  résultat  énoncé,  puiscpie  £  est  aussi  petit  (|uc 
l'on  veut. 

Remarques  : 

I.  L'élimination  du  paramètre  k  donne  comme  relation  entre 
les  valeurs  de  deux  rayons  associés 

,u.(-).-,. 

II.  l*our  i[ue  la  série  entière  converge  quels  que  soient  c  et  u, 


■J.>S  I.IVIii;    I.  C.IIVI'ITRK    III. 

il  iiiul  cl   il  >u  ilit  ({Ile  I  (in  .ni 

iiin  sii|).  I  \  a f„i  I  =:  o. 


III.  Il  \  ;i  (loule  n'l;ili\  ('ini'iii  ;"i  |,i  con  vor|icnce  de  l;i  st-rie, 
t|ium(l  luii  (les  [Kiinls  r.  //  xiciil  <\w  \\\  circonféiciicc  de  1  un  des 
cercles  K,  .tl. 

Il  |MMiI  ;ii  ii\  CI' (]ii  il  une  v.ilcnrdc  1»  conopoiidciil  une  inlinilé 
de  Nideiiis  de  ;\\.  l\ir  exeinpie.  en  |)ren;inl  (^Iir-i,  A-^->.)  ou 
liieii    (  I!        1  .  ,'il  rrr  o),    on    il    des   l'avons    associés    pour    la    série 

cnlière  (jiii  corrcsnond  à  la  IdiuIkhi 


(\  -  z){n.-  u) 


^     III.    —     PlU)l)(  IT.S    I.NKIMS    .MM.l  ll'I.KS. 

Au  lieu  d'addil  iDiiner  les  élénienls  dune  suile  inlinie,  on  peut 
le^  mnlliplier  enirt;  eux;  aussi  à  la  question  des  séries  doit  suc- 
céder eelle  des  pioduils  inliiiis  nuiltiples.  ISous  considérerons 
seulcinenl  les  produits  absoUnucnl  con^-ergenlx. 

Soit  donc  une  suile  infinie  d'éléments  à  double  mdiee  ///a;  on 
peu!,  d'une  iiiliniU'-  de  mamèies,  les  ranger  en  suites  linéaires. 
Prenons  ruiie  d'elles;   appelons  ««  son   terme  général. 

I.c  produit  doublement  infini  dos  facteurs  i  -r-  ///a  conter  ^c 
absolunirnl  lorsque  la  série  de  ternie  i^^cnéral  e„  est  absolu- 
rnent  convergente  :  la  \aleui-  du  produit  simple  correspondanl 
doiiiuî  celle  du  produit  double. 

Celte  définition  est  indépendante  de  l'ordre  de  rtingcmenl  de> 
éléments  //.  J^ii  edél  .  la  eonvergencM;  absolue  d  une  série  k'„ 
entraîne  celle  de  toute  autre  série  obtenue  par  un  rangemenl 
queleoncpje  des  éléments  r„.  A  la  nouvelle  série  correspond  un 
nouNcaii  piotluil,  cpii  est  i'onvergent  et  a  même  valeur  <pit>  le 
premier  ion   l'établirait  comme  au  n"  81  i. 

KécipriMpiemenl,  si  en  disposani  dans  un  ceiiain  ordre  les  Lic- 
teurs d  un  |iii)diiit  double  on  obtient  un  produit  .sim|)le  obsolu- 
iiieiil  eoinergenl,  la  série  correspondante  converge  absolument: 
<lone  le  produit  double  conNcrge  et  a  une  valeur  indépendante  de 
l'ordre  de  ses  facteiiis. 

Il  i-\  iH  rniis  de  cban^er  I  ordre  des  termes  de  la  série  »'„  et 
l'ordn;    des    raeleiir>    du    pidiluil    eorropoiidan  t .     \u>>i.    ilan.^    un 
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produit  ahsolmiiciiL  conv(M'^enl,  on  pciit  miidilirr  rordie  des  fac- 
teurs, sans  même  s'astreindre  à  utiliser  lous  les  facteurs  à  distance 
finie  avant  ceux  dont  l'indice  est  inlinimenl  f;rand  (p.  117)  '■  le 
produit  reste  convergent  et  sa  valeur  ne  (  li;iii<;e  pas  ('  ). 

Par  ex(Mnpl(.',  si  les  ternies  du  piodiiil  iniiiii  sont  rangés  en 
Tableau,  ou  |)cut,  sans  changer  la  valeur  du  produit,  grouper 
d'abord  les  faeteui-s  correspondant  aux  leinics  de  (diaque  ligne, 
puis  faire  le  produit  des  lignes. 


SECTION    II. 
APPLICATION  AUX  TRANSCENDANTES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 


Comme  exemples  de  transcendantes  analytiques  définies  par 
des  produits  ou  des  séries  multiples,  introduisons  les  fonctions  G*, 
J^,  p  de  Weierstrass,  et  les  fonctions  tlièta  à  un  ou  plusieurs 
arguments.  Elles  servent  d'élément  simple  pour  la  représentation 
des  fonctions  méromorplies  à  un  argument  (ou  à  p  arguments) 
ayant  deux  périodes  (ou  2/>  périodes)  (-);  aussi  nous  dirons  un 
mot  de  la  périodieitt'. 


(')  S'il  y  a  des  facteurs  nuls,  on  les  met  à  paît,  comme  on  l'a  dit. 

(-)  C'est  en  généi'alisanl  les  fonctions  circulaires  inverses  (arcsina;,  arc  tan;; ar) 
considérées  comme  définies  par  des  intégrales  «lu'lsuler  fut  conduit  aux  fonctions 
elliptiques  :  »  Par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort  lieureusc. 
quoique  ces  hasards  n'arrivent  qu'à  ceux  qui  savent  les  faire  naître  »  (Legendre), 
il  établit  la  relation  capitale  dile  formule  d'addition. 

La  périodicité  de  ces  fonctions  fut  découverte  simultanément  (1827)  par  Abel, 
à  Christiania  (/.  de  Crelle,  t.  '2)  et  Jacolti,  à  Kccnigsberg  (Abel  avait  vingt- 
cinq  ans  et  Jacobi  vingt-trois)  :  ils  arrivèrent  directement,  et  non  plus  seu- 
lement par  l'inversion  d'intégrales,  aux  fonctions  (If)ublement  périodiques  {voir 
n"  153). 

Quelque  temps  le  nom  de  fonction  elliptique  fut  réservé  à  trois  transcen- 
dantes particulières  introduites  par  ces  géomètres  (sn^,  en  j,  dn:;).  11  a  paru 
naturel  d'en  étendre  l'acception  à  toutes  les  fonctions  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés fondamenlales  ;  aujourd'hui  on  ap[tellc  yo/K7<'o/J  elliptique  toute  fonction 
méromni|ihc  cliiulilctiiciit   pii  iii(|i<|iii'. 


■>.io  Mvni:  I.        ciiAiMini:  m. 

lii.  l-'(Ui(lioiis  il'iinr  rdiidhlc.  -  Luc  loiicUt)!»  (jiii  admet 
la  pciiodt;  m  adtiicl  la  période  [jlw,  [a  étant  un  entier  arbitraire  : 
elle  prend  la  niên»e  \al(iir»ii  iiin-  inliniii'  de  |i(»inls  en  lii;rio  droite 
équidistants.    Une    (onelion    (j(ii     aurait     iilnsienrs    p(''ri<)des    o),, 

(i)j,  —  admettrait  les  périodes  u,(ij,-^  ij.^(.)o--   Les  périodes  tu,, 

<i)^,   .  .  .   sont  (listiiictcs  lorscpie  les  pé-riodes   u,  (o, -f- [j.^  Wj -— •  •  • 
sont  lotiles  dillrrenles  (  '  ). 

L ne  fonction  (loiihlcnn-n t  prriodùjin'  c<,\  celle  i|iii  admet  deii\ 


('j  Quand  n  périodes  sont  dislinclcs,  //  est  ini/)ossi0le  de  les  exprimer  en 
fonction  de  n  —  i  périodes  par  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers,  fl 
réciproqiiciiieiil. 

t'roiivoiis  ce  llir-Ditiiic  dans  le  cas  où  /(  9,  c'esl-à-diif  muiilrons  que  la  ruii- 
ditioii  nécessaire  cl  suflisanlc  pum-  (|iie  lis  périodes  w,  et  w,  soient  distinctes  est 
qu'il  n'existe  pas  de  période  w  dont  oj,  et  u»j  soient  des  nuiltipics  entiers. 

La  condition  est  nécessaire.  Car,  si  l'on  avait  t.),^iji|(j,  w^^ii^w.  on  en 
déduirait  [i, oj,  =  |j.,(i)^. 

La  condition  est  suffisante.  Vai  ellel,  supposons  (|ue  les  périodes  ne  soient  pas 
distinctes,  c'est-à-dire  (iiie  l'on  ait  une  relation  de  la   forme 

|1,  10,  -f-    a.,  O).^  :  :    |l'|  U),  -i-    [Jl!,  (0.^, 

ou,  ce  (jui  revient  au  même,  du  type 

V|  (.),  -(-  V.,  (j>.^  trr   O, 

V,  et  v,^  étant  des  entiers  que  nous  pou\ous  supposer  positifs. 

Procédons  comme  s'il  s'agissait  de  rechercher  le  iilus  giaiid  commun  diviseur 
entre  v,  et  V2(v,>  v,),  ce  qui  conduit  à  écrire 

v,=  v,y-rv,  (v,  r-v,), 

et  dès  lors  à  mellriî  riiyixiliicse  sous  la  forme 

v„  {  q  (i),  -'-  0).,  )  -\-  V, (0,  ■=■  o. 

l'osons  ^  w, -t- Wj  =  (I).,;  w,  est  une  période,  cl  la  dci'nicre  éi^aliti-  a   la  fornic 

VjW,, -4-  Vjto,  ==  o. 

On  est  donc,  dans  les  mêmes  coiidilions  qu'au  point  de  ilépart,  à  cela  prés  que 
l'entier  v,  est  remplari-  par  un  entier  moinrire.  Aussi,  en  divisant  v^  par  v,,  et  eu 
poursuivant  les  opérations,  on  finira  par  obtenir  une  é;;alilé 


c|ui    iiiolilie    que    (.)„    |,   et    pai-   suite   (■),,   ., (Oj.  'o,   soni    des   multiples  entiers 

de  0),,.   I>u    reste,    «o,,    est   une   période:   donc   o),    et   <i),  sont  des    multiples  enliei's 
d'une  période. 
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périodes  distinctes  to,,  lOo  (  '  );   elle  reprend  la  même  valeur  en 
des  points  distribués  aux  sommets  de  paralléloi^rammes  égaux. 
On   appelle  parall.élo  g  ranime  des  périodes   {  fi  g.    :>.î))  celui 


Fi: 


OU„i-a,J 


.y 


C  (;f^+'jL.,+  o.j) 


B(x„  +  (x),) 


f<U„) 


dont  les  sommets  ont  j)our  aÛixes  ^o,  ;:« -!-<'>(,  z-i^-k-  Mi  +  m.^, 
^o+^'^2i  ^0  désignant  un  point  arbitraire,  par  exemple  l'ori- 
gine; on  considère  comme  appartenant  à  ce  parallélogramme 
les  points 

Z  —  -0—  XiW,—  ).2tO.,  (o.=  Xl<  1,    0  =  À2<  l), 

et,  dans  le  plan,  on  regarde  comme  homologues,  équivalents  ou 
congruents  les  points  z  ci  z  -'r  ;-«-i  w,  +  [XoWo,  ia,  et  ijio  désignant 
des  entiers  arbitraires  (^"-  ). 

Associons  par  couples  les  périodes   en   nombre  infini   d'une 


(')  Nous  verrons  qu'elles  ne  seraient  pas  distinctes,  si  leur  rapport  était  réel. 
Kn  môme  temps  nous  démontrerons  ce  théorème  de  Jacobi  :  une  fonction  analj- 
lique  uniforme  d'une  variable  ne  peut  admettre  plus  de  deux  périodes  distinctes. 

Dans  les  fonctions  thêta,  on  suppose  de  plus  le  coefficient  de  i,  dans  le  rap- 
port — ■  >   positif.   (Cette  hypoliiése  ne  restreint  jias  la   i,'éncr;ililt',   puistjue   les 

w,  \ 

parties  réelles  de  ^^  et  de  -^-^  sont  de  signes  opposés.)  Désignons  avec  ^\'eier- 

/  (0,  «  Wj  / 

strass    par   tfl    la    partie    réelle    d'une    j^randcur    complexe.    C'est    en    vertu    de 
l'hypothèse   Jl(^-^)^o    que    le    parallélogramme   ABCI^    existe,   et   de   l'hypo- 

ihèse  cfl(-^  )  >  o  que  l'angle  BAI)  a  la  disposition  directe  {Jtg-  ■l^). 

{"•)  En  ariliiméliquc,  deux  nombres  z  et  z'  sont  congrus,  modtdis  a  et  p,  si 
Tiju  a 

;;  —  z'  =^  ;ia  •-)-  [a'  jî. 

On  écrit 

z  -  z'         {  iiioda,  ^). 


■>.3'i  LIVnE    I.   —    CIIAI'ITRI-:    III. 

fonction  (Iduldement  périodique.  Un  couple  est  piiinitif  lorscpic 
loiitos  les  périodes  sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients 
entiers  des  deux  périodes  de  ce  couple. 

Soit  ((■/,,  (o!,)  un  couple  do  |)ério(les  définit  du  couple  (o),,  ojj) 
au  moyen  des  relations 


(o'i  —  ^to,-i-  <7tuj  .^yj,  «y.  /•,  s  entiers \ 


//j,  <y.  /•,  ,s-  tiuiersX 
\     /)s       y/*  =  D     / 


Les  deux  couples  sont  équivalents  lor^ipic  le  (lciciiiiiii;uil  \)  a 
la  valeur  liz  i .  En  ce  cas,  les  périodes  déduites  de  chacun  des 
couples,  c'est-à-dire  les  périodes  u-j  to, -|- UoOJoj  '>■',  t'^', -!- jJ^'. t'^.> 
représentent  la  même  suite  de  cpiantités  (^'  ). 

A  chaque  cou|)lc  de  périodes  correspond  une  (li\ision  du  plan 
en  parallélogrammes,  un  réseau  de  parallélo-^rammes  :  pour  deux 
couples  équivalents,  les  sommets  des  deux  réseaux  coïncident. 

llcrmile  a  di^-^çM:  fondions  périodiques  de  deuxième  ou  troi- 
sième espèce  les  fonctions  méromorphes  qui  se  reproduisent, 
multipliées  par  un  facteur  constant  ou  exponentiel,  lorscpi'on 
ajoute  à  leur  argument  une  constante  o)  :  cette  constante  prend 
encore  le  nom  de  période  (- ).  Ces  fonctions  vérilîenl  des  relations 
de  la  forme 

fiz-^^)=--(:fiz),        J\  z-^io)  =  e»-~^'>  f(z). 

On  les  appelle  aussi  fonctions  à  multiplicateurs  constants, 
à  multiplicateurs  exponentiels  (  Appell)  :  à  ces  dernières,  lîriol 
et  Bouquet  donnaient  le  nom  de  fonctions  intermédiaires.  Les 
fonctions  péiiodiqucs  ordinaires  sont  tlites  de  première  espèce. 

lio.  /^onctions  de  plusieurs  rarift/des.  —  Soient  p  xaiiahles 
indépendantes^,.  ...,  Zp,  et />y  constantes 

to//,         (  t  —  I ,  . . . ,  /)  ;  /i  --  I g  \, 


(')  Les  sysl(;mrs  (w,,  m.,),  (to', ,  u^  )  sont  proprement  on  improprement  ùi\ui- 
valcnts  suivant  ipic   I)   a   la  valeur  -h  i   ou   la   valeur  — i.   Ouand  il  s'agira  des 

f<»nclions  lliéla,  on  supposera  toujours  D  -^  i,  aliri  (|uc  dans  les  ia|i|)orts  -  • .  — y  le 

coefficient  de  i  ait  le  même  signe. 

{•)  IIeiimite,  Sur  quelques  a/>/)tications  des  fonctions  elliptiques,  i88ô 
(6*.  //.,  iHfio,  18G1,  etc.:  J.  de  Crelte,  t.  100).  Appull,  A.  K.  S.,  188^,  i885, 
j88G,  i88K. 
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disposées  d'après  leurs  indices  dans  un  I  ;d)leau  /  i fiilcinianl 
q  lignes  et  p  colonnes. 

Une  fonction  admet  comme  svstrme  de  périodes  sinmllanées  les 
éléments  de  la  ligne  de  rang  /r,  lorsfpi'elle  demeure  invariable  pai- 
la  substitution 

(^1, . . . ,  -,, :  -1  -i- 10 1 /..... .  Zf,-^  ^'>i,k)\ 

appelons-la  S/,.  Elle  admet  le  1  abieaii  l  de  pénodis  simul- 
tanées tOjVi,  lorsqu'elle  demeure  invariable  par  toutes  les  substi- 
tutions 

S/,        (/c  =  i,  ....  7). 

Dans  le  Tableau  /,  nmllijilions  les  éléments  de  la  ligne  de- 
rang  /,"  ]>ar  un  entier  arbitraire  m./;  ;  opérons  de  même  pour  eliarjuc 
ligne,  et  ajoutons  ]>ar  colonnes  les  éléments  du  Tableau  ainsi 
transformé.  Si  une  fonction  demeure  invariable  par  les  substitu- 
tions S/,  elle  restera  invariable  par  les  substitutions 

De  là  une  infinité  de  systèmes  de  périodes  simultanées,  puisque 
les  entiers  |j./;  sont  arbitraires. 

Des  systèmes  de  périodes  simultanées  sont  dits  indépen- 
dants ou  distincts ,  lorsqu'ils  ne  peuvent  être  déduits  par  le 
procédé  ci-dessus  de  systèmes  de  périodes  simidtanées  en  nondjre 
moindre.  L  ne  Jonction  à  p  ((/■juments  est  >.p  fois  périodique, 
lorscju'eLle  admet  -ip  systèmes  de  périodes  indépendants  i  '  ). 

Pour  une  pareille  fonction  q  =  ri/?,  le  Tableau  des  périodes 
renferme  •.i/>'-  éléments  :  nous  aurons  à  rechercher  à  quelles  con- 
ditions un  Tableau  est  constitué  par  des  systèmes  indépendants, 
ou  encore  à  quelles  conditions  un  Tableau  renfermant  2/?-  élé- 
ments déduit  d'un  Tableau  initial  constitue  un  Tableau  équii'a- 
lent  à  ce  Tableau, 

1  iG.   On   peut   entendre  [tav  Jonctions  circulaires  ou  trigo- 


(')   Une  fonction    anaUti(nic   iinit'ortiic  dr  />  aryunicnls  ne   pcnl   .nlnicllic  plu- 
(ie  2p  syslèiucs  de  périodes  iiulcpcndanis. 


-3', 


ciiM'iTni:  III. 


numcliKjiirs  It's  lonrlions  ralioiincllcs  tlu  sinus  cl  du  cosinus  : 
\e?,  fondions  cllipilijiies.  ou  fonctions  mcromorplies  doublement 
périodiques,  en  sont  la  {,a'néralisali(»!i.  Aussi  il  osl  coiiimkjiIc  de 
mettre  en  regard  les  premières  propriétés  de  ces  deux  tjpcs  de 
fonctions  (les  théorèmes  seront  justifiés  plus  tard). 


i()N(  iKiN-    I  iiii.i)NoMi:ri(inri:s. 

i"  /■.'/rriir/i/s  (/c  /t'i/iK  fi<i/i. 

l.e  sinus  :  il  est  dt'fini  par  un 
pnxliiil  inlini  siinplo. 

C'est  une  Iraiisceiulante  entière 
périodique. 

I.a  cotans^ente  :  c'est  la  dérivée 
l<i;j;arit limiqiic  du  sinii<; 


col^ 


(sinj; 


sinz 

Elle  est  inéromorplie. 

La  dérn-ée  de  la  cottuiuciile 
rhangée  de  signe 

I 
sin-s  ' 

C'est  une  fonction  niérdinorplie 
périodiqui'. 

•i"  Fonclinns  (jnelconfjues. 

Ce  sont  des  fondions  nicro- 
morphes  simplement  périodiques 
d'une  espèce   particulière. 

Ce     sont     des      fonrlion-     nièro- 
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1"    /•.'/('■/nr/its  de  rédiirlion. 

F. a  fonriion  r"  :  elle  est  dèlinie 
par  un  produit  iulini  doultle. 

C'est  une  transcendante  entière, 
doublement  périodique  de  troisième 
espèce. 

La  fonetion  "C  :  c'est  la  dérivée 
logaritliriiique  de  la  fonction  ^ 

y  -  "^    •" 

''"  ■  "  a--  ' 

Elle  est  méromor|)lie. 

La  dérivée  de  la  fonction  1 
changée   de   signe 

pz  =  -(^i:z,'. 

C'est  une  fonction  mèiomorphe 
doublement    pt'riodiipio. 

•>."  Fond  ions  (juelconques. 

Ce  sont  des  fonctions  méro- 
morpbes  doublement  périodiques 
quelconques. 

Ce     sont     dc-i      fonction>;     méro- 


morphes   ayant    un    lli('i.rém(>   d'ad-  uKoplic^    ayant    un    théorème  d'ad- 

dilion   algèbiiipic.  ditinii   alj;ébrique. 

'  >n  peut  les  exprimer  I  al  i.)iintlli'  <  >ii  peut  les  exprimer  en  fonction 

mcnl  en  fonclioii  Ai-  l'cxponculiclle.  |    rationnelle  de  ji  et  de  ji'. 

rour  les  trois  t\pes  de  jonctions  ayant  nu  llu'orèmc  d'addition 
al^i'ljinpic  (fonctions  rationnelles,  lrit;ononiétri(|ues,  cllipli(jucs  ). 
suivant  qu'on  veut  les  représenter  par  une  s(unme  d'('l<'nients  ou 
p'U'  II-  (pi'iliciil  de  prodiiit>  de  lacteur-^  1 1 iK'aiics,  les  ('Iciiicnls  cor- 
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rélalils  de  l'éduction  sont 

I  I 

I  colz  Çs 

^  I 

z  I  sin;:  0*3 

(-oinnic  l'e\|)onenliclle,  le  lt)i^;irillinic ,  le  sinus,  clc,  les 
fonctions  de  Weicrslrass  satisfont  à  des  iMjualions  diflérentielles 
simples. 

i']n  les  inlrodiiisanl.  au  point  de  \  ue  logiijiic,  il  faut  voir  si 
l'on  a  iillaire  à  des  Iransecndanlcs  irréductibles  à  un  nombre 
limité  de  symboles  algébriques  ou  exponentiels  :  Lioiiville,  le 
premier,  a  traité  cette  question  (').  Au  point  de  vue  pratique, 
on  doit  se  préoccuper  des  services  qu'elles  peuvent  rendre.  Or, 
les  applications  des  fonctions  elliptiques  sont  innombrables  :  on 
les  retrouve  en  Arilbméticpie,  en  Algèbre,  en  Gc'-omélrie,  en  Méca- 
nifpie,  en  Plivsique  (-).  u  C'est  que  les  travaux  des  géomètres 
dans  ces  dilférenies  direclious  sont  si  étioilement  liés  qu'ils  se 
rencontrent,  malgré  la  diversité  de  leurs  buts,  diins  les  mêmes 
théories  analjti(|ues  (•').  » 

§  IV.  —  Li:s  FONCTIONS  (T,  ^,  p  T)K  Wkikhstrass. 

147.  La  fonction  d.  — -  Le  sinus  est  un  produit  infini  nul  pour 
les  valeurs  ]xtz  :  par  analogie  considérons  le  produit  infini,  nul 
aux  points  2  ato  -+-  2  u'to'  (  '  ) 

/  ;JL,   |jl'=  o,  =tr  I,  zr  •).,  . 

(1  )        3"^  =  ^  I    I    (  I —  ]  e^^      -  "''  (  "'  =  '■>■  ;J^w  -+-  1  ;jl'oj' 

H'  \        w  =  G  exclus 


(')  LiouviLLE,  /.  E.  p.,  XXIII"  Caiiior,  p.  S;;  i83i,  et  J.  M..  1840,  p.  34-  Il 
montre  l'impossibilité  de  la  rérluction  des  fonctions  elliptiques,  lorsqu'on  les  con- 
sidère comme  fonctions  de  leur  anipiilude,  et  étalilit  qu'elles  sont  d'une  transcen- 
dance plus  ('levée  par  rapport  au  niudule  que  par  rapport  à  l'anipliludc. 

(-)  l.a  série  0  de  Jacohi  s'était  présentée  à  Fourier  dans  ses  rechcrclies  sur  la 
chaleur.  Les  fonctions  elliptiques  ont  été  appliquées  à  la  Théorie  des  nombres,  à 
la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  def;ré,  à  l'élude  des  courbes  de  j;enre  un 
et  des  surfaces,  aux  problèmes  de  mouvement  des  corps  (pendule,  rotation  des 
solides,  courbes  élastiques,  etc.). 

(')  Hermite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences.  4°  édit.,  p.  2?.5. 

(  ')  Ces  produits  infinis  ont  été  introduits  par  Eisenslcin  {J.  de  Crelle,  t.  35); 
mais  c'est  à  Wcierstrass  qu'est  due  la  forme  simple  de  la  fonction  ff.  Pour  les 
notations,  cf.  Formules  et  propositions  pour  l'emploi  des  fonctions  elliptiques. 
d'après  Wcierstrass  et  Schwarz,  Irailuction  Padé,  1894. 
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to  cl  to'  c'IanL  ilcii\  iioinl)ifs  dont  le  r;i|)|)Oil  csl  iinagin;nre;  on  le 
désignera  par  la  notation  '3'(s  |  to,  <>)')  lorstiiToii  voudra  mettre  ses 
périodes  en  cv  kIcucc. 

D'après  mic  jjropdsilion  j^énérale  de  Weieistrass  (n"  281)  c'est 
une  traiiscendanlc  entière.  Ici  étahlissons  clirrclement  sa  conver- 
gence absolue,  et  |)Our  v  par\cnir  prouvons  celle  de  la  série  U  de 
terme  général  |//«|,  «pic  I On  ohlicnl  en  posant 

La  série  douMe   U  est  comparable  pour  la  convergence  à  celle 

de  terme  i;(''ii(''riil   '    ■>    nuisciue  dans  les  deux  séries  on  ijeut  asso- 

■  ,,..1      I  1  1 

cier  les  termes  de  façon  tpie  le  ra|)porl  de  leurs  modules  ait  pour 
limite  -^  cpiand  i\'  aui;niente  iudi'liniment.  Or  la  série 


>.|i.t.j  M-  •.ttj.'to'  )■'  \^       jjL  =  jji'—  o  exclus 


converge  alisolumenl  (p.  20-)  et  reste  absolument  convergente 
lorsqu'on  multiplie  ses  termes  par  le  fadeur  Uni  :;•'.  iJonc  le 
produit  i  converge  absolument  et  unifoinn'nnent  dans  tout 
doutai  ne  Jini  (  '  ). 

148.  Celte  fonction  ri  prend  une  iirjinilé  de  formes,  sans 
changer  de  valeur.  —  l'osons 

co,  =  mio  -\-  niii  /  III.  II.  />.  t/  (Ml tiers 

w',  — />to  -)-  </ti)'  I  iinj  —  iiji  —    ':  I 

ii'i  -  ■?.  \ii  loi  -~  ■}.  \x\  (o'j  \  ]X\,  fji',  =  o,  1'    I ,  ...  :  u'i  =  0  exclus 

Les  nond)res  4\'  et  tr,  sont  les  mêmes  à  Tordre  piès  ;  aussi,  à 
l'ordre  près,  les  produits  ^(clw,  oj'),  3'(c|o),,  w',)  sont  composés 
des  mêmes  facteurs.  L'ordre  des  facteurs  ('tant  indillérenl,  les 
deux  produits  sont  itienlicjncs.  Ainsi  la  fonction   ^   ne  tliange  jkis 


(')    (^i)iiiiiic    le   siiMis.    I;i    funiliuii    r    i>l    iiii|)iiiri';    le    r;É|i|)(ir(    ili-    Ni    fniiilinn    .1 
l'ar;;iiiiii'iil  ti'inl  vcis  i,  <]iiaii<l  riir^ninciil  n'iitl  m-i's  /.cro. 
J'uulis  ses  racines  sont  mises  en  évidence  (p.  i/j'i),  elc. 


LES    FONCTIONS    3',    ^,    J)    l)i;    WI-IKUSTHASS.  sSy 

(juaiid  on  y  rcni|>lace  le  syslruic  des  périodes  par  un  système 
(ujui^alenl  (jitclconf/ne  ('). 

•  149.  Première  fonction  associée  :  la  série  double  X,.  —  l*^n 
prenant  la  dérivée  logarilliniiqnc,  lernio  par  lei-nie,  du  piinluit  'j, 
on  ohlienl  la  séi'ie  douhlc 


t 


=  o  exclus 


Éludions  celte  série  dans  un  duniainc  fini,  ne  renfennaiil  aucun 
sommet  du  réseau  des  périodes.  Son  terme  général  |»ôuvanl 
s'écrire 


(;;  —  (T  )  1^2 


elle  est  comparable  à  la  série  de  lerme  général  —  (dans  les  deux 
séries,  le  rapj>orl  des  ternies  correspondants  a  pour  limite  :;-, 
pour  (V  infini).  J^a  série  projiosée  converge  donc  absolument  dans 
tout  domaine  ne  contenant  ni  l'origine,  ni  les  points  (v,  et  uni- 
formément dans  tout  domaine  ne  contenant  aucun  de  ces  points 
et  dont  la  frontière  en  reste  à  une  distance  finie.  Nous  la  repré- 
scnlcrons  par  X^z.  Du  reste,  à  cause  de  la  convergence  du  pro- 
duit d  et  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  5^,  cette  série  est 
la  déii\ée  logarillimique  de  la  fonction  a";  aussi  l'on  éciira 


(^ Z  Z  ^^   \Z  IV 


(■>■) 


La  fonction  X^  est  uniforme.  Elle  n'a  d'autres  singularités  que 
des  jiôles  (o  et  (v)  ;  ce  sont  des  pôles  de  résidu  i .  Elle  est  impaire. 

loO,   Deuxième  fonction  associée  :  la  série  double  p  (-).  — 
Eu  dérivant  terme  par  terme  la  série  ^,  on  oblient  une  nouvelle 


(')  C'csl  une  proprii-U'  (|iic  n'auront  pas  les  fondions  H  Je  Jacol)i;  elles  seront 
multipliées  par  des  exponentielles  lorsqu'on  substituera  aux  périodes  un  système 
é(|uivalenl.  (Cf.  IIeumite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences.  4°  édit.,  p.  a'|8. ) 

(■-)  L'existence  des  fonctions  '^  et  ,)i  résulte  aussi  des  lliéorémes  généraux 
déniontiés  au  Livre  II. 

La  formule  (3),  peu  eoiiimode  pour  le  calrul  nuMiéri<|ue  de  la  fonction  j\  met 
iiMs  simpli'iiii'nl  en  évidence  sa  nature. 
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série,  cloiiL  la  coiivcrj;iMicc  (ahsoliic  cl   iiiiilornif  )  sétahlit  encore 

p. Il"  cotupaiaisoi),  à   l'aide  de  la  série    7  (  ii'' i    '  ;    imus  la   icpré- 

senlerons  par  -  pic).  Du  resle,  poiii'  hi  iiniiic  raison  (juc  Imil  H 
riiciire,  la  déii\ali(tii  Icniic  |tai'  Icniic  Ac  la  loiiclioii  ^  d«iiiiic  la 
dérivée  de  celle  lonclioii  ;   aussi  I  011   posera 


(3) 


p^=_c^=^  ,-2;'|,vJ7rïï-a^] 


J>a  foiiclioii  pz  est  iiiiiroiiuc  ;  elle  a  les  mêmes  ré|^ions  de  eon- 
vcryencc  ahsoliie  el  iiiiiforine  que  la  série  'Cz:  elle  a  |)Our  pôles 
doubles  les  |)oiiils  o  et  «v  ;  enliii,  c'est  une  loiicliou  paire. 

La  coinhiiiaisoM  des  é^alilés  (■■>.  )  et  (  3  )  doiin»; 


/-  ,  (  j' z  y-  —  -j  z  j" . 


Eu  dérivant  lerme  par  terme  la  série  p,  on  oblienl  une  nou- 
velle série  double,  absolument  et  uniformément  con\ergcnte  dans 
le  même  domaine  rpic  les  séries  "C  et  p  :  c'est  la  dérivée  de  _p.  D'où 
l'égalilé 


II»  IV 

Cette  ioiiction  uniforme  a  pour  pôles  les  poinls  o  et  iv  ;  ees 
pôles  sont  triples.  Elle  est  impaire,  puis(|u'elle  est  la  dérivée  d'une 
fonelion  |)airc. 

(^)uan(l  on  veut  mettre  en  évidence  les  périodes,  on  écrit 

;(::|(o,  lo'j,     j)(-|co,  w'),     ji'i^,(o,  w'). 
loi.    D.ms  I  éyalih-  (.')  1,  auyinenlons  r.ii^uMiciit  ilc  \>.m\  i!  vicmI 


p(z    4-  2WJ  = 


(- 


' yT L L\ 

■JLIM  )'-  WM^     I    (  -3  -r-  ail)  —   il')-  (»•*  J 


l'aiscms  sortir  du   -^i^iic  de    sommalioii   le    lerme      ,,    \  \\    coires- 
pninj  an  s\  >lriii<'  (je    \  alcii  i>  'A  -1-  I  ,    |x'--o),el   laisoiis   \    ciilrcr   le 

terme  r- rr  (  il  n'y  li;2urail  pas,  nuisciue  \v  --  o  était  exclus),  (le 

gronpemeni   des   leiines   iiionlre   (pie  le  second  membre  de   la  der 
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nière  égalité  représenle  pz.  Cette  fonction  adniel  donc  la  pé- 
rlode  a  Cl),  et  dès  lors  aussi  la  période  •>.  d)'. 
On  en  conclut  les  égalités 

OU  l)icii,  t'ii  iiiU'gran t, 

Ç  (  -3  -f-  '2  o)  )    =  Ç  ;:  -f-  -2  f , , 


,  (  ;:  -r-  2  co  )  =  ç  5  -+-  '2  r,  . 

Les   conslanles  d'iiilégralioii  r,  el  r,'  s'ohliciulront    rii    doiiiiiiiil 
à  ;  les  valeurs  —  (o  et  —  w'.  Ou  a  ainsi 

|)uiS(|U(^  la  louclion  ^  osL  impaire. 

La  première  des  formules  (4  )  peut  s'écrire 


cr;^-  -t-  -2  0)) 


L'inlégraliou  donne 

^(«     -  iw)  =  C  c-O-  0'^. 

En  remplaçant  :;  par  —  (o  et  en  se  rappelant  que  la  fonction  j 
est  impaire,  on  voit  que  la  constante  G  a  pour  valeur     -  e'-'^^'^. 
De  là  les  relations 


(5) 


les  fonctions  3"  sont  àonc  périodiques  de  troisième  espèce. 

L'application  répétée  de  ces  formules  permet,  connaissant  les 
valeurs  des  fonctions  3",  ^i  P  en  un  point,  de  les  obtenir  aux  points 
équivalents  ('  ). 


(')    A.  la  fonction  3*  on  adjoint  trois  fonctions  qui  jouent  par  rapport  à  elle 
le   niôinc   rôle   que    le   cosinus  vis-à-vis   du    sinus,    lilles    sont    définies  par    les 

rgalilés 

r ,  c  =  e'!--  — ^ '  »  =•, z  ---.  et"'  '-'■••)=  ^^—, rr—  >  r ,z  ^  é'r-  —^ ; — L . 

r^enr  élude  se  ramène  à  celle  de  r  :  ce  sont  des  foiicliiMis  paires,  etc. 

Dans    la  notation   de  Jacobi,  un   |>cu   niodiliéi-   par  llciinite.   i;i  fniiction  ^  est 


a{o  i.iviu:  1.  —  niAi'iTHi:  m. 

l''ri  rt'stimé,  celle  (''IikIc  -(niiiiiiiiic  <lcs  loiicliuus  de  \\  eierslrass 
a  consislé,  après  avoir  élahli  Iciii-  cxi^leiiee  el  Iroiivé  leurs  zéros 
ol  leurs  mlinis  : 

i"    A   iliscutir-  leur  jit'iiixlieih'' ; 

■>.  "  .V  pr<'*j)ai(r  la  reclierche  de  relaliuiis  en  Ire  ileii\  loiielioiis 
(.l'artriiiuenls  JiHérenls,  enire  une  fonclion  el  sa  dérivée. 

Ce  sonl  ces  problèmes  ddiU  ou  poiir--ui\  ra  1  cxanit  ii  :  nu  clier- 
clieia  ce  (|ue  devieuueul  ces  l'ouctious  lorscpiOu  au:;uuule  leui' 
ar<,aiuient  iluu  tnulli|)le  ou  d'un  sous-uiulliple  des  période?.,  el  ron 
étudiera  les  ihéorèiues  d'addition.  Les  fondions  llièla  donneront 
lieu  au\  mêmes  questions.  On  verra  mieux,  leur  laison  d'être 
<iuand  nous  parlerons  des  deux  propriétés  foiKlionneiles  (;araclé- 
rislicpies  des  lonclions  ellipliques  ('). 

Io!2.  Dcij^rnérescence.  —  J.orscpie  les  j)ériodes  deviennent 
inliiiics,  les  (onctions  3",  Z  et  p  se  réduisent  à  des  fonctions  plus 
simples. 

St/pposons  co  et  co'  injînîs.  —  Dans  la  série  jj,  tous  les  termes 
disparaissent,  saul  le  premier,  el  il  vient 

I 

doù.  par  inti'-yi'al  lou 

Oaand  iinr  seule  pci  iode,  (.<)'  [)ar  exemple,  est  i/iji/iii',  on  a 
n^=-l--^y'r ' !— 1  (a  =  -,.dr..  ...). 


I  rtM]]l;i<i-r  par  tmc  l'cmlion  '/..  i|iii  «-ii  ilitlVic  par  un  Icriiu'  liiu'aire  rii  :■,  clmisi  de 
lilk*  sorte  que  ta  fomlion  '/.  (iilnictli-  la  /irriodc  >(.>.  Des  lors,  on  a  (J.  de 
Crclle,  l.  8-2,  p.  345; 

z,  =  ,   .;=-'..-. 

(')  C'est  pour  les  inrriics   raismis  (|ii'iii  'rri;;iiiioMii'liic   cliiniiil.iin'    on  clifrclu' 
avant  loni   a  it.ililir  un  llicorrnir  d'aiMil  hm  rt   la   p<  i  ioi|i<  itc. 
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La  série  ^  — ;;  avant  pour  somme  ^-  ('),  on  en  lire 

7t2  I  \^'  I 

I  -2  w-        z-        JtÊtA  {z  —  ■?.  ;jia)  )- 

et,    par    suite,    en    rapprochant    cette    égalité    de    la    définilion 
de(sin-^)~',  on  obtient  la  formule  de  dégénérescence 

pz  = ;+7 — ï (w  =  3o). 

sm2  — 

2ti> 

On  en  déduit,  en  intégrant  et  en  donnant  aux  constantes  les 
valeurs  voulues, 

TT''  7C  TT  5  2  tO ;     .      TT  3 

lz  = -5H col- — >  ^z  =  — e^.w'sin — . 

Les  fractions  rationnelles  et  les  fonctions  circulaires  rentrent 
donc  comme  cas  particuliers  dans  les  fonctions  de  Weierstrass. 

§  V.  —  Les  fonctions  thêta  de  Jacobi. 

153.  Qu'il  s'agisse  d'étudier  au  point  de  vue  théorique  les 
fonctions  elliptiques,  ou  de  s'en  servir  dans  les  applications,  les 
fonctions  cj,  Î^,  p  de  Weierstrass  sont  d'ordinaire  préférables  aux 
transcendantes  anciennes.  Elles  donnent  pour  l'expression  géné- 
rale des  fonctions  elliptiques  un  élément  de  réduction  plus 
simple  (-);   elles  conduisent  à  des  formules  plus  sjmélriques  : 


(' )  La  reclierche  des  sommes    ^    — j-  se  rattache  à  l'expression  des  iiombies 

de  Bernoulli   {cf.  Jordan,  Analyse,  i"  édit.,   t.  L  P-  359 ).  lJi"'s  le  cas  particulier 
ci-dessus  (/>  =  i),  il  suffit  de  considérer  la  double  identité 


T7~  ~  ¥:^V"i  ÏV^"') 

=(.4)(-s)-(-$) 


cl  d'égaler  les  coefficients  de  z-  pour  avoir  la  formule  cherchée. 

(')  Par  exemple,  les  fondions  de  Jacobi  sn,  en,  dn  rapportées  à  un  même  sys- 
tème de  périodes  '\k  cl  \  ik'  onl  (jualre  infinis,  tandis  ([ue  ji  a  un  seul  infini  double. 
V.  lù 
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en  parllculicr,  (l;ms  hi  lonclion  -i,  les  deux  jx'riodcs  joiicnl  le 
niêiue  rôle. 

Mais  l'cUe  sviiK'inc  iiiiisinic  des  propi  i(''lrs  (pic  I  ('tii|»l(pi  d";iiilres 
Irauscoiidaiilcs  ne  laisse  plus  confondues  (^').  Aussi,  non  sculc- 
uienL  les  lonclions  llièla  de  .Ia(;ol)i  (-)  présenleiil  un  iiil(''rèl  liislo- 
rique  (c'est  par  elles  (pie  J ace d)i  a  développe^  la  llK'onc  des  lonelions 
cllipli(pies).  un  iiilirt'l  prali(|ne  [sans  la  connaissance  des  fonc- 
tions (-),  la  leeUire  des  OEiivres  de  Jacoiji,  d'Ilermile,  des  travaux 
j)nhliés  pendant  les  5o  années  qui  ont  suivi  l'apparition  des  Fun~ 
c/a/ne/it({  noKd  (i8:>.q  )  est  impossible],  mais  elles  consliliu-iit  un 
élément  aiialvlicpie  iililc,  j)ar  exemple  dans  la  théorie  des  nombres, 
jioiir  la  découverte  de  iiomhreuscs  relations  (•'). 

Plus  loin,  ces  roiuiions  tlièta  se  déduiront  des  fonctions  j  ;  ici, 
introduisons-les  diiectemen t. 

loi.  Soient  (o  et  u)  deux  imaj^maiics  telles  (juc  dans  le  rap- 
port —  le  coefficient  de  /  soit  positif.  Jacobi  coiiSKl(.'re  la  série 


0( 


I       V^  («+-1       12/1 +  11- •  /  71; —     ,       ,  \ 


(  '  )  Les  produits  r  à  doiihh?  ciiliée  soiil  dos  Iransccndanlcs  cnlicrcs,  périodiques 
de  troisième  espèce  relativement  à  2(.)  cl  .uo'.  I^cs  séries  tliéla  à  simple  entrée 
sont  des  transcendantes  entières,  péri()di(iiK's  de  première  et  de  troisième  espèce  : 
les  périodes  n'y  entrent  plus  que  par  leur  rapport. 

(')  Jacobi  étudie  simultanément  quatre  séries  d'exponentielles,  et  prend  deux 
types  de  notations.  Le  plus  souvent,  comme  dans  les  Fundaincnta  no\o,  il  les 
désigne  par  ft(-),  ll(-),  *^i(-=)-  H,(:;);  c'est  aussi  ce  que  fait  Hermile.  Quand  il 
part  de  l'élude  des  séries  elles-mêmes  pour  arriver  aux  transceiulantes  elliptiques, 
il  emploie  les  séries  S7(:;),  S?,(i:),  ^^(c),  "^^^z)  (Œuvres,  t.  I,  p.  4y9);  acluel- 
lemenl,  avec  W'eierslrass  (et  les  nialliématiciens  allemands),  llal|)lien,  M.  Jordan, 
MM.  TaruK  ly  et  Molk,  on  fait  plutôt  usa^e  de  ces  fonctions.  I,c  passai^e  des  fcmc- 
tions  B  aux   fondions  S  (ou  aux  fondions  0  de  loriot  et  Houciud  )  est  immédiat. 

(■•)  \f)ici  en  quels  termes  Diriclild,  dans  son  IMojje  de  Jacobi,  apprécie  l'impor- 
tance de  ces  fondions  :  «  L«'S  rcclicrclics  de  Jacobi  sur  les  IransccndaïUes  eilip- 
ti(|ucs  ...  ^(iiit  Miitics  iTiiiu'  p<ris(c  (|ii'il  l'.iiit  |miiI -('t ic  iridlic  à  la  première 
place  |>armi  s«'>  conceptions.  C'était  l'idée  d'introduire  en  AiialN^c,  rofiinic  /rans- 
cendantes  à  étudier  pour  eltes-mémes,  les  produits  infinis.  <|ui  p;ii'  l(iii->  (|iio- 
lients  avaient  servi  à  Miel  [kour  exiiiimer  les  fi)ndion>i  elli|)liqucs.  Iji  rcpiéscutant 
par  un  di'-M'loppejn<'nl  <ii  "-ci  ic  c<'s  produit--,  i|iril  finit  du  r<'sle  rc'garder  comme 
de  même  nature  et  comme  de*  eus  particuliers  d'iuie  transcendante,  il  faisait 
Connaître   un*-   foiiriion    iviwonliV-e   par    les    malliématiciens    frant'ais   dan--   liui'. 
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i"  C'est  une  fonction  transcendante  entière. 

En  ertet,  séparons  hi  série  en  drii\  autres,  corrcspontlanl  aux 
valeurs  positives  et  aux  valeurs  négatives  de  /?,  et  à  chacune 
d'elles  appliquons  la  règle  de  convergence  lelative  à  y/|//„j.  En 
posant 

=■  X -^  lYi  —  =  X  =  a -h  ib         (i»>o), 

on  a,  pour  «  >»  o, 

expression  qui  tend  vers  zéro  pour /i  infini,  si  grand  que  soit  \y\, 
à  cause  du  facteur  e~"'"*.  l*ar  suite,  dans  tout  domaine  borné,  l'on 
a,  à  partir  dune  valeur  assez  grande  de  n, 

I  V'îh,  I  <  a,  i  "«  |<  a"         (o  <  a  <  I  )  ; 

donc  la  série  qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  n  converge 
absolument  et  uniformément  (p.  i  aa). 

Un  raisonnement  analogue  s'applique  à  la  série  formée  par  les 
termes  à  indices  négatifs.  Donc  la  série  Q  converge  absolument  et 
uniformément  dans  tout  domaine  fini. 


rcclicrrlios  sur  la  Pliysiquc  malliémaliquc,  mais  donl  ils  avaient  fait  peu  de  cas 
et  n'avaienl  découvert  qu'une  propriété.  »  {Œinres  de  Jacobin  t.  I,  p.  i!\.) 

«  Je  vois  sans  regret  les  fonctions  sn,  en  et  dn  reléguées  au  second  plan;  mais 
qu'il  me  soit  permis  de  plaider  un  peu  en  faveur  de  la  fonction  0.  Ca  série  si 
simple  qui  la  représente  met  presque  immédiatement  en  évidence  ses  propriétés 
essentielles,  et  cet  avantage  me  semble  compenser  bien  des  inconvénients.  Je 
crois  donc  qu'elle  ne  tardera  pas,  après  une  disgrftce  passagère,  à  reprendre  son 
rang  à  côté  de  la  fonction  r.  »  [I^oixcaué,  Aolice  sur  Halphen  (/.  L.  P., 
LX*  Cahier,  p.  i58).J 

«  La  fonction  a'  n'a  pas  définitivement  détrôné  les  fonctions  6,  et  en  parti- 
culier celles  de  M.  Ilermite,  comme  pua  détrôné  sn,  en  et  dn.  La  simplicité  du 
développement  des  6,  la  rapidité  de  la  convergence,  l'élégance  de  leurs  propriétés 
leur  assurent  une  place  importante,  et  de  cette  place  elles  ne  seront  jamais 
délogées.  »  [Poincaré,  L'Œuvre  de  Weierstrass  {A.  M.,  t.  WII,  p.  i3).] 

«  Hermite  reconnaissait  sans  doute  l'avantage  des  notations  de  Weierstrass  au 
point  de  vue  de  la  théorie  générale,  et  certains  invariants  mis  en  évidence 
étaient  faits  pour  lui  plaire.  Mais  je  crois  que  la  symétrie  introduite  le  louchait 
peu,  la  dissymélrie  dans  les  périodes  se  produisant  nécessairement  dans  les  appli- 
cations. Rien  n'aurait  pu  le  décider  à  ai)an(lotiner  les  fondions  6  et  les  admi- 
rables identités,  si  précieuses  pour  l'Arithmétique,  donl  la  forme  lui  était  fami- 
lière depuis  tant  d'années.  »  [PrCARD,  L'Œuvre  d'Hermitr  {A.  F..  .^..   if)Oi).] 


24f  i.ivni:  1.  —  niAPiTRi;  iir. 

On  en  conclut  (jii'clle  csl  (^onliniic. 

On  démontrerail  de  la  même  manicrc  que  la  série  formée  par 
les  dérivées  des  termes  de  la  série  0  jouit  des  mêmes  propriétés  : 
c'est  donc  la  dérivée  de  la  série  0. 

Par  suite,  la  série  9  est  continue,  uniforme  et  analvti(jue  dans 
tout  le  plan,  ainsi  que  sa  dérivée  :  c'est  une  transcendante  en- 
tière. 

2"  /:7A'  r///ni('(  la  pciiode  4 w,  et  est  périocli(juc  de  troisième 
espèce  fut I-  rujiport  à  iio'. 

En  cllcl,  piir  l;i  suijslilulion  (:;,  z -\- -.km),  chaque  lenne  //„ 
de  O(-)  est  iiiiilii|)li(''  |)ar  t^'^w+iTr^^  ^^  j,\g  JQ^g  change  de  signe  : 
d'où  la  période  \  m. 

i  TZZ 

Si  l'on  représente  e'^  jiar  ^,  la  suhslilulion  (:-,  z  -h  ^  i'>')  trans- 
forme ç  en  r/l,  cl  i/,i  en 

WT  I,  {"  +  -)'  +^i   "+)     >.  I  ("-+--1^ 

=  —7-' ç-2«„+,  =  —  </-' e      '^  tt,j+i. 


Chaque   terme   se  transformant  dans  le  suivant,  à  un  facteur 
prcs  toujours  le  même,  on  a 


\{z-^  210')  =  —  7-'  e'"^''~f)iz). 


loo.  En  Irigonomélrie,  on  associe  au  sinus  la  fonction  obtenue 
en  augmentant  son  argument  du  (piart  de  la  période  ;  c  est  le 
cosinus. 

De  même,  il  est  commode  de  mener  de  front  l'étude  de  quatre 
fonctions  qui  s'échangent  entre  elles,  lorsqu'on  ajoute  à  leur  argu- 
ment des  fractions  de  périodes. 

Avant  (le   les  délinir,  translormons  la   fonction  0  en   v  prenant 

cr)Mimc    argument  -""=(',    et    en    v    introduisant    le    rdpporl   -.. 

Ô(^),  qui  dépendait  des  variables  v,  (■),  (.)',  tievieni  une  lonc- 
lioti  .'^((i")  tics  deux  variables  r  et  t,  admettant  la  péiiode  u,  et 
périodi(|ue  de  Iroisiènu;  cs|>èc('  par  rajtporl  à  -.  On  lui  associe  les 
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fonctions 


1  ,' 


n  —  —  00  n  —  —  » 

■+■  00 

Sri(i')=     \^    (— i)"g'"'e2"''iî'. 

ni-  —  X 

On  désigne  ces  Iranscendanlcs  eiiticres  |)ar  les  nolalions 

lorsqu'il    faul    nicUrc    en    évidenee    soit    le    rapport   t,    sf)il    le 
nombre  q. 

Groupons  deux  à  deux  les  termes  pour  lesquels  les  exposants 
de  e  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Les  fonctions  se  pré- 
senteront sous  forme  de  séries  trigonométriques,  commodes  dans 
les  applications  numériques  à  cause  de  leur  rapide  convergence; 
on  aura 

i  9  ^^   . 

Si(p)=        27*  sin    ~v  —  iq*  ^'inlr.v -^  iq  '*   siiiSTTC — ..., 

'^^{v)  =^  iq'*cos  rc -f- 2<7*cos3rf -H  2^' *  cos5-i' -i-. .  ., 
2r3(p)  =  i-f- 27  COS1- V  -^  iq'*co?>f\T.v  ^■iq'^  cos6-c -+-.  . ., 
3^4(1;)  =  1 — iq   coiiT^v -\- 7.q'*co?,^T.v  —  iq^    cos6-t' -+-... . 

La  fonction  ."^i  est  impaire;  les  autres  sont  paires. 

156.   Ces  développements  donnent  immédiatement 

2;,(t^-^i)  =  — 27i((^),  :3,(r-i-.l)=  3/2(1'), 
27,(^^-1)  =  —  2r2(i'),  27,(1^-4-^)  =  — Si(f). 
%{v~i)=      2r3(i').        273(1^ +  i)=    .2r4(fr-), 

Remplaçons  n  par  /«  4-1  dans  la  formule  (|ui  délinil  .^,  (_r)  ;  il 
vient 

(n  +  'X 

27,  {v)  =  K    "V    (—1  )"  +  i<^\   "^2/  e(2«+i)7î((i'+T)<jr  eî'î"'^ — e"''^''^^'  27,(i'-î-t); 

n  =  —  00 

par  suite,  en  reprenant  pour  les  fonctions  STj,  ."^3.  .:7i  tin  calcul 

analogue  et  en  posant 

_i 
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on  oblicnl  les  nouveaux  groupes 


2, 

2?;(t>-i-T)  =  — A2;i(r),        ^iU'+  -]  =  iB27,(r). 

Ils  monlrenl  que  /es  quotients  deux  à  deux  des  fonctions  .3 
sont  doublement  périodiques. 

Enliii.  lii  cDiiiliiiiaison  des  l'orniules  du  deuxième  et  du  (jua- 
triènie  groupe  donne 

^4(1'-+--'-^)=         B  &,(«')• 

On  voit  ainsi  comment  les  fonctions  2r  se  permutent  entre 
elles  lorsqu'on  ajoute  à  leur  argument  la  moitié  ou  le  quart  des 
périodes  ('  ). 

lo7.  Supposons  c'R.  ( — :]  >o;  on  peut  alors  passer  du  produit 
infini  i z  à  la  série  d'exponentielles  .*^i(«')  par  la  relation 


1  ■'î .. 


=  2  w 


(^=i) 


Weierstrass  l'établit  en  prenant  comme  jtoinl  de  départ  un 
développement  de  la  l'onction  d  en  jiroduil  inlini  simple,  cl  une 
transformation  de  ce  produit  en  série  (-). 

On  en  déduit  que  les  seuls  z('ios  de  la  fonction  impaire  2/,  sont 
l'origine  et  les  points  congruenls  a  -(-  jjl't,  vj.  cl  jjl'  étant  des  entiers 


(')  Cf.  Weierstrass  cl  Schwarz,  Formules,  etc.,  trad.  Padt'.  p.  ^.î,  ou  Tan- 
NEHY  cl  MoLK,  Fonctions  elliptiques,  l.  II. 

(')  Weikhstrass  cl  Sciiwarz,  Formules,  rtc.  Irad.,  p.  (O.  —  Tannkhy  cl 
.Moi.K,  Fondions  rllijitifjues,  t.  II.  p.    '. 
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arbitraires  (zéros  que  les  formules  du  numéro  précédenl  menaient 
en  évidence)  puisque  les  seuls  zéros  de  la  (onction  i  sont  aux 
points  2  [jiw  H-  2  iji'to'. 

Ces  mêmes  formules  j)ermellent  de  roiiclui-o,  les  z«'r<)S  de  la 
fonction  !j|  étant  suj)p()sés  connus,  f|ue  les  zrros  et  les  seuls 
zéros  des  fondions  l^o,  SJh,  ?j;  sont  respectivement  congrus 
a  ->  )  -  modulis  i ,  t. 


2 


§    VI.   —   Li;S    FONCTIONS    TMKTA   A    PI.lSIKinS   AR(;i  MKNTS. 

158.  Les  fonctions  de  Jacobi  à  un  seul  argnmcMit  rentraient, 
directement  ou  indirectement,  dans  le  type 

6(;:)=     V     e'^^i\]i--<'  +  \j.z)        (rt  =  rt'-i- m";  rt">  o). 

!J.-     -00 

C'est  en  considérant  'j.- a  et  a^  comme  des  cas  pailicniicrs 
d'une  forme  quadraticpie  par  rapport  à  des  entiers  et  dune  forme 
linéaire  par  ra|)port  à  des  variables  qu'on  en  a  déduit  des  séries  à 
j)  arguments  (  '  ). 

Ces  séries  conduiront  à  des  fonctions  uniformes  avant  2/>  sys- 
tèmes de  |)ériocles;  en  permeltant  l'inversion  des  inléi;riiles  abé- 
liennes,   elles    fourniront   directement   les    fonctions   abéliennes; 


(')  Les  fonctions  thêta  d'une  variable  avaient  permis  à  Jacobi  de  faire  l'inver- 
sion des  intégrales  elliptiques  et  d'étudier  directement  les  fondions  elliptiques. 
Par  une  généralisation  que  Jacobi  appelle  une  divination  heureuse,  en  iS46 
Gopel  (/.  de  Crelle,  t.  35,  18^7)  et  Rosenliain  {Savants  étrangers,  l.  \I:  J.  de 
Crelle,  t.  40)  introduisirent  les  seize  séries  £f  à  deux  arîtuments  dont  nous  par- 
lons plus  bas,  et  s'en  servirent  pour  la  représentation  directe  et  explicite  des 
fonctions  inverses  des  intégrales  liyperelliptiqucs  dans  le  cas  où  le  polynôme 
sous  le  radical  est  du  cinquième  ou  du  sixième  dc^ré,  fonctions  quadruplement 
périodiques  déjà  étudiées  par  Jacobi  (/.  de  Crelle,  t.  13,  iS3.)).  Wcierstrass 
étendit  la  solution  aux  intégrales  hypcrelliptiques  d'ordre  quelconque.  Enfin 
Hicmann,  par  une  éclatante  découverte,  résolut  au  moyen  des  /onctions  thêta 
généralisées  le  problème  général  de  l'inversion  des  intégrales  de  différen- 
tielles algébriques. 

Cf.  Hi-UMiTK  (  C.  n.,  l.  XL,  XLVII,  etc.).  —  Wkikustuass  (Œuvres,  t.  I,  p.  i33 
et  297;  t.  II,  p.  45  c^  '25)-  —  Hui.MANN  (Of:uvres,  p.  142  et  4^  3  )■  —  KnoNECKEii 
(J.  de  Crelle,  t.  G8).  —  Tiiom.iî  ( /.  de  Crelle,  l.  75).  —  FKonExius  {J.  de 
Crelle,  t.  07).  —  Biuox,  Fondions  abéliennes,  p.  108.  —  Jordan,  Analyse, 
1"  cdit.,  p.  6i3.  —  Bakkr,  Abelian  funrtions,  p.  ^'(f;.  —  Clebscu  et  Coudan, 
Théorie  der  Jbel'sciien  Functionen.  —  W  eheh.  Théorie  der  Abel'schen  Func- 
tinnen,    c8-6.   —    SrnoTTiiV,    Abriss   eincr    Théorie    der   Abet'srhen    Functionen 


1^8  i-ivKK  I.  —  ciiAi'iTui;  m. 

elles  serviront  en  Géomélrie   dans  réludc  des  surfaces   ('),  en 
Mécanique  (-),  etc. 

Considérons  p  \ariablcs  indépendantes 

-:•/= -V-+- '-'v        (v  —  I,  A,  .  ..,/j); 
/>- constanles  \^—^ au  plus  sont  distinctes     (') 

u),.,  =  oi/,.  =  w^r./ -+-  iiu'i,/,         ( /«",  ^  =  1.2,  ...,p)\ 

p  entiers 

|i,,      ...,      [X/,         (variant  de — x  à  -+- •>:). 

Introduisons  une  forme  quadratique  es  par  rapport  à  ces  entiers, 
et  une  forme  linéaire  'i/  par  rapport  aux  variables 
r       p  r 

cp  =  N     \  (0/,/  i-i/.  iJ-h        4'  =  ^  '-^  !^v-=v 

La  série  0  sera  définie  par  l'ég^alité 

OC  00 


T"0/?  f/zr/  Variabeln,  1880.  —  Puvm,  Untersiichungen  iiber  die  liiernann'sche 
Theloforntel,  iKB:;.  —  Ivuazku  uikI  I'kym,  Aeue  Grundlagen  einer  Théorie  der 
allgemeinen  Tlietafunctionen,  iS()2.  —  AVirtinger,  Untersuchungen  iiber 
Thêta funclionen,  iSgô.  —  Stahi.,  Théorie  der  Abelschen  Functionen,  1896,  etc. 

(')  Cf.  par  exemple  :  Hb'MREUT,  Théorie  des  surfaces  hyperelliptiqties  {J.  M., 
i8f)3  ).  —  \\  ebi;h,  Ueber  die  Kummer'sche  Flache  vierter  Ordntttig  (  J.  de  Cre/le, 
1.84). 

(')  Cf-  P'""  exfiii[)lf  le  Mt'iiiniic  iciiiiuiinf  df  Sipiiiii;  Kow.M.vivsKi,  Sur  le  pro- 
blème de  la  rolation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  Jixe  {A.  M.,  t.  \ll). 

C)  Les  ip  systèmes  île  p('riodcs  d'une  f*>iirtif)n  iiniforine  <jiiel((>n(|iie  de 
p   variables   satisfont,    après    une    IransfoiiiKiliidi    de  deyrè  eonviMiabii"  elTectuée 

sur   ces   périodes,   aux    mêmes   relations      il   y  en  a  - — ~ (}ue   le  Tiililcau 

des  |)èiiodes  des  fonctions  0.  Aussi  non  seulement  toute  fonction  alièliennc,  uiais 
toute  fonction  méromorphe  ip  fois  périodir/ite  de  j>  r/i/iat/lcs  est  rcprésen- 
lublc  par  le  quotient  de  deux  fonctions  6  à  ]>  nrguriiriils. 

Ce  tliéorème,  connu  de  Hiemann  au  tèmoi^na;;e  d  lli  1  niiir.  ;i  été  éialili  par 
M'eicrstrass  (dans  ses  I,eeon>^  orales)  par  MM.  l'oiin  ;ir<'  rt  l'i<-ai(l  '  (' .  H..  iSS.'!. 
•••  vriiir^lic.  p.  ii'S'i  I,  |iai-  M.  l'oinearé  (.1.  )/..  I.  Wll.  y.  l'i'ii.  par  M.  Api^ll 
pour />  ---:  0  {J.  M.,  iM;)i),  «i  (riinc  inanièrr  èlcnienlairr  \>.\v  M.  raiiiir>f  (('.  II.. 
ï;}O.S  i"  semestre,  p.  SoS). 
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Discutons  d'abord  sa  convergence.  Si  l'on  appelle  'i"  et  •}"  les 
formes  représentant  le  coefficient  de  i  dan»  es  et  dans  'ji,  le  terme 
général  de  la  série  6  aura  pour  module  e"^'^'' '^'''  '.  Comparons-le 
à  l'expression  (cp"-f- (|/")~",  où  l'on  supposera  2a>>/?,  considérée 
elle-même  comme  terme  général  d'une  S('-ric  auxiliaire,  dont  les 
éléments  s'obtiennent  en  faisant  varier  [j.,,  ...,  u^  de  — od 
à  -f-co.  Cette  série  auxiliaire  converge  (p.  210),  à  condition 
que  la  forme  d'  soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  (entières 
ou  non)  des  [x  (le  système  u,  =  . . .  =  u.^  =  o  exclus);  par  suite, 
dans  le  cas  où  les  constantes  w/,/  sont  choisies  de  manière  à  satis- 
faire à  celte  condition  (et  dans  ce  cas  seulement),  la  série  0  con- 
verge absolument,  puisque  les  modules  de  ses  termes  décroissent 
plus  rapidement  que  ceux  de  la  série  auxiliaire. 

Le  même  raisonnement  montre  que  la  série  0,  dérivée  terme 
par  terme  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  variables,  engendre 
des  séries  jouissant  des  mêmes  propriétés.  Dans  tout  domaine 
fini  la  série  0  est  donc  continue,  uniforme  et  analytique  par  rap- 
port à  chaque  variable,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  :  c'est 
une  transcendante  entière  ('), 

Cette  fonction  est  paire.  —  En  effet,  changer  de  signe  toutes 
les  variables  revient  à  changer  le  signe  de  tous  les  entiers  a, 
modification  qui  laisse  intacte  la  forme  'l  et  permute  certains 
termes  dans  '^. 

Etudions  sa  périodicité.  —  1°  L'addition  de  l'unité  à  l'un 
quelconque  des  arguments  augmente  chaque  forme  '^  d'un  nombre 
pair,  et  dès  lors  multiplie  9  j)ar  une  puissance  entière  de  e-^',  ce 
qui  laisse  celte  série  invariable. 

2"  Remplaçons  l'un  des  entiers  |jiv(v=:i,  ...,/?)  par  u-v — '> 
ce  qui  ne  modifie  pas  la  série  B,  et,  en  même  temps,  ajoutons 
respectivement  aux  arguments  ^, ,  . . . ,  Zp  les  constantes  co,v,  . .  . , 
y,v  :   chaque  somme  ci -j- -i;  augmente  de  — 2;-, —  «'^w   H   vient 


M 


donc 


(')  On  verra  (Ciiap.  \\.  §  G)  <lc  quels  iléveloppemenl*  ecs  fonelions  sonl  sus 
ccpliblcs. 
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Aussi,  comme  Tahleaii  des  périodes  relalif  à  celle  fonclion, 
on  a 

(lO  . . .  ol.  (oi  . . .  o),  ...,  (o  . . .  oi), 

La  fonclion  est  |)('ii()di(|ii<'  <!(•  première  espèce  par  rapporl  aux 
systèmes  de  périodes  écrils  dans  la  première  li^Mie,  cl  penodnpie 
de  troisième  esj)ècc  par  rapporl  à  ceux  de  la  seconde. 

loîK   Donnons  une  autre  l'orme  à  cette  série. 

Par  la  suhslilulion  (:;v,  ^^v-v)  elTecluée  à  la  fois  sur  tous  les 
arguments,  on  peut  dans  les  p  premiers  systèmes  obtenir  comme 
périodes,  à  la  place  de  lunilé,  les  inverses  de  constantes  arbi- 
traires Av,  et  dès  lors  remplacer  chaque  système  (o  . . .  i  . . .  o) 
par  (o  ...-/...  o);  en  même  lemps  dans  les  p  derniers  systèmes, 
remplaçons  r.iioh/  par  to/;/.  Si  l'on  représente  par  ?!  la  fonction 
ainsi  transformée  (on  l'appelle  srrie  de  Rirmtinn)^  il  vient 

V  }•      r 

*  "         2  ^  IJ-V-V-+- '^    ^  (■'uH;!-'-/ 

—  '  ~i  I  •  •  •  I  "/'  '  ~    /^    •  •  •    ^\ 

Pour  que  celle  série  converge  absolumonl,  il  faut  et  il  suffit 
que  dans  la  forme  ^^  oi^i  [J-k  [J-^  la  parlie  réelle  soit  ni'gatU-e  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  (entières  ou  non)  des  u  (a,  =  ...=  U/,  =  o 
exclus). 

Appelons  SvetT,Jcs  siibst  il  ni  ions  qui  consistent  à  ajouter  aux  ar- 
guments (:;,  ...Z:,...z-,^  l'un  des  systèmes  de  périodes  (^o  ...-/...  o), 
((0,v...(i)vv-f'V'v)>  '•'  fonction  là  satisfera  aux  équations  fonction- 
nelles 

^(;:,l...l^v-^-*'l  •••-/')=  27(c,l...|cvl. ..!-/,)  ^,^,    ___^^,), 

Traiisfoiiuoiis  rell«^  S('ne  ?j  par  la  suhsl  il  ni  ion 

rfl'ccl  m'c  -^illlllllilnl■ln(■lll  | ion  r  Ion  les  les  valeurs  v  -  -  i p\  le>  i',,  et 

les  A,  lepif'seiitent  des  eoustauti'S  réelle^  (|ui  seront  ordinaiienienl 
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des  entiers  ou  des  nombres  rationnels.  Le  symbole  (  f  '  f  )  ou,  en 

-^  \ki...h,,J 

abrégé,  (  7  )»  est  dit  la  caractéristique  (\cs  fonctions  transformées. 

Représentons-les  par  S'(  J  j  (:;,  |  . . .  |  Zp)  :  il  suffit  d'écrire  expli- 
citement leur  définition  pour  voir  que  par  les  substitutions  S^ 
et  Tv  les  multiplicateurs  i  et  e~"^"^~'^"  des  formules  j)récédentiîs 
sont  multipliés  respectivement  par  e-^'"^'  et  e~-''''^',  ce  «jui  donne 


Ct/    * 


^(^■J:  j  (c,  -f- w,v|. .  .1  ^,,-1-  co/,v)  -  e-2/'v"'-2-,-(.,vv  lz(^1^^  iz,\...\  z„). 

Une  caractéristique  est  dite  normale  lorscpie  tous  ses  élé- 
ments ^v:  Ih  satisfont  aux  inégalités  o^^v<C  •?  o^Av<C  !•  13eux 
caractéristiques  sont  congriientes,  lorsque  leurs  éléments  corres- 
pondants ne  diffèrent  que  par  des  entiers;  des  fonctions  dont 
les  caractéristiques  sont  congruentes  se  ramènent  les  unes  aux 
autres  ('  ). 

A  leur  tour,  ces  fonctions  transformées  se  généralisent  et 
deviennent  fonctions  thêta  d'ordre  m  par  la  substitution 
(^vi  Wv/f,  /«vi  mz^^  /«tiJvA,  fnh^)^  m  étant  un  entier  positif,  effectuée 
à  la  fois  pour  toutes  les  valeurs  y  =),...,  p.  Les  substitutions  Sv 
et  ïv  multiplient  ces  nouvelles  fonctions  par  les  exponentielles 

On  regarde  comme  fonctions  thêta  normales  celles  qui  ont 
une  caractéristique  normale  :  nous  reviendrons  sur  leurs  pro- 
priétés (-). 


(')  Dans  le  cas  de  deux  variables,  les  caractéristiques  ont  ('-te  introduites  par 
Hermile  {C.  /?.,  t.  XL,  p.  3o8;  i855). 

(-)    La  série  de   Riemann   est  donc   la   fonction  ^   d'ordre   i  et   de  caractéris- 


tique 

So\l  p  =  2.  Les  seize  fondions  S;  il'ordre  i  ajanl  respectivenieiil  pour  caraclc- 
risti(]ue  cliaciiiie  des  seize  caractéristiques  (  °  1  (  ^,  /j  =  o.  -  1  sont  dites  hyper- 
elliptiques. 
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CHAI'ITRK  IV. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAU  DES  INTÉGRALES. 


«  Dans  l'œuvre  si  élendiie  de  Caucliy,  une  pari  jirincipalc  doit 
être  donnée  à  l'idée  fondamentale  d'étendre  la  notion  première  de 
l'intégrale  définie,  en  faisant  passer  la  variable,  d'une  limite  à 
l'autre,  par  une  succession  de  valeurs  imaginaires  suivant  un 
cliemin  arbitraire.  La  Science  n'a  point  d'exemple  d'une  concep- 
tion |)lns  féconde  (').   » 

((  C'est  à  Caucliy  que  revient  la  gloire  d'avoir  fondé  la  théorie 
des  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires  :  cette  théorie  a 
pour  ainsi  dire  doublé  la  puissance  de  l'Analyse  mathématique, 
el  a  été  le  point  de  départ  de  tous  les  travaux  qui  ont  suivi,  dans 
tous  les  pays  où  l'on  cultive  les  Sciences  exactes,  en  particulier  en 
Allemagne  et  en  France  (-).  )> 

Dans  ce  Chapitre,  en  parlant  des  fonctions  holomorphes,  nous 
les  supposons  définies  |)ar  les  conditions  de  Cauchy  (^). 


(')  Ukhmite,  B.  D.,  1S90,  p.  29. 

(')  PoiNCAHK,  A.  M.,  l.  I\,  p.  331.  —  On  pourrait  miilliplier  les  citations;  ce 
mot  de  Kronecker  les  résume  :  «  ...  Die  neueren  l-'orlscliritte  der  Analysis 
beruhcn  wescntliili  auf  ileiii  Camliy'sclien  Salzc.  »  {Vorlesungen  iibcr  Math.. 
t.  I,  p.  53.) 

(^)  Caucliy  donna  son  théorème  fondamental  (  n°  IdS)  dans  le  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  (182.')).  Ici  encore, 
mais  sans  rien  publier,  Gauss  fut  un  |)récurseur,  comnic  en  lémoigne  la  Lettre 
longtemps  inédite  (ju'il  écrivait  à  l{rsstl  le  18  déreinhn'  iSu;  en  voici  des  pas- 
sages essentiels  : 

«   Was   s(dl    man    sirli    bei    /   z{x)d.r  fiir   x  —  a -i- bi  dcnkcn  ?   OUVnbar.   ... 

mnss  man  annelimen,  dass  .c  diirch   iiiiitiillirli   klcine    Incrcmente  (inlc*  von    der 
Form  a-t-^i)...  iibergclil  •  .  .  \\»v  k^mii  dn    I  rbci  ;:ang  auf  unendlirh  \i»lc  Viicn 

grsctielieti    ...    I>i<*    Intfgial     /   ■i[x)dx   na<  li    /vveun    ver^fiiiednrn    l  berpanpen 
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nbi 


§  I.  —  La  notion  d'intégrale. 

160.  Rappelons  quelques  généralités  sur  les  intégrales  à  élé- 
ments réels. 

Pour  évaluer  les  aires  comprises  entre  une  droite,  deux  ordon- 
nées perpendiculaires  et  une  courbe,  A.rchimède  y  inscrivait  des 
trapèzes  en  nombre  suffisamment  grand  {Jig.  ;>.0)  :  il  reirij)la(;ait 


A  P   P"   P' 


B     jc- 


même  dans  chacun  d'eux  la  demi-somme  des  ordonnées  MP, 
M'P'  par  l'ordonnée  M"P''  d'un  point  intermédiaire  convenable. 
Aussi  quand  Descartes  eut  appris  à  représenter  les  courbes  par 
des  équations,  on  fit  remonter  jusqu'au  géomètre  sicilien  l'idée 
première  de  V intégrale  ('). 

La  découverte  de  Leibniz  et  de  Newton  permit  de  regarder 
Vintégralc  définie  comme  exprimant  la  somme  des  valeurs  de  la 
différentielle  :  on  peut  suivre  dans  les  écrits  de  Leibniz  les  trans- 
formations successives  qu'il  faisait  subir  à  cette  notion,  en  dimi- 
nuant toujours  les  côtés  des  trapèzes  inscrits  dans  l'aire  à  évaluer, 


immcr  cinerlei  Werth  erhalte,  wcnn  innerhalb  das  zwischen  beiden  die  Ueber- 
gange  rcprasenlircndcn  Linien  cingcsclilossencn  Flachenraumes  nirgends 'j(j:)  =» 

wird...  Uebrigens  ist  zugleich  hieraus  klar,  wie  cine  diircli    /  «(x)  dx  erzeugte 

Function  fur  einerlci  Werllic  von  x  mehrere  Wcrllic  liabcn  kann,  indcni  man 
nemlicli  bcim  Uebergangc  dahin  uni  einem  solchcn  Piinkl  wo  ^{x)  =  oc  entwe- 
der  gar  niclit,  oder  einmal,  oder  inehrcicmale  licrunigclion  kann....  »  [Corres- 
pondance enU'c  Gauss  et  Bessel.  Leipzig  1880  [Œuvres,  l.  VIII,  p.  90).] 

(')  Quod  calculuni  differentialeni  attinet,  fatcor  multa  ei  esse  communia 
cum  lis  quœ  et  tibi  et  Fermatio  aliisque,  imo  jam  ipsi  Archimedi  eranl 
explorala.  (Leibniz  à  Wallis,  1698.)  Bien  avant  la  première  publication  de  son 
Calcul  différentiel  (Acta  erudit.,  I68^)  Leibniz  avait  découvert  la  loi  fon- 
damentale du  Calcul  intégral  (p.  258),  qui  relie  le  problème  de  la  quadrature 
des  aires  à  relui  des  fonctions  ptiinitivcs. 
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el  en  rendant  de  moins  en  moins  vague  le  sens  de  ce  mol  :  côtés 
très  petits  (M- 

Ce  ])oinL  de  vue,  laissé  de  côlé  |»;ii'  l{!tilci",  (jiii  coiisidt  r;iil  sur- 
tout les  sommes  d'éléments  coinine  Iburnissant  une  valeur  (ipjtro- 
chve  de  l'intégrale  (-),  fut  repris  par  Caiieliv.  A  la  notion 
géomélri(|ne  de  l'inlégralc  il  siiK^i  il  ii;i  une  dr/lnilion  <iritkinr- 
tique  précise  en  la  regardant  comme  la  limite  de  la  somme  des 
valeurs  infiniment  petites  de  l'expression  dinérenlielle  et  montra 
«  cju'une  semblable  intégrale  a  une  valeur  unique;  et  finie,  toutes 
les  fois  que,  les  deux  limites  de  la  vaiudtle  étant  des  (piantités 
finies,  la  fonction  sous  le  signe  /  demeure  elle-même  finie  et 
continue  »  (').  C'est  aussi  la  notion  d'intégrale  considérée  comme 
la  limite  d'une  somme  que  Diricblel  place  au  début  de  ses  Leçons. 

«  Par  une  de  ces  vues  qui  n'appartiennent  qu'aux  esprits  de 
premier  ordre  »  Riemann  généralisa  cette  conception  et  [étendit 
à  (les fonctions  discontinues  dcins  tout  intervalle  (M. 

'èo'xl  f[jc)  une  fonction  déterminée  et  ///?/e  dans  un  iiiler\.ille 

(')  Leibniz  appelait  l'intégrale  functio  summatoria,  et  la  représentait  par  le 
signe   I  . 

C'est  à  Jean  IJernoulli  qu'est  dû  le  mot  d'intégrale.  Du  reste,  il  s'orcupa  sur- 
tout de  Y  intégration,  c'est-à-dire  de  la  réduction  des  intégrales  à  un  nombre 
limité  de  symboles  élémentaires.  «  Les  méthodes  d'intégration  consistent  prin- 
cipalement dans  l'artifice  ingénieux  ([ue  les  premiers  inventeurs  de  l'Analyse 
infinitésimale  ont  imaginé  pour  décomposer  les  fractions  rationnelles  en  frac- 
lions  simples,  et  dans  la  transformation  qui  rend  rationnel  tout  radical  carré 
affectant  un  polynôme  du  second  degré,  transformation  due  à  Jean  IJernoulli, 
aussi  bien  que  la  théorie  des  inlégraies  binumcs.  »  (Liouville,  /.  E.  P., 
XXIII»  Cahier,  i83.'|,  p.  37.) 

L'intégration  au  sens  précédent  étant  en  général  impossible,  la  considération 
dis  intégrales  élargit  le  champ  de  l'analyse  par  l'introduction  d'une  infinité  de 
transcendantes  nouvelles. 

(')  Comme  IJernoulii,  Kuler  s'attaciie  à  la  rerhcrciic  explicite  des  inléi;ralcs  : 
Calcultis  intcgralis  est  methndiis,  ex  data  dijferentialium  relatione  in%e- 
niendi  relationem  ipsariim  quantitatum  :  el  operalio.  qua  hoc  prœstatw, 
integratio  vocari  solet  (i~C)8). 

(')  Œuvres,  2'  série,   t.  IV,  p.  122.  —  J.  /.'.  /'..  MX'  Cahier,  p.  3-i. 

(*)  Cf.  HiKMANN,  Sur  les  séries  trigononulrit/iicx  {Œuvres,  i8j,'|,  p.  aSg).  — 
DAititoux,  Sur  les  fonctions  discontinues  {A.  !..  \..  iH-.t,  p.  7'i  et  89;  1879). 
—  JoiiiiAN,  y.  M.,  i8fj'.!,  p.  81,  et  Analyse,  ■?.'  édii..  t.  I.  p.  37.  —  L)i-;  i.a  Vallke- 
l'ofssiN.  ./.  ;1/.,  l'^f)',  p.  '|-''l-  —  Tannkiiv,  Introdurliiin.  etc..  \t.  ''iS.  ilAnvACK. 
Af.  A.,  i.  \l\.  p.    'Vi- 
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fermé  (ab)a<Cb  :  elle  a  dans  ceL  intervalle;  des  limiles  supé- 
rieure et  inférieure  L  et  /  (p.  26). 

Partageons  rinlervallc  (où)  eu  n  parties  (V/.ri),  {x^x-^),  •••, 
(^rt_i  ^),  l<^s  nombres  j^i ,  x^-,  .  .  .  ,  x,i_i  all;nil  en  croissant  :  dans 
cliacpie  intervalle  (xi  \Xi)^  la  fonction  a  des  limiles  supérieure  et 
inférieure,  L,-  et  //.  Formons  les  sommes 

Sn={^l  —  a)Lt-{-...-h{Xi—Xi-i)Li-^...^(b—Xn-i)\.„  _ 

Su  =  (xi  —  a)  /,  -4-.  .  .-+-  (Xi—Xi-i)  li  ■+-...-^{b  — .r„_,  )  /„ 

A  chaque  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  {ah)  corres- 
pondent des  sommes  S,,  et  s,i-  Les  sommes  S«  obtenues  par  tous 
les  procédés  de  subdivision  possibles  ne  sont  jamais  inférieures 
au  nombre  fixe  [b  —  a)l:,  donc,  quand  les  intervalles  tendent  vers 
zéro,  elles  ont  une  limite  inférieure  déterminée  S.  De  même,  les 
sommes  s,,^  qui  ne  dé|)assent  jamais  [b  —  (i)^^-,  ont  une  limile 
supérieure  déterminée  s  (p.  26). 

La  limite  inférieure  S  des  sommes  du  tvpeS«  n'est  jamais  plus 
petite  que  la  limite  supérieure  s  des  sommes  du  type  Sn- 

En  elTet,  considérons  deux  modes  de  subdivision  absolument 
quelconques  de  l'intervalle  {ab)  fournis  par  les  points 

{a,xi,  ...,x,i-i,b),         (a,x\,  . .  • ,  a-;,_, ,  6), 

et  appelons  S«,  s,i,  Sp,  Sp  les  sommes  correspondantes.  Un  troi- 
sième mode  de  subdivision,  obtenu  en  rangeant  les  nombres 
précédents  [xi^x',.)  de  façon  qu'ils  aillent  en  croissant,  donnera 
lieu  à  deux  sommes  2„j  et  a-,„  telles  que  l'on  ait 


On  en  déduit 
et,  par  suite, 


M.   Darboux  appelle  ces  deux  limiles  s  et  S  intégrales  par 
excès  et  par  défaut  (').    Quand  elles  ont  même  valeur,   ta 

(')  On  (Icsignc  souvent  les  limiles  supciicurc  cl  iiiféiieuie  d'un  ciisrmljlc  île 
iKiuibros  [lar  iitii  cl  lim,  el  ces  intégialcs  par    /    el    /  . 


iJCi  i.ivui:  I.  —  ciiAi'iTiu:  iv. 

fonction  est  difr  iatécuable  dans  riiilt-rvallc  {(lO)  :  cette  vdleur 
commune  est  aussi  par  délinlllon  celle  de  i intégrale  ('). 

On  en  conclut  que,  pour  linlégrabililé  d'une  fonction,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  différence  S„  —  5„,  correspondant  à  un  certain 
partage  do  rinlcrviille  {ab),  ail  zéro  pour  limite,  lorsqu'on  sub- 
divise ses  itarlics  en  intervalles  lendanl  vers  zéro  (-). 

Cette  délinition  conduit  aux  propositions  suivantes  : 

1°  Une  fonction  continue  dans  un  intervalle  est  inlégrable 
dans  cet  intervalle. 

Kn  eflet,  |)our  loule  fonction  bornée,  on  a 

S„  —  5„  ^  S  [(  L/-H1  —  //-Hi  ){Xi+i  -  Xi)]. 

Si  la  fonction  est  continue,  on  peut  pousser  assez  loin  la  divi- 
sion  en   intervalles  pour  que,   dans   chacun   d'eux,    l'oscillation 

reste  inférieure  à  un  nombre  positif  arbitraire  y— ^- — ;  donc  S„  —  Sa 

peut  descendre  au-dessous  de  tout  nombre  positif  e. 

•2."  Une  fonction  qui  dans  un  intervalle  n'est  jamais  décrois- 


(')  Soit  ;,  un  nombre  arbitraire  tel  que  ^,<Ç,<a:,+,. 
On  aura 

^.>.</(l)<L,>,        et,  par  suite,        s„t  5:[(^.+,-^.) /(Ç.)]  ^  S,.. 

Door.  étant  donnée  une  fonrlion   inlégr;il>le,  on    pcul  regarder   son   intégrale 
comme  la  limite  de 

et  en  particulier  de 

géométrifjuement,    l'intégrale    s'ublicnl    en    pK  niinl    l;i    liiriile   dune    vonuiio    de 
rectangles. 

(')  La  condition  est  évidciiniifiit   nécessaire. 

Elle  est  suffisante.  Kn  cllil,  de  l'inégalité  |S„— .v„|  <  e.  on  iléduit 

i  (S„-ii)H-  (S  — O-i-C-'-'-'SjK^- 
flhacun  des  nombres  entre  parenthèse  est  positif  ou  nul,  et  dés  lors  peut  des- 
cendre au-dessous  de  toute  quantité  positive  donnée  t' .  Mais  S  et  s  ont  des 
valeurs  fixes;  donc  S  et  .s  sont  égaux.  I>u  reste,  la  limite  commune  de  S„  et 
de  s„  représente  l'intégrale,  puisque  les  inégalités  |S^,  —  Sl<e',  |.«„—  S  | -^  e' 
Kinnliciit   que   (clW     liillilc  riirii  m  M  IH'    est   S. 
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saille   (et  par  suilc.iine   fonclioii   navaiit  qu'un   nombre  iiiii  de 
maxinia  cl  de  ininima),  est  intégrable  dans  cet  inlcrvulle  (  '). 

En  efl'ct,  riivpollièsc  /*(^')^/(.r")  pour  n'^x' <.  x"^  h  donne 

Par  suite,  en  ap])elanl  o  le  plus  j;rand  des  iiilrrvalles  f.r/X/,  i"), 
on  a 

S„-.v„<ol|/(.r,-,.,)-/(:r,)i  ou  "ol/, /,;_/,  a  i|. 

Il  suffit  de  prendre  o  <"  ,.,  .  ^  "  ., — -  pour  (inc  S,,  —  .s,,  descende 
au-dessous  de  s. 

3"  Appelons  fonction  à  variation  bornée  dans  un  inter- 
valle {ah)  une  fonction  bornée  telle  que,  quelles  que  soient  les 
subdivisions  de  [ah)  en  intervalles  (.r/.r/^,),  la  somme 

X|/(,r,.,.,)-/(:r,)|, 

dite  iHirialion  totale,  reste  inférieure  à  un  nombre  lixe. 

Une  pareille  fonction  est  la  diflérenee  de  deux  fonctions  posi- 
tives bornées  non  décroissantes;  aussi  elle  est  inté<irable . 

4"  Pour  qii  une  fonction  finie  soit  inlégrable  clans  un  inter- 
valle, il  faut  et  il  suffit  que  les  poi/its  oii  l'oscillation  de  la 
fonction  surp((sse  un  nombre  donné  arbitraire  si  petit  soit-il 
forment  un  ensemble  non  étendu  (p.  2")  et  ■')')■ 

La  condition  est  suffisante. 

En  effet,  l'intervalle  {ab)  peut  être  divisé  en  intervalles  de 
deux  types.  La  somme  de  ceux  qui  renferment  des  j)oints  où  la 
discontinuité  de  la  fonclion  surpasse  un  nombre  clioisi  arbitrai- 
rement peut  descendre  au-dessous  de  tout  nombre  donné  :  du 
reste,  dans  ces  intervalles,  la  fonclion  est  bornée.  Les  autres 
peuvent  être  j>artagés  en  un  nomljre  /////  (riiitcrvalles  tels  que, 
dans  cliacun  d'eux,  l'oscilIalioM   de   la    loiictioii   reste  inférieure  à 


(')    Soiivcnl  on   ;ippcllo  /nnr/ions  nioiio/niies  diiiis    un    iiiUM'xalIo   cclli-;    i\\ 
(liins  «'Cl  inlcrviillc.  ne   sont   jiuniiis  rroissiinlcs.  nu  janiai>  (li-crnissantos. 

K.  1  - 


■>  )S  i.i\  ui;   I.  -      (  iiM'i nu:   i\ . 

iiM  jKiiuhrc  arl)ili'iiir<'.  Drs  lois,  tl  ;i|»rc'S  li'S  riiisoiinonienls  précé- 
dents. S„  —  s„  tend  vers  zéro. 

La  coiulilion  est  du  reslc  évidemment  nt'cossaire. 

En  résumé,  les  fonctions  continues  sont  lotijoui^  iiil(\:;r;d)I('s  ; 
les  foncliDiis  lolalcinenl  discoiil  iriucs  ne  le  sdnl  |aiiiais.  Les 
f()neli(»n>  |)()iiclMcllemenl  djsconlinues  duivenl.  au  |M)inl  de  \  ue 
de  rinlégrabiiilé,  être  répai'ties  en  deux  classes  (  '  i. 

Les  considérations  |)r<''eédentes  su|»|»oscnl  la  J'uitct imi  finir 
dans  l'intervalle  i^ab)^  et  VinleiKd Ile  lui-niriiie  fini.  Si  la  fonc- 
tion devient  inlinie  en  h,  l'int('i;rale  dans  rinlervalle  Kiih\  ol.iiar 


(')  Ueliiliv(Mn('iil  aux  ruiicliuii-.  coiiliimc-^.  il  y  a  idiiilih'  <'iilre  li-s  noliiiiis 
\\'inlv'j;rah'  el  tic  fonction  /irinnli\'i^  :  diUV-rciUier  cl  iuti'-^rer  soiil  des  «ipi-raliuiis 
i"ûii|ir()(|ni'S.  <^|iicllcs  iiiodilicalions  la  ;;(''MéraIisaticiii  de  Uicniaiiii  a|iiiiirlf-l-ollf  à 
cette  loi  fondanienlale  iln   Cdhiil  inli^urdl .  uvi  d'une  uianiiic  |du~  jUL-cise  : 

1°  Soient  f(jc)  une  fonction  (iuie  et  inl(-j;iablt'  dans  un  inlcrvaile  (ax) 
et  \'(x)  son  intcsi'aic  .  ri'cijirotpK'ntctit,  la  fonction  continue  V  {x  )  a-l-elle 
une  clcrii'ce.   et    cette   deri\ee  est-elle  ei^ale  à  f{x)'! 

Oui,  si  /(x)  c-l  «onlinuc;  pas  nrcessairenicnl  dans  lo  ras  contraire,  tic  (|ui 
est  vrai,  c'est  i|uc  h-s  (|ualrc  drrivres  do  l'(x)  sont  intr'i;rai)l<'s  (p.  42)  et  ont 
ciiacunc  pour  intégrale  I'"(.r). 

Par   exemple,    |trcni)ns    pour  fix)    la    l'uncliou    <!(■    KiciiMiin    (p.    38).    Ivn    un 

point     .r,     la     fitiK  lidu     \'{x)—     1       f{x)clx    a      [inur     di'iivrcs     à    dniile     et     à 

•-  (I 
gauclic    f{x-r-o)    et    f{x  —  o)  :     donc  V{x)    \i'.\    pa-  ilc   diTi\ix'  ilitci  niim'c  aux 

points )  et  en  a   nue  aux  antre-  11111111-. 

•-'  // 

•2°  Soient  l"(.r)  une  l'iinciiun  lurilinne,  clf(x)  Tune  de  -es  ipialie  dérivées  : 
réciproquenwnl .  nhl icnt-on  V  { x  )  (i  une  constante  prcx  jntr  /  'i/itci,'ration 
(le  fix  )  ? 

ÉvidenwiKiit  non,  si  f{x)  n"e-l  pas  inlé;;i-al)le.  Oui.  -i  /(x  )  est  liuie  et  inlé- 
grable  :  même  alors,  les  trois  aiUres  dérivées  sont  finies  et  intéjji'aliles,  el  l'inté- 
gration de  l'une  (|uel('oni|ue  des  cpiati'e  (léi-i\ées  donne  à  une  eonslanle  pi'é<  I-'Cj"). 
C'est  ce  (judnl  firoiivé  du  Hois-Heyiuonil  ( .)/.  !..  I.  \>  1,  p.  11'))  et  Diui  {  Fon- 
(lainenti  jicr  la  tcoricn  délie  funzioni  ).  l'f.  an--i  S(;U(r:\i'i,ii:s.  I)ie  ICnt\\icke- 
luni;.  etc.,  p.  -joti.  —  \dss,  EncyUloinidie  dcr  nuith.   IC/'.vv.,   t.  Il,   p.    

M.  Lehes^ne  a  essavé  de  donner  une  di'linilion  de  rinti'';;rale.  eouipienant 
comme  cas  parlieulier  eelle  de  Kieuianii.  et  n-idvanl  le  pndilcnie  des  l'nnetions 
pritnilives.  Soit  r  une  Innetion  (•riii--anle  d.ui-  un  inter\;dli\  \n  lien  île  partir. 
eomme  Itiemann.  de  la  divi-itin  en  inter\alle-  p.uliel-,  el  d'en  iiinlliplier  le- 
lou;;neurs  par  l'une  de-  \aleurs  r,  de  l.i  tiiiMlion  daii-  elia(|ue  inter\all<'.  inver- 
sement an  dé-part  on  -e  dniine  la  disi-ion  de-  \  arial  ion-  de  la  \arialion.  e'esl- 
a-diie    le-    nollllne-    1       1  et,    ('.    II..     M)iil.     1"    -eine-lre.     p.    Iii>'il. 


I.\     MlTIilN    11  l\  TKf.n  M.i;.  9.J(( 

•  li'HillIlilll,   l.i   liiiiilc.   si  elle  rxisic.   (le  li  iilr:;i';ilc 

I  y*!  ,r  I  r/.r  ii|ii:iii(l   t  Iriid   \.i<  z.riu). 

*  it 

Par  un  prorctlé  aiialo^iio,  on  ricnd,  (iniind  c'osl  |)0';sil)l(\ 
la  notion  crinléf^ralc  à  un  inlcrvallc;  f|ui  ijiandil  indi'lininirnl . 

IjCS  in(('<;r.'dc.s  ohlonues  de  colle  façon  s"a|)|)(.'ll<'nl  inlri^rnlrs 
Ji'/înirs  ^éncrdlisrrs  on   inijiniines  (  '  ). 

I()l.  La  con(0|)lion  de  lîicniann  a  rldri^i  la  nolion  (rinl('i;i;d<' 
simple  déjà  rendue  prrcise  pai-  (laueliv  el  Ditieldel.  La  lli('()iic 
des  ensembles  et  spécialement  les  |)io|)riélés  des  ensemhle^  nnii 
('le.nduis  à  plusieurs  dimensions  (p.  :>..'>  )  rendent  immédiate  ICxten- 
sion  de  cetle  définition  aux  inN'iiralrs  txn (liplrs  (-  ). 

l*onr  dt'linir,  par  exemple,  l'intégrale  double,  relative  ;i  un 
domaine  continu  (0  ayant  une  aire  déterminée  (•')  dune  (onc- 
tion y(.r,j)  finie  dans  ce  domaine  et  sur  sa  frontière,  on  le  par- 
tage en  un  nombre  arbitraire  n  de  parties  ayant  des  aires  déler- 
minc'-es  o,,   ...,  o,.  ...,  o„.  Soient   L,  el  /,   le>  limites  siip(''iieiirc 


(')  Cf.  HiEMANN,  Œmres,  traduction  p.  j'in  ol  ?\<. 

(-)  Le  premier,  ÎM.  'l'iionui',  cii  i-rpunsc  à  une  rciiiiirqiii-  de  du  lîiii--lio\  inninl. 
jiislilia  IVxleiisioii  aux  iril(''i;r;drs  douilles  do  la  di^liiiilioii  do  Itiemaiiii  {Zcil- 
.sclui fl  fiir  Matli ..  iS-H.   p.  j.-'i). 

(^)  I,a  iioliiiM  de  j'aiip  du  rcrlaiii;!»' ('•!  an!  --upiio^ip  admise,  voiri  rfinmu'iit  l'on 
pcul  détinir  aiial\  lic|uriii('iit  i'aiir  d'un  domaine  ronlinu  iP  jimilt-  par  un  eontouf 
fermé  C. 

Décomposons  |r  plan  en  carit's  (''ianx  pai-  des  jini'allcjns  ;iii\  axes,  et  considé- 
rons sncccssiveniinl  la  somme  7,^  <les  canis  dont  ton>  les  poini-  «ml  iiiti'-rieurs 
à  (0,  el  la  somme  il,,^  des  carres  (|iii  onl  tons  leurs  points  on  an  moins  quelques- 
uns  de  leurs  poiiUs  a|iparlenanl  à  (£>  on  à  sa  fifinlicre.  Lorsque  les  côtés  de  ces 
carrés  tendent  vers  zi'm'o,  ces  deux  sommes  onl  respeelivement.  des  limites  supé- 
rieure et  inférieure  déterminées  n  et  A  (a^-\)\  a  et  A  définissent  l'i^tendue 
intérieure  el  l'étendue  extérieure  du  domaine  (C)  (p.  aj,  note).  I.nrsr/n'elln^  sont 
égdten.  nn  dit  que  le  flnmainc  est  quarrablc  ou  <(  une  aire  déterminée  :  leur 
valeur  cotrimune  («  ou  \;  représente  Velciidiic  de  l'aire.  (,Iorvr>\N,  Analyse, 
■?.'  édit..  t.   r,  p.  -iiS  el  IO-.  ) 

Un  domaine  e>-t  (|narralile  lorsqu'on  peut  construire  deux  li^-nes  polygonales 
fermées,  l'une  intérieure,  l'antre  exiérieure  a  <..  <t  l(lles  (|ne  l'aire  cfimprise 
entre  ces  deux  lignes  soit  infi-i'ieurc  à  nn  iiomlne  arbitraire  :  poni-  cela,  // 
suffit  qu'une  dioile  (|uelcf>ni(ue  ne  rencoiili'c  <!  qu'en  un  rioinhre  limit(-  île 
point»,  ou  m.iMi  i|m-  C  -oil  une  liuiie  leeiilhdile  ~ari~  poini  mniliple  i  p.  «Ciii. 
noii>  I. 


•J[C(>  I.IMli;    I.    —    i:ilAIMTIIK    IV. 

('(  iiilV-riotirc  de  la  (nnclioii  daiis  lairi'  o,  :  los  sommes 

éléndues  au  domaine  (0,  ont  respeclivemcnt  des  limiles  inférieure 
cl  sujK-riciirc  S  cl  s,  lorsque  les  aires  ô,  lendciil  toutes  vers  zéro, 
ainsi  que  la  |»liis  j;rande  des  cordes  inscrites  dans  ces  aires. 
0/1  /('S  (ijijH'lle  iNTÉc.iiAi.Ks  jxir  r.rcès  et  pa/-  dr/ditt.  (^uand 
ces  deux  inléj^rales  ont  même  valeur,  cesl-à-dire  (juand  la 
somme  -(L/  —  //)o/  tend  vers  zéro  avec  les  o/,  on  dit  que  la 
lonclion  est  intégrahie  dans  le  domaine  (0;  la  valeur  commune 
de  S  et  de  s  d('(iiiil  celle  de  l'inléj^rale. 
De  là  ce  tliéorrinc  : 

La  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  (/u'iine  fonction, 
finie  et  déterminée  dans  un  domaine  fermé  (juarrable,  soit 
intégrahie  dans  ce  domaine,  consiste  en  ce  que  les  points  oii 
la  disconliniiilé  de  la  fonction  surpasse  un  nombre  donné 
arbitraire  formenl  un  ensemble  à  deux  di/ue/fsinns  non 
étendu  (  '  ). 

Comment  efTecluer  le  calcul  de  cette  intéj^rale  douhle  ? 

Pienons  d  aliord  comme  champ  d  intégration  y\n  rectangle  11 
de  côtés  paiallrles  aux  axes  :  soient  (•^'o.l'o)  {xy  Vs  )  deux  sommets 
opposés.  Le  calcul  de  l' intéi; raie  double 

•'  ^  /    /  /(.r,r)d.rdy 

•     '  Il 

raient  au  calcul  successif  de  deux  i/itéi;/-ales  simples. 

En  eflel,  la  délinilion  des  intégrales  doubles  par  excès  et  par 
dt-laiil  S  et  \,  relatives  à  la  loiielion  (iiiie  /,  moiilre  assez  facile- 
meril  (  -  i  i|ii('   ri'i;alili''  de   S   el    de  .v,   c'est-à-dire   I  exislenee  tle  .1, 


(  '  )  (  Il  |):ii'4-il  cnsciiiblt'  |M'iit   l'ciil'ci-Mirr  des  lignes  ((iiitiiiucs.   inr'riK-    rti   iiiiMilut' 
tel  (|tic  leur  enscmiilc  iiil  \n  |iiiissiiiiri-  ilii  niiilinii. 

(-■)  Cf.  i»u  Bois-Hi:ymom>.  ./.  >/<■  (relie,  \.  il'i.  |i.  •77.  —  Stoi./.,  M.  A.,  t.  \\\  I. 

|J.    »<,.    —    llAUNAfK.    .»/.       I..     I.     \\\l.     |..    .Vlli.    -     .IdUDAN.    J.     M..  iSSS.    |i.    S',.    — 

f'ilINOSHKIM,    ('.    II.   (le    l'Ar.   )lt>     Miniiili,    lK(,S,    |i.   lis  ;    iS(|(,,    |i.    '|0.  -   SclldM'I.IKS, 
Dir  /■'nhvic/.ctii/ii,'.  iii  .,  |i.   u)  ■. 

\iiirj.    [i;ir    ('\('iii|ilr.   i-niiiliii'ii  I  .    IC  \  1^1  c  m  (     il(    ,1    il, ml    ^u  |i|i(  iv,',..  M.    l'i  iii^vlniiii 


I,A    NOTION    I»'|NTK(.UAIJ;. 

entraîne  iexisteiice  des  qualrc  inlf'yrales 


f     (Ix    I      /,/y,        j"    \lx    f   \fc/y. 


•Jtf.l 


(l('iiinnlrr  rrgalité 
(■) 


J  r.   1^    ',/x-   I  '\f(x,y)dy. 


La  (léliiiiliuii  (riiilrgialc  sitii|)k'  ]iar  (-xcès  S,  rclaLivc  a  iinr  fcnctiuii  ••i(x) 
cl  il  un  iiiU'rvallc  (>r„,  ^„).  «li'iinc 

// 
S-  tiiii    \    o(:.)o.  (    '  '  '-'  ), 

OU   bien,  en   prciiauL  é^'aux  ciUrc  eux  1rs  iiitcrvalks  o_, 

71-1 

(2)  S  =  lim   -   >    9  Lr,  +  — !^^  1  _     _ 

Celte  l'orinule  rappelée,  divisons  le  rcclangle  R  en  rcilangles  élémentaires 
égaux  /".j^.^,  cl  appelons  ;.^.^,  r,,^^,^  les  coordonnées  d'un  poiiii  arbitraire  apiiarlenant 
à  r.^.^.  La  définition  de  J  donne 

J  =    lim    y     y /(;,,„,  T,,^,  )/■,,, 

/■„    =  0  --^      •^^ 
'"■'  [Xz^l    V  =  1 


in  —  lii  —  l  I ,      -, 

l.m  \      \   /|^^,4-— ^-.ro+^^J 


n  =  =c  /»'«  ^      .^ii^ 
[J.  =:  0    V  ^  0 


.  or'O,.  eLO':  I 


et  par  suite,  puisque  ])ar  liypotliése  celte  ikrniùre  limite  existe 


l/l  —  l  II   —    l  /■  .    V  -1 

"'"'"";;7  2-    '""  ;;  2--^  -^"^ — 7,7 — '•?'«+^ — z —  • 

[X  =  0  '1  —  0 


On    a    donc,    en    s'aiilant    (l'une    transformation   analogue   à    celle   ijuc    Jéfiail 
l'équalion  (  2  ), 

/;/  —  1 

(  a  +  6.^  )  a 


,  y\dv. 


relatioii  ijui  n'i-l   auti"-  i|uc  la  furniiile  (i). 


j6>. 


i.i\  m:  I.  —  <  Il  \i>i nu:  i\ 


leur    idciililc     iiNcc    .)     cl,    dis     liU'^,     I  kIciiIiIi-    des    (jiKilic    inlt'-- 
g:ralos  {* ). 

Passons  au  cas  où  le  cliaini)  d"iiiléi;iiilin!i  (•>!  un  doinaiiic  qiicl- 
(•oMC|iiP  (0  (|uairal)le  :  |»our  siin|»lilici\  nous  su|)|t(»sci()ns  que  sa 
lidulii'ic  (]  ol  icucoiitr<'t'  sculciuriil  eu  deux  poiuls  par  di'S 
|i;iiMllrl('s  aux  axes.  Désijinons  |)ai'  ./•„  <l  ./■,.),,  <l  )  i  les  abscisses 
cl  l(>  ordonnées  relali\es  aux  points  de  (>  !•■  j)lu>  à  ^auclle  et 
le  plus  il  droite,  le  plus  liaul   et   le   plus  bas,   par  'fol.-^''  ^^  'i^i-^') 


(')  (lii   cti   inncliil    (|iii-  (liiii^  ce  cas  rrx|)ii-s>i()ti 

.»  -.1  ...»  -\ 

I     il  y       I     /(-i-,  y  )  dx  -    /     /(.r.  ,v  )  dx 

(  uii  \,\   <|iiaiiliU''  eiilii-   |iar(Mliii'sc  A  n'est  jumais  iiégalivi)  r^l    mille:  (li>  |i.i>.  iii 

\CitiiiJc    l.i    coiiililinii    (riii|(-;;ialiilit('   (  [i.    î'17  i.   i|ii<'     /      /(./■,    r  M\i-l<-  au   moins 

sur  un  insrnililc  )•  |i.irlniil  iliiisc  il.iiis  rinliivalle  (.r„.>i.  et  ([uc  les  \ali-uis 
de  V  I)(>ur  lcs(|uclles  A  surpasse  un  nnnilu'e  arbiliaiie  Im  nieiil  un  insenilile  iioii 
rlcndu  clans  eel  inicivallc. 

f.u    /■(■(i/if(ii/iic   n'es/   /xfs    rrdic.  —   I/une   des    ex|iiessiiins    Uni      liiii  -^(a,  ,j), 

a-o    [1  =  11 
liin     lini'fi  3t.  |i  )  |ieul   r\ist<'i'  sans   l'auli-e;  elles   peuvent  exister  et  avoir  mêiiic 

valeur  sans  ipie       liin       'f(a,  ,^  )  exisic.  Aussi  : 
a  -  0  [i  ^  u 

1"   L'une   (les  iiUé^rales 

1,=.    /"■  dj-    f   /dx,         L^    f    dx    f     fdy, 


peul  e\i-.|ii-  sans  l'aiilrr'.  I,e  pieniier  i\t>niple  en  a  l'ie  iI'Uhk'  |iar  .M.  'l'Iinnia- 
{  Zciiscliri fl  fiir  Miitli.,  1^7!^,  p.  (J7  )  :  il  pi-end  J'(x,  ^■  )  cjial  à  1  nu  à  2y  sui- 
vant (|ue  X  est  ralinnuel  ou  il  rationnel,  cl  pour  limites  (o.  i)  (o.  1).  Alors  I,  n'a 
pas  lie  -eus  et  K  a  la  valeur  1. 

■A"  l|   el  I.^  peuNenl   aMiJr   un   sens  el   avoir  nièuii'   valeur,  sans  «pie  .1   e\isle. 

Cf.  l'iuNusiuciM.  C.  J{.  de  i'.lr.  de  Miinic/i.  iS.ji|.  p.  ]-.  —  Si.miiNn.iKS,  0/>. 
cit.,  p.  i()7. 

Ces  faits  liennenl  à  l'existenrc  (rensemhles  |iarl"Ul  denses  dans  un  domaine, 
alor-  iju'ils  ne  ^>iiil  |iartoiil  denses  sur  aucune  Imi  i/onlale  el  sur  aiieunc  ver- 
tieale.  |)f  nième,  pour  deeidei-  i\ai\^  ipieU  cas  re\i--t  eiiee  de  I,  cntiailK-  relie 
de  I.,,  e'csl-à-din;  dans  ipnls  (a-  on  p(  ni  intervertir  l'ordii'  de>  iiitei;ralions,  il 
faut  eonipari'r,  au  point  de  vue  de  l'élciiiluc,  les  eusemldi'S  formes  par  les  diseori- 
liniiités  de  /.  suivant  (|u'oii  les  eoiisidèrc  eomme  di>-tiilHiécs  sur  des  lioii/,<Milales 

on   ••lir   (|e>.   \erlieales. 


I.V    .NOTION    I)  IMKtJHVr.i:. 


>G', 


les    valeurs  de    )'  qui    eorrespondenl  sur   hi   courbe  (]  à  clia(|U(: 
valeur  de  .r('j;„<;  ■Ç',  ).   par  r/v)  Taire  d'une  des  divisions  de  il). 

L'i'.risiciicc  (le  .)  ^A///.v  i aire.  ii.>  ciilrninc  l'égalilr 

Jmi  ellel,  soit  i,'(.r,j' )  une  fonclion  égale  à/(.i-,  f  )  dans  Taire  (£> 
cl  nulle  à  son  exlérieur;  soil  11  un  reelangle  avant  ses  eûtes  paral- 
lèles aux  axes  et  tangents  à  C. 

La  disconlinuil(''  de  ,i''(.^,.x)  le  long  de  ('  nCuipèche  pas  Tinlé- 
grabiiitt'  de  i:'(.>\y)  dans  II  :  comme  Tinl(*grale  de  cette  fonclion 
élentluc  au  domaine  11 — cO  est  nulle,  \\  vient 

/    /    /• -^'.^V  kAo  ^  /    lq{x,y)d\\. 
J  .'(ir)  .'  .'u 

l)'a|)rès  les  résullals  relatifs  au  rectangle,  on  avait 

•    'Il  '  .>■„         •  .>„ 

du  reste,  pour  toute  valeur  de  .r  appartenant  à  l'intervalle  (  ^'o  x,  ), 
on  peut  écrire 

/     g^^^y)  ^ly  =  I        y"<>!  y  )  '{y- 


On  en  déduit  immédiat(M)ient  la  formule  (i). 

10'2,  La  notion  i\' iiitcgralc  curviligne  revient  à  celle  d'inté- 
grale rectiligne. 

Prenons  une  ligne  AM  dont  l'équation  puisse  être  mise  sous  Ja 
forme  j'  =  /"(:c);  désignons  par  (.rojKo)>  {-^y"^  ses  points  extrêmes  A 
et  M,  et  par  ii[x^  y)  une  fonction  continue  le  long  de  celle 
ligne;  enfin  supposons  (pie  la  fonction  f\.i')  est  continue  dans 
l'intervalle  [xç^x)^  et  que  la  couilie  est  coupée  au  plus  en  un  point 
par  les  j)arallcles  à  O  )'. 

J.a  fonction  déterminée  et  continue  u\x.,  f{^.c  \\  est  inlégrable 
dans  Tintervalle  (x^x).  Au  lieu  d'indiquer,  dans  Télément  difTé- 
rentiel  de  Tintégrale  correspondante,  la  dépendance  entre  x  et  > 
en  mettant  en  ('vidence  la  forme  de  la  fonction  y',  on  peut  recourir 


2fi4  i.niii:   I.         (iiM'iTui;   n. 

à   l'image   j^-^t'oiiK'-Irlciiic.    |>;iil('i-    (l"iiil('i;r;ilc    (vaUn'-c    le    l<itig   de 
Varc  AM,  el   [tour  la  r<|ii  ('■renier,  .siili^liliicr  an  sviiihole 


/       u\.r,J\.V)\,l.r. 


1  Une  des  nolalions 


/     »{.r.  )  )  f/./-,        /       n{.r.r)flx. 

L  iiiléi;ralc  ainsi   ciin  isaj^/'C  est   une  inl(;j;rale  eurvilij^ne. 

(]ell<'  (liWinilion  rcvicnl  à  iiilcrc  alci'  enlic  les  (■xli'éniilc'-s  A  el  M 
lie  Vnvc  A.M  des  poinis  de  division  (.r,  j',)  ...  (^x,-  y/)  . .  .^  cl  à  dire 
qnc  l'inléj^rale  eniviligne  esl  la  limite  de  la  somme 

2^  ['  ■^/+i  —  ^/  )  "  (  -r,,  yi  )|  (  f  =  o,  I ,  .  .  .  ), 

<]naiid   le   nonilii'c  des  divisions  all^nu■llle   indéliniincnl .  de  laron 
(juc  l(»ns  les  inleivalles  (^.//.//^t  )  lendenl  vers  zéro. 
JJélinilion  analogne  pcnir  les  iiiLégrales  curvilignes 


/    e(  .r.  1)  c/)', 


(|ii«'   l\)n  associe  soincnl   an\   prcniirrcs  (on   suppose  x  fonction 
iinilni  me  el  continue  de  y  le  long  de  Tare  A  M)  (  '  ). 

Pour  étendre  celte  notion  au  cas  où  la  ligne  AM  est  rencontrée 
en  plus  d'un  point  par  des  parallèles  aux  axes,  nous  supposerons 
(pi'elie  esl  di\isil>lc  en  parties,  sali^laisaiil  cliacune  à  la  coiidilKiii 
exigée  au  début,  et  nous  prendrons  une  somme  <rintégrales.  On 
|)ent  dire  aussi  (|ue  dans  la  sommation  des  éléments  de  rintégrale, 
on  pari  du  |)oint  A,  et  marchant  sur  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs 
croissants,  on  doit  lairc  coir('S|)()iidi('  à  (  luMpic  \alcur  de  ./"  celle 
des  V((lei(rs  ilc  \'  (pu  csi   rcdali\t'aii  |)i)inl  où  Idii  ol    pai-\rnii. 

Jienianjue.  —  Soient  x  =»(/),  j)^  = '!/(^i),  les  équations  delà 
ligne  coulinue  AM;   pour  simplifier,  nous  supposerons  aussi   la 


(  ';  i,i)i>(ni".iiii  iiri-  (Ir  <iiiiil)('  y  -  f{x)  csl  <li\i>il)lc  en  parlics  telles  (|iie  |mhii- 
riiucuiic  d'elles  y  soil  foiiclioii  unilurine  de  x^  el  x  foiictiim  uniforme  «le  )',  alors 
si  y  esl  fonclion  coiilimie  (!<•  ./•,  ./•  esl  foiiclinii  eoiiiiimc  de  r  (i-f.  .loiui.w,  Ana- 
lyse. •.>•  édii..  I.  1.  p.  '.:; .. 


lA    NOTION    II  INTKc.lUl.r:.  A'}'} 

conliniiilé  des  fonctions  'i'  cl  'Y,  saiif  pciil-rfro  en  un  noiiil)i(' 
limite  (le  points,  où  elles  passent  dune  \:il(iir  (iiiii,-  à  une  autre 
valeur  Unie.  Ln  eliangenient  de  variable,  (|ii(;  les  liypotlièses 
rendent  légitime  ('  ),  donne  pour  valeur  de  rint<''j;ral<!  euivilij^ne 
le  Ion"  de   VM  l'inl(''"ralc  reelili^ne 


.  1 

//|-.(0,'|(M|'r'(/)'//. 


(On  suppose  que,  t  croissant  de  /„  à  T,  un  nioi)ile  j)arcourt 
l'arc  AM  en  niarelianl  toujours  dans  le  même  sens.)  De  là,  dans 
le  cas  considéré,  un  p?'0('édé  plus  général  pour  le.  rtf/ri/l  de  linlé- 
grale  curviligne. 

1G3.  Les  intégrales  entre  des  limites  iniagi/x/i/es  se  ramènent 
aux  intégrales  curvilignes. 

Soit  _/(:;)  une  fonction  déterminée  et  eontinue  le  long  d'un 
arc  AM  du  tvpe  défini  ci-dessus.  Ciaucliv  définit  l'intégrale  deyi  z) 
le  long  de  cette  ligne,  en  divisant  la  ligne  en  n  parties  aux 
points  ;, ,  .  . .  ,  ~/,  . . . ,  et  en  regardant  l'intégrale  comme  la  limite 
de  la  somme  des  éléments  /{z/)[z/^i  —  :■/],  rpiand  les  diffé- 
rences I  z^^,  —  Zi  I  tendent  vers  zéro. 


(')  I-taiil  données  une  finutinn  fix)  iinifoiiiic,  Unie  cl  intëgrabte  tliins  un 
inlci'Viillc   {x\^\)    cl    une    f<incli<>n    j- =  s  (  /  )    coiili/iuc  dans    l'inlcrvalle   corrcs- 

jKjndanl  (/,|T),  à   quelles  co/ulilions  peut-on,  dans  l'intégrale     1      f{x)clx, 

faire  le  changement  de  variable  x  ^  ■o{t)'! 
D'aiircs  la  dclinilidii  iW  rinl»''gialc  : 

1°  //  suffit  que  la  fonction  '-p(0  '^oit  monotone  et  ait  une  dérivée  continue 
dans  rinlervallc  {l^'V).  Mùine  siy(j;)  est  intégrable  pour  les  valeurs  de  x,  cor- 
respondant à  rintci'valle  (/„T),  (|ni  sont  extérieures  à  l'inliivallc  (j:„\), 
<s{t)  peut  n'èlrc  pus  inon(jtone. 


2°  //  suffit  (|uc  9(0  soit  monotone  et  ait  une  déri\'cc  finie  inti'grable  dans 
l'inlcrvalle  (/„T). 

('/.  Tannkuy,  Introduction,  etc.,  p.  32.').  —  Jouuan,  Analyse.  2"  cdit..  l.  I, 
j).  i3ô. 

D'après  cela,  non  seulement  les  liypolliéses  faites  sur  la  ctuilinnité  de  9'  et 
de  (^'  ont  uni(|uement  pour  but  de  permettre  Aévaluer  rinléj;rale  curviligne  au 
moyen  de  l'intéj^rale  recliligne  ei-dessus,  mais  même  ce  procédé  tlévalualion 
resterait  légitime  avec  des  iiypoliicses  plus  laryes. 


•iGfi  l.lMlli    1.    --    CllAI'llIli;    l\. 

i*oiir  proiivor  l'existence  de  celle  limite,  siip[)Osons /(  3)  mis 
soiib  1.1   Idiiiic  //  -\-  t\\  ce  <jiii  (loiiiic 

En  vertu  des  liV|)Ollièses  reiiilivcs  à  l'arc  AM  cl  de  la  conti- 
nnilc  de  /{  z),  qui  cnliaîix*  celle  des  fonctions  1/  et  r,  le  second 
membre  a  une  limite;  celle  limile  esl  la  somme  dinl»''j;rales  cur- 
vilignes associées  |)ar  le  svmljole  /  :  on  a  donc  par  déliuiliou 

/     l\z)dz=    I     i  N  i/.r  —  {•  i/y  ) -r- i    j     {  \' dx -r- a  ily). 

«   A  M  •    A  M  •  'aM 

Si  la  ligne  d'intégration  A.M  avait  des  cfjuations  de  la  lornie 

a-  =  o(/),         y  =  <h{  t  ), 

telles  fjue  de  j)Ius  les  dc'-rivées  'i'(/)  et  '{>'(/  i  fussent  conlinues,  le 
calcul  de  rinlégrale  se  rainèneiait  à  des  iiil('grales  reclilignes 
parla  méthode  indiquée  plus  haut  (  '  ). 

Remarque.  —  Cette  définition  lait  intervenir  le  rAc'/??//^  suivi 
par  la  variable  pour  aller  de  la  limite  z^  à  la  limite  0. 

(')  Un  caliul  (lii'ccl  ou  un  lln'orcnic  pri'ci'dcnl  (  |i.  '.J7,  "10)  iimnlrc  (|iic 
iim  >  \f(Zi)  [-Sj^., —  -3,]  [  existe  toutes  les  l'ois  <|ue  la  lii^nit'  AM  cxt  rccti/ialilf. 
(C/.  JoiiDAN,  .4//o/r."fe,  2' ôdiL.  t.  I.  p.  182.)  Aussi  désormais  nous  pourrons  iireiidrc 
comme  clieinin  d'inléf;ralion  toulc  li};ne  recliliable.  Rappelons  leur  délinilion. 

l  ne  /i^'iie  est  lectijiahle  cpiand  elle  est  continue  cl  a  tine  lonf^uetir,  c'esl- 
à-dire  i|uand  il  exi-lc  une  limite  au  pi'iiiiicl  re  d'un  polygone  inscrit  (de  la 
nianicie  liabitiielle  )  diiiis  la  rouilie.  l'nur  i|uc  niie  limite  existe,  il  siijlil  (cl 
c'est  là  l'énonce  élémentaire)  <jue  les  fonctions  f  et  y  soient  coutinuis  ainsi 
r|uc  leurs  dérivées  (en  ce  cas,  l'are  a  aussi  une  dérisi'e)  :  de  lait,  //  faut  cl  il 
suffit  fjue  les  fonctions  »  et  <i^  soient  continues  el  à  rti/iotion  bornée.  (  C/.  Jor- 
dan, Analyse,  2'  édit.,  t.  I,  p.  100.  —  S<:iii;i;n:ii.  .1.  M..  I.  V.  p.  '|<),  l/l^'enteine 
Untersitcliun^en  iihrr  Rectification  dcr  Ciii\cn.  Su  i>v,  M.  I..  t.  \L\11, 
p.  .If.").  —  Ascom.  ./((Inhinli  dcr  Mallieniatii.  l.  \\I,  p.  3.i().  ) 

Tout  cnscmidc  fciiin-,  dnni  les  éliMuenls  sont  ran^c-s  dans  un  certain  ordre  cl  i|ui 
esl  la  représentation  continue  d'un  serment  de  droile  (  |).  29)  esl  rei;ard('  comme 
une  ligne  continue  ;  dés  lors  il  ne  suffisait  évidemment  pas  de  prendre  comme 
lignes  d'intégration  des  lignes  continues.  (Le  carré  considért-  par  MM.  l'eano 
et  Hillieil  peut  être  regardé  conime  une  ligne  continue;  on  voit  eondiien.  en 
pareille   maliiri-.   il   faut   --c  di'lici    di    l'nil  Mil  l'oi   :^i(iinc  I  iii|ue.    (^/.   p.  i(j.) 


I.\     NdTION     I)  l\Ti;(iUAI.i:. 


iCr 


lllle  ne  su|)|)0>e  pas  ;iiial\  li(]ue  la  funclion  cunlinuey'(;  ). 

Kllc  subsiste,  si  la  fonction  loiil  en  reslanl  finie,  est  discon- 
linue  en   nn  nonihn'  liimlc  de  |)()iiils  de  AM. 

Celle  li-^nc  pcnl  rire  Cormée  d'nn  scnl  arc  d»,-  courhe,  ou  diin 
nombre  liniiu-  darcs  reclifiables. 

L'int(''i;ral('  a  deux  valeurs  égales  cl  de  signes  conlraires  pour 
nn  même  clieniin  parcouru   dans  deux  sens  ilillérenls. 

Appelons  L  la  lorigueur  de  la  ligne  d'inlégralion,  el  M  le 
maximum  de  \/{^)\  le  long  de  celle  ligne,  l^a  modide  d'une 
somme  ne  dépasse  pas  la  somme  des  modules;  d'où  l'itiégalilé 


rV(- 


)dz\  =  ML, 


(jui  (ioiine,  pour  rinlégrale,   une  liniilc  supérieure  souvent  utile. 

l()i.   En  poursuivant  celle  élude,    nous    supposerons    (tnaly- 
tique  la  Ibnclion  sous  le  signe  d'inlégralion. 

TnÉoniniE.  —    Une  fonclion  analytique  dans   un   doiuainc 
a  pouf  intégrale  une  fonction  analytique  dans  ce  domaine. 

En  efTcl,  de  la  définition 

(i'(^)  =    /       (  a  ci.c  —  e  dy)  --il       (  e  d.c  -}-  a  dy)  —  i*  -^  f'Q 


résullenl  les  égalilés 
dV 


^ 

^ 


()0 


JQ 


=  H\ 


dx  dy  0.V  i)y 

dès  lors,  la  fonclion  P -h  /Q  a  bien  u/ie  défivée  unique. 

r^  (-  ,  .    .     .      dP  -h  idO  .       '    I  .       • 

Reniaïque.    —   (.elle    dcnvee  -, :— 7^   peut    s  obtenir.    |)ar 

^  d.p  -^  i  dy   ^  ' 

exemple,  en  sup[)Osanl  dy  nul.  i^lle  a  donc  pour  valeur 


/OV       .00 

\dx  dx 


dx 


ou        tl  -!-  ti\ 


IGo.   La  fornude  du  changement  de  varialdc  csl  la  même  que 
pour  les  inlégralcs  réelles. 


208 


lllAI'ITHi;    IV. 


Soil  à  eHocltiri-  la  -^iili^l  il  iil  ion  z  =  'S)[^),  'f<^v)  déslgnanl  iiiic 
fonction  uniforme  cl  (((iil  iiiut-,  ainsi  ^^ut^  sa  tlciivée,  le  lonj;-  des 
lignes  r  Iransforniées  des  lignes  d'inlégraliun  C  décrites  par  ;. 

Choisissons  sur  l'arc  V  des  points  de  division  "Ç,  (soient  z,  les 
points  correspondants  de  C).  tels  cpic,  :  ('lanl  un  nombre  pusiliC 
arbitraire  donné,  rinégalitc-  |  w/^.,  —  v,  |  <  ô  entraîne 

Le  |)rpniicr  m  en  dire  de  r("galilé 

a  pour  bmite  l'intégrale  à  transformer.  J^e  second  se  séjiarc  en 
deux  parties  :  l'une  a  pour  limite  une  intégrale  prise  le  long  de  T; 
le  module  de  Taiilre  descend  au-dessous  de  (oui  nombre  donné, 
puisqu'il  n'atteint  pas  MFe,  en  désignant  par  M  le  maxijnum 
de  l/(-)|  le  long  de  f,  et  par  Y  la  longueur  de  celte  ligne.  D"où 
la  formule 


jT  /,.-),/-=  f^''A'ir.)]o'iz)d:. 


1G6.  La  règle  donnée  par  Leibniz,  pour  la  drrnution  d' une 
inléf^rale  par  rapport  à  un  paraniclie  s'étend  aux  intégrales 
de  variables  eom])lexes,  puis(|u'elles  se  ramènent  à  des  intégrales 
curvilignes,  et  dès  lors  à  des  intégrales  reetiligues  (on  suppose 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  arc  (pii  ne  change  j)as.  (niaïul  le  para- 
mètre varie). 

Voici  un  raisonnement  direct. 

Soit  /(  ;,  ir)  une  fonction  de  deux  variables,  holomoiplie  dans 
un  champ  double  (  A,  cl>)  frontière  comprise;  j'appelle  l'\o) 
l'intégrale  de  celle  fonction,  le  long  d'un  arc  fini  de  courbe  recli- 
liablc  (  \.   inli'rieur  à  A.. 

('j    V.w    Vdiii    tir   I  es   cf;;ililcs,  rcxislcncc   d'imc    limite  |iiuir    »     |  ^^ — '^,-\\  •■'•- 

liiiliic   rcxisU'iiic   (ruiH'    liiiiilc    |iniir-    »    \z^ — c,_,  |.  Ciir  £  est    iiiliiliiiire  et   <f'(^) 

est  1)1)1  né.  Par  suite,  si  les  iij;iies  V  sont  lecliliables,  il  en  e^i  di-  même  des 
li|;iies  C  Dés  lors,  lu  cléiUDUStiulion  exige  seulement  i|ui  lc>  ii^no  I'  Miii  ni  /cc- 
tift  ailles. 


I.A    NOTION    li'lNTIXiK  Vl.i:.  ■}.()() 

A   lin  accroisscmonl  //  donrK'-  à  «r  (ici  que  iv -\-  h  no  sorte  pas 
de  -V.)  correspond  pour  l'Inlégralc  un  accroissement 

F{»>^h)—V{iv)  ^    I  [f(^z,iv-^/,)-/(z,n-)\f/z. 

La    fonction    lioloiuor|)lic  f  adniclljinl    des   dciivi'-es    [)ailiclles 
DlomorpI 
difTéfencc 


)  f 
holomorphes,  -r—  est  fonction  continue  de  z  et  de  \v\  dès  lors,  la 


■ ■ — — — —  =r,(z,  tr,  A  ) 

fi  div 

lend  uniformément  vers  zéro  avec  //  (').  A   tout  nombre  positif 


(')  Quand  iim^  fonrlion  n'-clle  /(a)  a  iino  di-rivcr  continue  dans  un  intervalle 
fcrnié  (  a„a|  ).  la  dillViituc 

(i)  ^ ■■ /  (a)  ^/  (x-t-O/i) -/  (a) 

(•onvcri;e  nnifdrNii'riienl  vers  zéro  avec  h  (p.  3.j),  pnis(|iif  la  conlinnili'  do  /'{^) 
dans  linliixalle  {yi,,x,)  entraîne  sa  eonlinuité  unifuinn'. 
De  nn'-mc.  la  l'ornuile  des  accroissements  Unis  duimc 

•^  — j^ — — /«(-z-,  a)  =/^(j7,  a-i-OAa;  — /„(x,a); 

l'ar  siiile,  si  f^(  X,  a)  est  foiirlion  cnnliniic  de  x  el  fie  a,  ces  deux  expressions 
convergent  uniformément  vers  zéro  (  p.  V' )  'la"''  ""  enscmhic  (.r.  a)délini  par 
les  inéi,'alités  ir„<  a;  !?  a:,,  a„7a?a,. 

Passons  aux  variables  complexes.  Soil  /((V)  =  '^(  «,  r)  +  /  -yff/,  f)  une  lonc- 
lion  holomorplie  dans  une  aire  et  sur  sa  frontière;  quand  la  variable  iv  =  u  —  A' 
reçoit  un  accroissement  h  =  k  +  «7,  la  différence 

tend  unifdrnKinenl  vers  zéro  en  même  /em/>s  ipie  h.  danx  l'aire  considérée. 

En  ell'et,  la  combinaison  /  étant  liolomorplic,  les  l'nrK  lions  .i  el  -y  ont  dis  déri- 
Tées  continues,  et  l'on  peut  écrire  (p.  5o) 

/(  w  -h  h  )  -  /(  n')^-{  ?'„  -t-  i  ■;'«  )(/.-+-  iV  )  -i-  £,/.-£,/  -4-  /(  î,  /  -h  î;  /•■  ). 

s  ,  £,  pouvant  descendre  au-dessous  de  Imit  nombi'c  |)(isilif  donné  ï.  «inel  (|ue 
soil  le  point  («,  v),  si  \h\  reste  inférieur  à  un  nombre  li\e.  V)i-  lors  le  module 
de  rexpression  (  !  )  n'atteindra  pas  '|  c. 

Pour  étendre  le  raisonnement  au  cas  étudié  dans  le  texte,  on  écrira  la  fonc- 
tion/(c,  «•)  sous  la  forme  f  ( .r.  y,  u.  k')  -h  i'^'.x,  y,  h,  i"  )  (ii"  31'.»)- 


i.iMii;  I.    -   (ii\iTHii;  i\ 


(Ioiiik'  î  coitoS|1()IIiI  1111  iniiiilirc  [mi^iIiI  o  Ici  (jnc  I  on  ;éiI,  iliiiis  lotil 
le  domaine  (:;,  tv  i,  |r,  |  «<  s  pour  |  A  |  -<  o.  On  t'ii  dcdiiii.  m  iip pe- 
lant  C  la  lonc^iiniir  de  la  ligrio  d'inN'^^i-.ilion, 


r(ir  -^  h)    -  F(ir)  f  Of 


'..  Oh- 


<tC., 


r[  linaicniciit 


--    I      i  z.  u-  \  ,/z  -     /    ; dz. 


\in>i.  Dn  pc'iil  |)ci'miil('r  les  >\ndi()l('s  de  d(''ri\  al  ittii  «•!  dinir-- 
m  alion. 

§  II.  —  Lks  iNTK(;nAi.i:s  ni:  (iviciiv. 

\Cû .  Soient  //(.r,  i)  et  {-{.i^j-)  deux  lonclions  do  variables 
réelles,  itn/'/ornies  et  contùiurs,  <(insi  qiir  leurs  dérivées  par- 
tielles (lu  premier  ordre,  dans  un  domaine  continu  l"».  à  con- 
nexion simple  ou  multiple,  (,'l  sui- sa  Ironlièrc  (i  (  '  ).  Une  foiinule 
dite  de  liieninun  (  Oh^uvres.  Irad..  p.  i .'»  ).  cas  pailicnlier  de  celle 
de  (îrcen,  donne 

"  (0   '  ■    '  *^  c 

1^  inl<''i;rale  douhie  est  ('tendue  au  domaine  o.  <•!  linlc'grale  curvi- 
lij:;-ne  est  pii>^e  dans  le  sens  positif  |  sens  dc^  llrclics  {/ig.  28)]  le 
lf)n^  de  C. 

I*>n  ell'et,  su|)posons  d'abord  le  domaine  (ô  simpb-nienl  connexe 
et  Ici  (|iie  sa  frontière  soil  coupée  seulemeni  en  Anw  poini^  par 
des  J>arallrlcs  aux  axes.  La  rclallon  s'olitlcnl  en  i(Mnai(piaiil  (pu- 
Ton  caleidr  une  inh'i^rale  «lonhic    en  faisant    succcssi\  ctnciil  dcn\ 


(  '  )  Il  siiflil  (if  supposer  crWc  fioni  i(rc  f<>ini('c  do  (  nnionr';  frrmrs  simples 
(dansceqtii  va  suivie,  ikhi'.  cnliiiilroiis  ji.ir  l.i  <\v~  ((miiIh-  (  (miI  i  iiii(>«  .loiil  les 
points  cxln-inci  coïik  i.lceit  cl  (lunl  imi^  les  .miicv  |>(>iiil-.  ^mil  lii^l  im  l>-  i.  cMi- 
liciir^  le-  iiiiv  ;iii\  ;iiilfc^.  Idii^  irihiKiiiv  j  un  idriliiur'  de  tiniiii-  ii.iliiic,  luii^ 
rc(li(i;il)|rs. 

N('-aiiin(iiiis,  jiniir  -iiii|i|ilicr  lu  iirinimsl  t  ;il  imi,  ijims  pic  iimi--  \<-  (,1-  nù  C.  pciil 
rire  divi>.(-  en  un   iioiiilirc    liiii    de   piiilics.  iiy;ml   r(sp<-il  i\  <  im  m   de-  <  i|iMlinfi-  di- 

lit    foeiiic    1-        /■^7•^.  /(.!•)  di'sii:n;iMl    une  foiirli unliiiiir  cpii   n  ,1   |i.i~  dix     jnli- 

nili'  di-  iii;(\iiii,i  et   ili'  iniiiiiii.i. 


i.Ks  iNTK(ii» vij;s  m;  (  \i  (  m 


inlcyialiûiis,  (;l  (juc  la  première  s'eflectuc  iiiiiiiftjialcinciil  (jiiaïKl  la 
fonction  à  intégrer  est  la  dérivée  partielle  [)ar  rapport  à  ./■  on  à  y 
d'une  fonction  connue. 

Pour  étendre  la  formule  aux  domaines  (|ueIc()ii(picN  à  connexion 
simple,  ou  les  décompose  par  des  transveisales  en  domaines  (î)'^ 
(îV,  (XV  satisfaisanl  cliacun  à  la  coiidilioii   <'noncée  (  fm.   'j.~).  De 

ris.  2-. 


même  par  l'addition  de  cloisons,  un  domaine  (0  à  connexion  mul- 
tiple se  ramène  à  un  domaine  cO|  simplement  connexe  (fig-  ^8 
et  29).  Dans  les  deux  cas,  lorsqu'on  applique  la  formule  (  i  )  aux 


l-ig.  28 


domaines  (.0',  (O",  (ô"  ou  au  domaine  eOi,  les  intégrales  douMes 
étendues  aux  aires  intérieures  s'ajoutent,  et  les  intégrales  curvi- 
lignes prises  le  long  des  cloisons  auxiliaires  parcourues  deux  fois 
en  sens  inverses  se  détruisent. 

(laiicliy  en  a  (h'-duit  ce  tiié-orème  (  '  )  : 

1.(1  vondilion  /lécrssai/e  rt  si/f//sa//(e  /joiu-  (/to'  /' i/i /(':.' rd/c  île 
la  fonctliin  considrréc  le  lo/ii;  fit'  la  fronlirii'  du  doDiainr  (0 


(')  Loiiylcnips  aiipiiraviiiit.  d'AInnlxTl  {l'ssai  d'une  noi/^rlle  théorie  de  la 
résistance  des  fluides.  17V2)  avait  l'ic  aiiieiu',  pniir  ciinliiT  les  niinposaiitts  do  la 
\il('ssr  (laiK  Mil  Iniiiliilluii.  fi  iiitidiliiiic  le-;  fuiiiliiiii<  11  d.r  —  \-  th'.  vd.7'    -iidy. 

«•(    ;'l    \    cic-lci  lllllli-l     //    cl     l'   lir    lllll  II  i<' I  i'    ;i    aMiir    île-    ililii-ICIllicllr-   (NMi  Irv. 


'>.-]•>.  i.ivKi;  I.         iiivi'iTiti:  i\. 

ou   (II'  tout  (loniuiiir  inirricu r  suit  nulle,  l'sl  tju  rn  tout  point 
intérieur  au  domaine  un  ait 

Ou        Ov 
{•X)  _-  =  —  . 

oy        ôx 

\Lu    cllcl,  l;i   comlilioii  csl  r \  IdcimiK-ii  I    su  flis;iiilc.    I^lle  est    iirces- 
saire;  sinon,   uu  |i()iii  lail  tioiixci-.   ii  I  iiih'iiciir  de  tO,   un  domaine 

siniplcnienl  conncxf  o,  de  fioiil  i(  ri-  ■■,  d;Én>  Icfjiicl  l:i  (onclion  con- 
ter        Ou  .  . 

linuc conscivriMil    un    siiinc   coMslaul;    cL   i)ar   >uilc',    eu 

Ox         Oy  ^  '  I  ' 

vertu  de  la  formule  (i),  Tinlégrale  curviligne  prise  le  long  de  *'  ne 

sérail  pas  égale  à  Z('ro  (  '  ). 

Celte  |)ro|)osition  rondamenlale  permet  de  décider  daiisipiel  cas 

l'inlégrale  curviligne 

/       //  d.v  -h-  r  dr 

'■■»■„  Vu 


(')  On  ptiil  ilonncr  ;nix  llii'orèims  do  Giccii  cl  de  Caucliy  un  (•nonce-  i)lus 
lai-f. 

I'  l'oiir-  (|U(^  la  foiniulo  (i)  soit  valable,  ancnnc  liypollioso  snr  la  conlinnilé  ou 
iiu'nic  rinli';;ialiilitc  des  dérivées  du  pri'tiiier  ordre  n'est  nécessaire  :  il  sul'lit  i|ue 
les  luni-lions  u  et  v   soient  uniformes  et   (  oiiliniics   dans  (0    et   siii-  C,  (|ue    leurs 

....      Ov        Ou       .  ..  ,  ,.,.,, 

dérivées  -,—  cl    —  soient  unnornies  et   liurnccs.   eiilin    (iiic    li  s   iMle:;rales  doubles 
ox       Oy 

I   I  — dxdy  et    /    /  — f/j7  f/)' étendui's  an  dninainc  ("^  existent. 
J  J    Ox  -^        J  J    Oy 

En  eiïel.  prenons  d'abord    ciminie   <uMlciiir  dinli-i;iatii'n    un   rcrtaii;;le   It  ayant 

pour  somiiicls  opposés  {x^^y^^).  (.ri). 

I  •      ■  I     •■.      .        •      .      ,  .  .       ,.      •  .      /"'  f>i'(  X,  y)    , 

I.  exislenee  de  linlei,'ralo  donbli'  iiilraino  I  exi-tciKc  de   /        —    .— ^^—  dx   ixmr 

,  ' ,.  Ox 

un  ensemble  de  valeurs  i'  de  i'  partout  den-^e  dans  l 'intervalle  (.)'„.i'  )  (  p.  a')-!  )  ;  on 

a  donc 

r'^Ov{x,y')   ,  r'ih'lx.  )-')    , 

y..„  --^ox  ^^ ^y..^  —iu  ^'-^ ^  "^^- ■'■  )  -  '^■"o- ^''  ^- 

„,,  .  ,       ,         .  ,        ,        r  /^^0V(X.    V)       , 

l'jje  entraîne  aussi  1  i  iiteuiabilite  par  rapport   a   r  <!<■  la  foiiiiion     /      -— ' — dx 

.',.  Ox 

dans    rinlcrvalle    (.)',i.i'j;    cl    par    ^iiilr.    ( nmme    cette    rniicliiin    roïiiride    avec 

vix.y)  —  v(x^^,y)   an  moins   piinr  des   \alriirs  de  y  foini.inl    ini  i'ii--enil)le  par- 

toiil   dense  dans  l'iiilervalle  (.)',i.r),  on  a  bien 


(3j 


\  /'\i>(x,y)^-v{  x„.  y)]  dy  ^  f  f  '"'^^  ■'' ^  dx  dy 


F,n  trailaiil  de  la  même  inanièic  la  vccunde  iiil<'':;ralr  donldr  d    en   roniLiiianl   les 


i.rs  i\Ti;t.ii\rj;s  m;  cxicin.  t-^ 

prise  le  long  d'une  courhe  inlriieurc  au  domaine  (t>,  entre  deux 
limites  {jr^ya)^  {-^ y)  ''î^ées  arhilraiicnicnl,  d<'|)on(l  du  clicinin  qui 
les  relie. 

Si  l'on  considrrc  des  cliemins  pouvant  rtro  ramenés  les  uns  aux 
autres  par  déformation  continue  sans  sortir  du  dfuuaitic,  il  laut  <,'t 
il  sidfit,  pour  que  riutéj^ralo  curviliyiie  iiit  une  \;d(iir  indi-iicn- 
danle  du  chemin,  que  la  relation  (v.)soil  idenliipicriu'ul  satisfaite. 

Le  même  |)rol)lème  se  pose  pour  les  intégrales  entre  des  limites 
imaginaires,  puisque  ce  sont  des  intégrales  curvilignes  associées. 
Clierclions  donc  si  la  fonction 


'»•(-)=    ff 


(  c  )  (Iz 


varie  quand  la  ligne  (Fintc'gral  ion  se  dé|)lace  dans  un  domaine  cD 
que  nous  supposons  d'abord  simplement  connexe  (').  En  d'autres 
termes,  examinons  si  la  fonction  <v(:;)  est  uniforme  dans  ce  do- 


résullals,  la  l'oiimilc  de  Giccn  se  trouve  (h'iiiuiiliLc  |iuiir  Ir  icclan^lc,  cl  drs  lors, 
par  une  extension  facile,  pour  le  domaine  cO. 

Cf.  PuiNGsiiEiM,  C.  li.  de  l'Ac.  de  Munich,  1890,  p.  '>■.>.. 

■2°  Pour  déduire  de  la  seconde  des  écjualions  (3)  el  de  l'cquation  analogue 
relative  à  u  la  formule  (qui  revient  à  celle  de  Caucliy) 

(  4  )  /   w  dx  -h  V  dy  =  o, 

il  suflil  d'ajouter  aux   livpollu'ses  précédentes  (|(ie  les  points  où        <\\r- 

I  âx        ()y  I 

passe  un  nombre  e,  si  petit  soit-il,  forment  un  ensenii)le  0  à  deux  dimensions  non 

étentlu,   ]niis{iue  les  intéf;rales  doubles  d'élément  ( -r \  dx  dv  relali\e<  à 

\  ()x        à  y  ; 

chacun  des  ensembles  0  et  (0  —  0  tendent  alors  vers  zéro. 

Mais  le  raisonnement  fait  plus  liant  montre  que  la  première  des  é(inations  (3) 
(  combinée  avec  IVvjuation  analogue  relative  à  u)  suffit,  sans  la  formule  de 
Green  et  sans  la  considération  des  intégrales  doubles  qui  y  figurent,  pour 
obtenir   la    relation   (4).   Ainsi    cette   formule   (|)   exige   seulement  que  les  iiUé- 

grales    /  dj-  j     —dx,    I   dy   I   —dx  existent,  cpir   Ion  puisse  intervertir  dans 

celte  dernière  expression  Tordic  des  inli-gialions.  et  (lue  les  points  où 

I  ()x        Oy  I 
surpasse  e  forment  un  ensemble  à  deux  dimensions  non  étendu. 

(')  En  considérant  la  valeur  d'une  fonction  en  un  point  comme  jiomanl  dé- 
pendre du  chemin  sui%i  par  la  variable  pour  y  parvenir,  Caneliv  a  résolu  des 
diflicultès  qui  longtemps  avaient  airèlé  les  géomètres:  par  exemple,  il  a  pu 
expliquer  lu  miilli|di(  ité  des  valeurs  du  logaritlime,  de  l'arc  sinus,  des  inti'grab- 
iles  fonctions  rationnelles  (M  algéliri(|ues  (voir  t.  II;. 
1-. 


■)-\  i.i\  lii;  I.    -    (H  U'i  nu    i\ . 

in;iiiit'.  iiti  (Mifdi'e  >i  I  intt''j;r;ilc  If  l<in^  d  un  conUtur  IViiim-  siiiijilt' 
inlnlrairf ,  inli'riciii"  an  «loniaiiic,  rsl  mille. 

L  ne  inl(''jj;ialion  diipclc  pcnl  IraïK-licr  la  (jncslion.  f|naiicl  on  a 
sons  le  sif^iie  dinléf^ralion  une  (IIITér'eiiliclle  exacte.  Ainsi,  le  long 
(Inné  conrhe  fermée  avant  Inri^ine  à  sdij  intérictir.  liiilé^rale 


f' 


'-'./: 


est   nnlle  si   r/   est    un   entier   dlUV'ienl   de    z('ro   (').    Dans  le   eas 
général,   la  soIhIkmi  i-epose  sur  le  llu-orèMie  de  (laneliv. 

iCxS.  'riiroiiKMK  i()>n\MK]NTA],.  —  Lc  loiig  cl  u uc  l i g iic  fermée 
sintplr  intrricure  à  un  domaine  siniplcjnenl  connexe,  l'inté- 
grale d' une  fonction,  holoniorphe  dans  ce  domaine,  est  nulle. 

Jh'-munal ration  de  Caucity-Uicniann.  —  Soit 

fiz)  =  u  i  .T.  y  )  -T-  i\-  (  .r, -)-  i 

la  lonclion  donnée,  i.e  lon^  de  tonte  ligne  C,  on  a  par  dt'-linition 

I  /{  z)  t/z  =    I   (  Il  (l.r  —  (•  (ly)  -^  i   f  *  n  '(r  ~  e  dr  i. 

I)'apiès  les  pi-opiiét<''S  des  intc'grales  enrvdijj;nes,  et  les  livpo- 
llièses  de  eonlinnilt'  relatives  à  //,  i'  et  leurs  dérivées,  pour  (pie  le 
second  membre  soit  nul  fpicl  cpie  soit  le  contour  fermé  simple  (], 
il  laut  et  il  suffit  cpie  l'on  ail  en  tout  point  du  domaine 

du  (J{-  OU  i)i- 

^  .  Oy  O.v  '  d.r        dy 

Ici,  ces  conditions  soni  \<''ii(i('es:  I  in  t(''grale  est  donc  nulle  (-). 


(')  Si  a  n'fst  p;is  riiticr.  l'i-lndo  de  riiiiosi^il*'  '  '■'  l'>"P  tl'nn  corrlo  tlo  rayon  /• 
revient  à  lellc  de  la  x.inal  imi  de  z".  luisqur  l'ar;;iiiiieiil  do  ;:  ;mj;riU'iite  de  J  T.. 
par  e\eiii[de  \aiie  de  0,,—  -  à  0^  -     -.    <)ii   a  aiii>i 

al  =:  ,■"(<."•(«„'-—  e'"\  -  )    :  :<ir" €'••"»  siiirt-. 

Nfiii  seiiiomonl  sa  valeur  iTe^l  |ia>  nulle,  mai--  <lle  d('|iend  du    ia\iin  du    rerele   et 
dn  |)f)inl  d'où  l'on  csl  parti  pour  le  décrire. 

(■)  Prenons  le  <"as  où  1rs  l'oiielions  n  ei  e  sonl  nnifornies  et  ronlinncs,  cl.  ont 
«les    d<'ri\ces    parlirllos    dn    pieiuier    onli-e    uniformes    et    liornées.    H'après    les 

reiiiari|Me>.  faili'*  l  \<.    '-'■'')■   pour  i|ue   le   t  lici.nine  de  (aueliv    ^'dl    \alalde.  il   siiflii 


f 

i.i;s  iNTi-;(.iui.i:s  di:  ^.\[  i  iiv. 


I  ii'intjnsti'idion  de  M.  (îmirsat.  —  l'^ll»^  re|t()Sf  siiii|il('iii(iit  sur 
la  notion  de  dérivée  dune  fonclion  J\z)  (p.  'o'i),  et  n'exijj'e  plus 
d'hjpothèse  relative  à  la  continuité  de  f'{z)  ('). 

Considérons  une  aire  cU  limitée  par  un  contour  avant  une  lon- 
gueur Jinie  (^,  et  une  fonction  /'(^)  continue,  uniforme  et  avant 
une  dérivée  dans  laire  d.,  frontière  comprise. 

i"  f{z)  est  uniforme;  dès  lors,  si,  par  un  procédé  quciconcjue, 
par  exemple  au  moyen  de  droites  équidislanles  parallèles  aux 
axes,  on  partage  Taire  <X>  en  éléments «<  (dont  nous  désignerons  les 
contours  par  a),  l'intégrale  1  f(z)clz  a  même  valeur,  qu'on  la 
prenne  le  long  de  C  dans  le  sens  positif,  ou  bien  dans  le  même 
sens  le  long  de  tous  les  contours  a  (les  intégrales  prises  le  long 
de  celles  des  lignes  r/  (jui  ne  font  |)as  partie  de  G  se  dé-truisent). 


que   les   iiilégrales   superposées  dont   nous    avons    parlé    existent,    qu'on    puisse 

changer  dans  l'une  d'elles  l'ordre  des  intégrations,  et  que  les  points  où — 

I  ox      Ov  1 
\  du       âv  \  ,  ,•,.,,, 

et     -; h  ■ —      surpassent   un    noniljrc   arbitraiie    donne    a    1  avance   lornient    un 

I  âr       Ojc  I 
ensemble  non  étendu.  Dans  la  démonstration  ainsi  présentée,  aucune  condition 
de  continuité  relatiiC  aux  cléii^'ées  n'est  plus  requise;  une  condition  d'inlégra- 
bilité  est  exigée. 

(')  y4.  3/.,  t.  IV,  p.  U]-;  1884,  et  Transactions  of  Ihe  American  math.  Soc. 
t.  I,  p.  i4  ;  1900.  M.  Pringslieim  a  rendu  plus  rigoureux  certains  détails  de  celte 
preuve.  (Même  Revue,  t.  II,  p.  4i3;  1901.) 

Admettons  l'existence  et  la  continuité  de  /(z)  et  l'existence  de/'(c). 
Les  démonstrations  antérieures   {voir  p.   278)  supposaient  soit  la  continuité 
de  /'(  5),  soit,  ce  qui  revient  au  même  (  I'iuxgsueim,  Mcm.  de  l'Ac.  de  Munich. 

1890,  p.  3o3),  que — ■ — f'{^)  1  tend  uiiiformcment  vers  o,  pour 

toutes  les  valeurs  de  As  inférieures  à  un  nombre  fixe,  dans  tout  le  domaine  -i. 
(sauf  peut-être  en  des  points  formant  un  ensemble  non  étendu).  Ici  on  s'affran- 
chit de  cette  hjpolhèse  explicite. 

Clomme  la  formule  de  Cauchy  (  n"  170),  avec  ses  conséiiuenccs,  découle  tie  ce 
théorème,  il  suffit,  pour  édifier  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  de  regarder 
comme  holomorpiics  les  fonctions  fiz)  (|ui  sont  uniformes  et  continues,  et  ont 
une  dérii'ée- 

Nous  avons  vu  (p.  jf).  note)  (|iic.  ]iniir  (innne  fonclion  continue  u -.- ii'  ait  une 
dérivée,  certaines  conditions  sont  requises,  en  ilcliors  de  l'exislence  des  dérivées 
partielles  de  u  et  de  v,  et  des  relations  (  Il  ).  Happelons  aussi  qu'au  sens  de  la 
théorie  des  fonctions  analytiques,  une  expression  /(  •:  )  est  regardée  comme  foiu- 
lion  de  z  seulement  lorsque  [  f{z  -h  Sz)  —  /(  z)]  :  Sz  a  une  limite  finie  /'(j  ), 
la  même  quand  Sx  et  ly  tendent  vers  o  indéj/cnda/nment  l'un  de  l'autre,  ou 
bien  lorsque  dans  ren>cml)lc  — t  r  0  .^  -  le  rapport  [.A--+-p«"') — f{^)]'.^<"^ 
tend  uniformément  vers  /(:■),  quand  0  tend  vers  o  (  |).  47.  note).  La  delinititin 
mcnic  de  Kicmann   (p.   '|g.  ti\lc  i  c-l   //n/i  iaruc  quand  /"(;)  n'e-t   pa<  conlinne. 
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Cette  conclusion  subsiste,  que  l'on  ait  découpe'-  l'aire  .1.  en  élé- 
ments à  l'aide  de  carrés  tous  égaux  entre,  eux,  ou  bien  que  Ion 
se  soit  astreint  à  ne  pas  subdiviser  certains  carrés,  de  telle  sorte 
qu'à  côté  d'un  carré  il  v  en  ail  d';nilrcs  de  même  surface  par- 
tagés en  4,  7)  lo,  i3,   16,  ...  parties. 

2"  Remarquons  aussi  que  l'on  peut  pousser  assez  loin  la  divi- 
sion de  -l.  en  aires  partielles  d'un  seul  tenant  ai  pour  que  l'on 
ait,  relativement  à  chacune  d'elles, 

(I)  !/(-)  -.A-  )  -  <  -  -  --.)/'(^/)  i  -^  1  3  -  ;;,■  h, 

z  désignant  un  nombre  arbitraire  donné  à  l'avance,  z  laffixe  dun 
|)()int  quelconque  de  r/,  et  z-i  l'affixe  d'un  |ioint  fixe  convenable- 
ment choisi  dans  «/  ou  sur  r/. 

Pour  le  prouver,  parlons  d'une  divi.sujii  arbitraire  du  [)lan  en 
carrés,  et  considérons  ceux  d'entre  eux  qui  contiennent  au  moins 
un  point  de  l'aire  »l,.  Les  aires  «/correspondantes  peuvent  être 
réparties  en  deux  catégories,  suivant  qu'elles  satisfont  ou  non  à 
la  condition  (1).  Nous  adranchirons  de  toute  subdivision  ulté- 
rieure les  carrés  du  premier  type.  Partageons  chacune  des  autres 
en  4  parties  égales,  à  nouveau  en  4  parties  égales,  etc.,  en  ayant 
soin,  après  chaque  opération,  de  mettre  à  part  parmi  les  carrés 
obtenus  ceux  pour  lesquels  l'aire  ai  correspondante  satisfait  à  la 
condition  (i)  pour  les  exclure  de  tout  partage  ultérieur.  Après 
un  nombre  fini  d'o|iérations,  les  conditions  do  l'énoncé  seront 
réalisées. 

En  ellel,  si  iiiie  aire  a,  ne  salisl'aisail  j)as  à  la  condition  (1)  et 
ne  pouvait  être  divisée  en  parties  (|ui  v  satisfont,  on  pourrait 
trouver  une  suite  indéfinie  d'aires  a,,  ...,  a,,,  ...  (cloutes  inté- 
rieures les  unes  aux  autres  et  comprises  entre  des  droites  tlont 
l'écart  tendrait  vers  zéro),  qui  ne  satisferaient  pas  à  la  condi- 
tion (i)  :  soit  Co  le  point  limite  cjue  les  subdivisions  de  l'aire  A 
amrneiaienl  ainsi  à  définir  {voit-  j).  '.\\)).  (^e  point  z^  est  intérieur 
à  -V)  ou  Mir  (  \. 

Au  point  Zq^  la  fonction  continue /(;)  admet  une  d('rivée  :  c'est- 
;i-(lirc  (|u'à  tout  nondircî  positif  donné  z  on  pcul  lairc  ccurespondre 
un  iiomhrc  posilif  o  le!   (pie  l'iiu-galilc'  |  //  |  <^  0  ciilraîiic 

(  •/  )  '  /(  c.  ;  /'  )  —  /(  --..  >  --  /'  /'<  -o  )   ■  I  /'  h  ■ 
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l!^n  elVocluanl  les  parlao;es,  on  pciil  s'an"»'lor  sniK-incnl  à  tics 
aires  assez  petites  pour  que  tous  les  poiiils  du  contour  d'une 
aire  a„,  (pii  renferme  le  point  Zq  à  son  intérieur  ou  sur  sa  frontière, 
soient  inlérieurs  au  cercle  |  :;  —  ^oj  =  o.  Dès  lors  l'inégalité  (2) 
est  en  contradiction  avec  l'iiypothèse  d'après  laquelle  on  ne  pou- 
vait trouver,  dans  l'aire  7.„  ou  sur  sa  frontière,  de  puini  où  l'inr!'- 
galité  (1)  fut  satisfaite  (  '  ). 

Ces  lenimes  posés,  imaginons  l'aire  -l.  divisée  en  éléments  </<• 
satisfaisant  chacun,  pour  un  point  z-i  de  l'aire  «<  ou  de  son  con- 
tour a,  aux  conditions  (1)  et  tels  (|u'il  n*v  eu  ait  qu'un  dans  clia<pie 
carré.  Aux  divers  points  de  c,,  la  fonction  /{z)  peut  se  mettre 
sous  la  l'orme 

y,  avant  son  module  inférieur  à  un  nomhre  arbitraire  î,  le  même 
pour  toutes  les  aires  cti.  Par  suite,  l'intégrale  /  f[z)dz  se  décom- 
pose en  trois  parties 

\f{zi)-Zif{Zi)\  fclz,     f\z,)   fzdz.       f(z-znr,dz. 

Les  deux  premières  sont  nulles  (-).  Dans  la  dernière,  \z  —  ;;,  | 
ne  dépasse  pas  li^i^  li  désignant  le  coté  du  carré  qui  correspond 


(')  Le  raisonnemciil  \  a  supposer  que  le  contour  C  peut  ùtrc  divisé  en 
un  nombre  fini  de  parties  n'ayant  cliacunc  dans  la  direction  des  doux  axes 
qu'un  nombre  fini  de  maxima  et  de  mininia  :  ou  peut  alors  trouver  des  carrés 
assez  petits  pour  que  leurs  périmètres,  et  ceux  des  carrés  que  l'on  en  déduit 
par  subdivisions  ultérieures,  ne  rencontrent  C  qu'en  deux  points.  Dés  lors,  tout 
carré,  même  situé  sur  les  bords,  finira  par  ne  plus  contenir  (\\iun  seul  frag- 
ment n,  de  l'aire  ^\a.  (Il  serait  facile  d'adapter  le  raisonnenunl  au  cas  où  il 
n'en  renferme  qu't/n  nombre  fini.)  Pour  passer  de  là  au  cas  où  C  est  soulomenl 
rectiliablc,  on  peut  remarquer  que  le  théorème  est  vrai  pour  le  lrianj;ic,  et 
l'étendre  par  des  considérations  de  limite  aux  contours  rectiliables  quelconques 
{cf.  aussi  PuiNGSHEiM,  Transactions,  etc.,  i<(02,  p.  '(17). 

(-)  On  le  voit  en  appliquant  la  définition  ménu'  de  l'intégrale.  Divisons  l.i 
ligne  c,  aux  points  c„,  ...,  z^,  ...,  ;„  (z^^=z^)  et  prenons  pour  valeur  de  - 
dans  l'intervalle  («v-v+i)  'a  nioycnne  de  ses  \alcurs  aux  extrémités  de  l'inlrr- 
vallc.  Il  vient 

"  —  '    j 

Zilz     -     liin      >     "' '  ' "'    =0. 


r 
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à  rélémeiil  (ii\   le   hhmIiiIc   ^\^-   la  troisièiiic  iiil(-j;iale  lu-  déliasse 
donc  pas 

^//V^  f\dz\. 

Les  ooiiloMi-s  Cl  sont  foiiiit'-s.  les  uns  tmifuieincnl  de  segnienls 
parallèles  aux  axes,  les  autres  pari  le  de  segnienls  reetilignes  et 
partie  d'ares  appartenant  au  contour  (!;  ils  ont  donc  pour  péri- 
mètres ou  bien  4  Ai  ou  bien  un  nonibie  inférieur  à  î^-i-"^'/, 
*'/ désignant  la  longueur  de  la  portion  de  C  faisant  partie  de  c,. 
Par  suite,  en  ojjéranl  de  la  même  manière  pour  chacune  (Jes 
n  aires  ai  dans  lestpuîlles  on  a  partagé  l'aire  d.,  il  vient 

I    "  I  " 

ffizuiz  =\y  ffiz)ciz[ft^r,S{.\r--^-ir:i). 

Soil  A  1  aire  d'une  surface  as^ez  ('-lendue  pour  renfeniier  à  son 
intérieur  tous  les  carrés  avant  au  moins  un  point  commun  avec 
1  aire  A.,  et  par  suite  supérieure  à  ^  l'j .  On  a 


I  f{Z)  dz 


i  v'^i  4  A-i-  G/), 


/  désignant  la  limite  supf'rieure  des  //. 

Le  second  membre,  produit  d'un  facteur  borné  par  un  noiid)re  £ 
cpii  tend  vers  zéro,  tend  lui-même  vers  zéro.  Donc  le  premier 
membre,  qui  a  wuc  valeur  <ixe,  est  rigoureusement  nul  ('). 


(')  Caiichy  a  donné  de  son  tliéoréme  deux  démonsiralions. 

L'inie  s"appuie  sur  des  considérations  injinitésimales  :  «...  La  démonstralion 
repose  sur  celle  seule  observation  que  la  variation  de  l'intégrale  est  nulle,  ce 
qu'on  pouvait  prévoir  d'après  les  principes  du  calcul  des  variations  ...  »,  lorsqu'on 
change  infiniment  peu  le  chcniin  d'intégralion.  (Cauciiy,  Mémoires  sur  les  inté- 
g/ales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  182'),  p.  6.)  Cf.  I'ic.\nn, 
Analyse,  i*  édit.,  t.  I,  p.  «fi. 

On  peut  y  rattaclier   la  démonslr;iti<iii   de    lirint    et    H juct   (Fonctions  elli/i- 

tirjues,  i"  édil.,  iS'j.),  p.  12S),  celle  de  M.  Mitlag-i^efllcr,  (jui  repose  sur  la  niùmc 
idéiî  fondamentale  que  celle  de  Briot  et  liouquel  (GUttinger  .\acliricliten,  1875, 
p.  •ij),  et  surtout  celle  de  M.  Falk.  Dans  celle  dernière,  comme  dans  la  méthode 
des  variations,  on  considère  une  famille  de  courhcs  ;  =  j  ( /,  p)  + /v}/ (/.  p),  pas- 
sant, quel  que  soil  le  paramèlre  p,  par  deux  |Miiiits  z^  et  z^  :  on  éxaiue  l'inté- 
grale /  f{z)dz  le  long  d'une  coiirhe  de  la  famille,  cl  l'on  vérifie  que  5«  râleur 
est  in'l)'/ienflnnte  de  p  en  rnnstalant  que  lu  drriii'r  /nir  raf/iort  n  ce  pnni/nrtrr 
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109.    Corollaire.  —  J.e  lliéoi-cMiie  st-leiid  aux  aires  à  connexion 
niultii>lr  :  l'inlégralc  le  lonf;   de   la   iVontièrt*,  parcourue  dan^  le 


est  nulle.  On  voit  rnsiiitc  (|uc  sa  vali^nr  coiisiarilc  esl  tùvo  { .\oia  Acfa  ren^iœ 
Soc.  Se.  l'psalietisis,  iHH\,  cl  If.  D.,  188.!,  p.  iS-). 

La  sccoiiile  repose  sur  l:i  tranxformolion  d'inU-gralea  doubles  que  nous  avons 
(loiiiiée  (Cauchy,  C.  H..  iH',(;;  CHhnres,  r*  série,  t.  \,  |i.  -',  )  :  plus  connue  sous 
le  nom  de  méthode  de  Hiemann  (i8,")i;  (j/Cinres.  trad.  Lau;;!'!.  p.  ifi).  elle  a  «Hé 
rendue  plus  rigoureuse  par  Kionerker  {  ]/em.  de  t'.ic.  de  lierlin,   i88j,  p.  78.')). 

t:on)me  aulres  preuves.  (  it<iii>  «  tllcs  de  Malmsten  [.S\enska  \'etenskaps.  (  Ara- 
demiens  Hanlingar.  i8rij)|,  de  M.  Jordan,  de  M.  l'i  in^slicini . 

La  démonstration  de  M.  Jordan  (Aiud)se.  _>•  édii..  t.  I.  p.  18.1)  a  pom-  la  pre- 
mière fois  l)ien  mis  en  évidenc»'  ([iie  le  tliéorème  esl  \alal)le  dès  (|uc  les  ii;;nes 
d'intégration  sont  recli fiables.  M.  l'rinqslieim  parvient  aux  eondilions  |)our 
(|uiine  inléj;rale  curviligne  soit  inilé()endanle  du  eliemin.  et  par  suite  au  lliéo- 
rème  de  Caurhy.  en  inlidduisant  des  intégrales  dites  en  escalier,  c'est-à-dire 
piises  le  long  de  segmenis  dont  les  cotés  sont  parallèles  aux  axes  :  les  conditions 
qu'il  impose  aux  lignes  dintègralion  ne  sont  satisfaites  (juc  dans  les  lignes  recli- 
liahles  (Méni.  de  l'Ac.  de  Munich.  189.1). 

Cf.  aussi  I»ii,i.m;r.  .^o^•«  Acta  r.  Soc.  Se.  i//scdie/isis.  i88j.  —  Bociiki;.  liullelin 
of  the  American  math.  Soc,  i^iyi.  p.  l 'i*'- —  Mooiii;.  J ransael.  of  ihe  .Amerirnn 
math.  Soc,  ujoo,  p.  'tn.'.. 

liemarquc  —  l'our  que  l'on  puis-e  [nendre  comme  ronlour  (rinlè'gralioii  Ui 
frontière  du  domaine  où  la  fonction  est  liolomorplie.  il  suflil  que  la  f(»iiction  soil 
bien  déterminée  sur  cette  frontièi'e.  Kxpliquons  le  sens  spécial  ilonné  ici  à  ce  mot. 

Soit  une  fonction  f{z)  uniforme  et  continue  à  rinléricur  d'un  domaine -l-, 
limilt-  par  une  courbe  (".. 

Si  à  tout  point  î^,  sitm-  -iir  une  portion  y  du  coiitoiir  ('..  «nrrespond  un  chemin 
aboutissant  en  ".,  et  \ariaiit  d'une  manière  contiiuie  (juand  '^  se  déplace  d'une 
façon  continue  sur  ■;,  tel  rpie  par  ce  chemin  la  fonction  /(  z)  tende  uniformé- 
ment vers  une  valeur  /,  (  ^  j  (le  mot  uniformément  se  rapportant  aux  diveis 
points  1^  de  y),  alors  f(z)  tend  uniformément  vers  fi{'.),  quand  z  se  rap- 
proclie  de  t  ]>ar  un  chemin  (jueleotKiuc.  et  ./",(,)  est  fonction  continue  de  '.. 
le  long  de  l 'arc  -■. 

Héciproquemenl.  si,  quel  que  soil  le  chemin  suivi  par  :;  pour  se  rapprocher 
de  ',  la  fonction  f{z)  tend  veis  une  même  valeur  /,(  ^  ),  alors  /,  (  ^  )  est  une 
fonction  continue  le  loiif;  de  l'arc  y,  et  f(z)   tend  uniformément  vers  /".(II). 

l)ans  ces  deux  cas.  éijuiv  aïeuls  entre  eux,  on  dit  que  la  fonction  est  bien  déter- 
minée le  long  de  y. 

La  dénionstralion  de  ces  lemmes  ressort  immédiatement  de  hi  ilii-nrie  de  l;i 
continuité  (on  les  trouvera  établis  dans  la  Thèse  de  .M.  Painlevt'-.  .L  /..  IMS.*». 
!{.,  p.  19)  et  ils  apprennent  spécialement  qu'une  fonction  bien  déterminée  sur  la 
frouliére  d'un  domaine  est  continue  dans  ce  domaine  et  sur  sa  frontière. 

Ces  lemmes  admis,  on  voit  que  dans  ra|)plication  du  théorème  de  Cauehy  on 
peut  prendre  pour  contour  d'intégration  une  partie  y  de  la  frontière  du  domaine 
si  la  fonction  y  est  bien  déterminée.  Kn  eiret.  le  long  de  y  la  fonction  est  con- 
tinue, donc  i;itégrabli' ;  son  intégrale  le  long  de  y  dilTère  aussi  peu  que  l'on  veut 
de  son  intégrale  le  long  d'une  courbe  voisine  intérieure  à  -1-.  puisque  ffz^ 
"  iinverge  unilormcment  \ers/,(^)  (  Paini.ivi;,  Inr.  cit.,  p.    >.i  ). 
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sens  posilif  (//;,'■.  2-),  o>l  millr;  on  ciKorc.  l'Iiih'j^rale  relalivc  au 
contour  exléiicur  csl  éi;alc  à  la  soninie  ilt-s  intégrales  le  long  des 
contours  intérieurs  [en  supposant  les  contours  parcourus  dans  le 
sens  des  llèches  {Jlg.  ^"in  i|. 

l'iK.  3o. 


Il  conduit  à  den\  icprésenlalions  des  (onctions  analvti(|ues 
d'une  extrême  généialitr-.  Tune  au  inoven  d'une  intégrale  (l'in- 
légi-ale  de  Cauclij),  l'autre  par  une  série  de  puissances  (la  série 
de  Cauchy-Tajlor).  A  leur  tour,  elles  permettent  d'établir  facile- 
ment les  principales  |)ropriétés  de  ces  fonctions.  C'est  ainsi  que 
d'  111}  thikircmc  unique  découle  toute  la  théorie  des  fonctions 
analytiques. 

170.  Intégrale  de  Caucliy.  —  Soit  /(  .;)  une  fonction  liolo- 
morplie  dans  un  domaine  (0  à  connexion  simple  ou  multiple,  et  C 
un  contour  fermé  arbitraire,  limitant  une  aire  intérieure  à  (0  ('). 
La  valeur  de  la  fonction  en.  tout  point  a  situé  à  C  intérieur  du 
contour  C  s'exprime  au  moyen  des  valeurs  de  la  fonction  le 
long  du  contour  C  (-). 


(')  I.c  coiilour  C  |>ciil  rdïiiiider  avec  la  fiotilièrc  du  domaine  où  la  fonction  rsl 
lioloniorphc,  si  sur  celle  Irontièie  la  fonction  csl  bien  dclerniinee  et  iiiùnic  si 
clic  cesse  de  Tèlre  en  des  |iulnls  ne  formant  pas  un  ensemble  linéaire,  pourvu 
que  dans  le  voisinage  de  ces  points  le  module  <lc  la  fonction  vérille  certaines 
conditions,  par  exemple  n'augmenlc  pas  indélinimenl  (p.  279,  noie). 

Si  l'on  sait  seulement  que  la  fonction  est  liolomorphc  dans  le  ilomainc,  l'inlé- 
malc  doit  ùtrc  prise  le  long  d'une  courbe  aussi  rapprocliée  que  l'on  veut  de  la 
(ronlière  du  ilomaine,  mais  à  son  intérieur. 

Celle  remarque  s'applique  également  aux  tliéorèmes  i|iii  vont  suivre. 

(^)  Pour  déterminer  l'intégrale,  il  suflil  de  eonnailre  la  fonctiDii  aux  points 
d'un  ensemble  dénombrable  partout  dense  sur  (!,  par  <'\eniplc  aux  points  de  ( ', 
dont  les  coordonnées  sonl  rationnelles,  et  non  pas  en  uni'  inliiiilc  non  dénoni- 
biabli'  de  points  (  roir  Cliap.  \' ) . 
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En  efTet,  de  a  comme  centre,  décrivons  un  cercle  •'  (|iii  ne 
sorte  pas  du  contour  (1.  J.a  fonction  - — ^  est  lioloniorplic  dans 
l'aire  à  double  contour  [il,  y),  et  l'on  a 

La  preniirrc  inlc^ralc  a  une  valeur  dél(  iinitu-e  ;  donc  rinléi;rale 
('crite  au  second  nicndire  est  indépendante  du  ravon  z  du  cercle  v. 
Choisissons-le  assez,  j)elil  pour  que,  en  tout  point  de  sa  circonfé- 
rence, !/(:;)  — yVOI  ^'^'^  inférieur  à  un  nond)re  arbitraire  z  donné 
à  l'avance.  En  ces  points  z,  on  pourra  poser 

/iz)=/ia)-^r,         (|r.  K-0, 
et  dès  lors 

r/iii./.=  f-ii^.^.^  f-^ci.. 

Je--"  Jy--«  .'y--« 

Au  second  membre,  la  première  intégrale  s'obtient  en  po- 
sant :;  —  a  ^=  oe'^,  ce  qui  montre  qu'elle  a  |)our  valeur  •.ii-/{a). 
La  seconde  intégrale,  avant  son  module  inférieur  à  '.'.i-z,  j)eut 
descendre  au-dessous  de  tout  nombre  donné  :  par  suite,  comme 
elle  ne  change  pas  avec  o,  elle  est  rigoureusement  nulle.  On  a 
ainsi  la  formule  fondamentale 


<*»  /""  =  ï^^-.(/^''^  <'' 


(')   l'reimns  [khii-  coiUour  C  un  iciclc  de  centre  ci,  et  posons 


Celle  l'oiiiuile  (3)  ilonne 


•-    0  •-    U 


Aiii!-i,  la  piulie  réelle  d'une  fonction  iiolonioiphe  dans  un  cercle  a.  au  centre 
de  ce  cercle,  une  valeur  comprise  entre  les  valeurs  maxinia  el  niininia  de  eetle 
partie  réelle  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  On  en  conclut,  en  faisant  tendre 
vers  zéro  le  rayon  du  cercle,  que  la  partie  réelle  a  d'une  fonction  lioloniorphe 
dans  une  aire  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  à  l'intérieur  de  l'aire.  Même 
conclusion  pour  ^.  Nous  retrouverons  ce  lliéorcme  en  parlant  des  fonctions  liai  - 
nioniques  (  \\°  31  i). 


vSi  LIMli:    I. 

171.    <  'iifo//(i//f.'S  : 


(  iKi'irni;  n 


I.  Une  (oiiclioM  liolomoi  [ilic  (i;ms  un  (lonijiiiic  a  (Ilids  ce  (loniainc 
lies  iléiivées  de  Ions  les  ordres  :  par  snile.  tonles  ces  déiivi'-es  sont 
lioloniorplies  (l'o/'/'  |).    i.'58). 

En  elFet,  dans  la  l'ornuile  (3)  regardons  rinh'gialc  comme  nne 
fonction  de  a.  Celle  fonclion  délertninée  el  conliniie  peut  èlrc 
dérivée  par  ra|)[)Oil  à  ce  paramètre  :  on  a  ainsi 


/  (  a  )  =   -     ;    /  -•^— '  -  dz 
''  iT.i  ,1    (  z  -  -  a\^ 


Recommençons  le  raisonncmenl  en  rapjdi(|wanl  à  celle  nouvrljc 
relalion  el  à  celles  qne  Ton  en  déduit.  La  formule  i;énérale  oljlcnue 


/ 


"[a)  —  -  — .    / •- 

■ir.ij[z  —  a  )"^ 


(h. 


jirouve   l'existence  des   dérivées  de  Ions  les  ordres,   el  en    donne 
l'expression  anaJvliqne  sous  forme  d'intégrales. 

11.  Dans  un  domaine  à  connexion  simple  on  nne  fonction  est 
holomorphe,  l'inlégrale  de  cette  fonction,  le  long  d'une  courhe 
ouverte  inltMieurc,  considérée  comme  dépendant  de  sa  limile 
supérieure,  est  une  fonclion  analvtifpie  et  unifoi-me  (p.  :>()- 
et  a-/}).  La  réciproque  est  vraie  :  nne  Conclion  est  analvliqne 
dans  \Mi  domaine  lors(|u'ellc  esl  continue,  uniforme,  et  telle  que 
son  intégrale  le  long  de  tout  contour  fernit'  interiem-  au  domaine 
soil  nulle. 

Celle  remarf|ne  (')  permet  irtialilir  la  tlit'orie  des  fonchons 
analvlupics  en  |)arlanl  de  la  cousidi'rat  lou  de  Jonrt  loiis  inlr- 
i^rables  au  lieu  de  celle  de  fonctions  aydut  une  (IrriKi'c  tlélcr- 
niince. 

)T!2.  TuKonkMi;.  —  IJ inlégralo  (T une  fonction .  (tnalytujuc 
et  uniforme  dans  nn  domaine,  p/ise  le  long  d' une  ligne  Jevmce 
simple  intérieure  au  domaine,  est  égale  au  produit  de  "f.r.i  par 


(')   Kllf  ;i  <:-l.-  fiiilr  pHi-  M.   Moriia  (  llrinlir.   Inslit.   I.ninb<inli>.    iSSh.   p.   .în.'»). 
Cf.  iiii!>-i  (>si,.iiiii,   /liillrlin     \mcri(iiii  M.   S..   iS(,ii.  p.    'rj'i. 


i.i.s  IN Ti;(;n  vi.Ks   i)i;  (.vi(ii\ 


'^8{ 


la  soinine  des  rrsidus  rehitifs  (in.r  si/il; u/a/itrs  df  Ut  jOiiclion 
situées  à  C inléiieur  de  cette  li^j^ne. 

Pour  lii).sl:iiil ,  nous  supposerons  (|iic  Ionien  le-.  >ini;iiliii  ili>>  >onl 
(les  pôles  (voir  p.  aç)  cl  n"'  ^llVl  i-l  !2oii  ). 

l'^nlonrons  cluKpie  pôle  (l'uni'  ciiCDnlV'icncc  u^<<v/.  pclilp  pour 
fprellc  ne  sorle  ni  tic  l'aire  eonsidt'rée,  ni  du  donniinc  du  pôle  :  la 
fonction  donnée  y'(c)  devient  lioloniorplic  dans  lairc  à  connexion 
multiple  ainsi  définie  {Jig-  3i).  Si  lOn  dt''.si<;ne  par  (^  un  cunloui 

FiK.  3i. 


simple  intérieur  à  l'aire  donnée  et  renfermant  les  pôles  rt,  ...,/, 
et  par  (C),  {a),  .  ..,  (7)  les  intégrales  de  /'(c)  prises  le  long  du 
contour  C  et  des  circonférences  entourant  les  jiôles,  le  théorème 
de  Cauchy  donne 

Pour  évaluer  (rt),  nous  remar([uons  que  dans  le  domaine  de  it .  et 
par  suite  sur  la  circonférence  entourant  ce  point,  on  a 

Av 


ç(«)  étant  liolomor])lie  dans  le  domaine  de  ff. 
Ainsi  (a)  est  la  somme  de  liois  intégrales 


/      •  '     Z (l  ^^  .  '      I 


Av 


,/z. 


L;i   picniK-rT  ol    nulle,  puixpic   wi  c  j  est  liolonioiplic.    Il    m  est 


i84  i.uui;  I.  —  (iiAi'iTui;  i\. 

de  nirnic  de  la  Iroisiriiio,  car  on  a  sous  le  sij^nr  (J'iiilégraliDii  la 
diflerentielle  diiiie  (oncUon  analjllqiic  imiforine. 

En  posant  :;  —  f^  =  oe'^,  et  en  faisant  varier  0  de  o  à  ?.-,  on  voit 
(|ue  la  seconde  a  pour  valeur  a/TiA,. 

iJès  lors,  si   l'on  représenli-  |i.ir  l!, L,   les  rûsidus  relatifs 

au\  aiilies  pôles  />,   ...,/,  il  \ieiil 

{a)  =  ii-Xx,         {ù)  -^  -ii-lii,  ...,         (/)  =  -ii-.\.i 

et  finaletnenl 

Celte  loiinule  i;énéi'alise  celle  de  la  page  ;'.8i. 


173.  Prenons  la  dérivée  logarithinicpie  d'une  fonction  niéro- 
inorphe  '■:>{:). 

Un  point  qui  n'est  ni  racine  ni  pôle  |)our  celle  lonction  est  nn 
point  ordinaire  pour  sa  dérivée  logarithmique. 

\]\\  zéro  d'ordre  p  de  la  fonction  est  un  pôle  simple  (de  résidu  />) 
de  cette  dérivée,  comme  le  montrent  les  égalités 

(p(^)    =  (  :;  —  a)i'^'{z)         \f;(a):ii\. 
I{,n(in,  en  ver  lu  des  égalités 


?(^)  = 


(z  —  a  y  ' 


o(3) 


_p_  _^fi^'iz) 


éri^) 


o  («)<."]. 


un  pôle  d'ordre  /)  de  la  fonction  est  pôle  simple  (de  résidu  — p) 
de  sa  dérivée  logaritlimicpu;. 

(]ela  posé,  soity(c-^  une  fonction,  liolomorphe  dans  une  aire, 
et  ayant  pour  racines  à  son  intérieur  les  non)l)res  a^  h,  . .  • ,  avec 
des  degrés  de  multiplicité  a,  [j,  ...  :  ces  racines  sont  isolées  (  p.  i  \o) 
et  dis  lors  en  nombre  limité  dans  toiile  aire  intérieure  à  Taire 
considérée. 

En  combinant  les  remar(|ues  précédentes  a\ec  le  tliéoième  de> 
résidus,  nous  allons  obt<nir  une  Iroisu-uie  |)roposition  due  encore 
à  Caucliv. 


i.KS  iNTK(it(\i.i:s  i)i:  <:\i(:in.  vS 


riii':(>i!i;MF.  —  Une  fonction  /(z),  liolomorplie  dans  une  aiic 
à  contour  unùjuc,  a  dans  tout  contour  simple  C  intérieur  à 
cette  aire  un  nombre  de  racines  représenté  par  l'intéfirate 


-f 


-^'^>d.. 


prise  dans  le  sens  positi f. 

\\\\  cirol,  à  l'liil(':riciir  (lu  conloiir  (1,  la  fonclion  "V  --  est  iiK-ro- 

/<  -  ) 

iiioi|)lie   cl   a    pour   pùles  les  racines  de  /(-)•    Le  lliéorèmc  des 
résidus  donne  donc 


— -.   /   -77 —  dz  =  R„  ^-  R/ 

-uj     f{Z) 


Les  résidus  R^,  R^,  ...  ont  pour  valeurs  a,  ^,  ...;  donc  leur 
somme  est  bien  égale  îiu  nombre  des  racines  comptées  chacune 
avec  leur  degré  de  multiplicité  ('). 


(')  Voici  ciimiiiciit  un  pciil  (lirij;i'r  lo  ruliui  néi;essaire  pour  l'ôvaliialinn  di; 
celle  iiilégralc. 

Supposons  (jue  le  loiiloni-  C.  soil  di'lliii  par  des  i'(|iialiniis  x  =  9  (  f  )._;)'=  -.^  (  f  ), 
el  qu'il  soil  parcouru  dans  le  sens  posilif  (|iiand  t  va  en  eroissanl  de  <„  à  /,. 

Le  long  du  conlour,  f{z)  pcul  se  niellre  sous  la  forme  \{t)  -h  i\ (l )  (nous 
supposerons  que  X  el  V  ne  s'aiiiiulcnl  |>as  à  la  fois).  On  a,  en  désignaul  par  'l' (  O 
une  fonclion  convenaMe, 

Au  second  memlirc,  la  première  inlégrale  esl  nulli'.  Appelons  I  la  seconde  inté- 
grale. 

FN)ur  ré\alucr,  nous  supposerons  la  fonclion  <l>  lillc  (iiic  lr  iiuolicnl  . .. ,  . 

'  '  I  -r-  <l>-  (  O 

rcsle  fini  el  continu  même  dans  le  voisinage  des  valeurs  pour  lesquelles  <!»(/)  est 
infini  :  l'inlégrale  I  sera  conlinue.  Cette  eondilion  esl  remplie  si  lu  fonclion  *(z) 
est  méromorplie  dans  le  voisinage  de  ces  points;  dès  lors,  a  fortiori,  lorsque  y(;:) 
se  réduit  à  nu  |(olynome  et  que  la  courbe  C  est  unicursale. 

Désignons,  ilans  toul  ce  ([ui  suit,  par  la  notation  arc  tang<l>(/)  un  an-  compris 

enlre  —  -'"  cl  -,-  -;  el  poni-  évaluer  1,   faisons  partir  l  de  /„.  Tant  '|ui-   t  n"a   pas 

atteint   la  plus  petite  valeur  t,  (jni  rend  inlini  'I'(Oi  <^"  •' 

/''      'l'(0 

'  ^     '      f//  =  arc  tan;; 'l>(0    -  aie  tanu  •^  ( /„  ), 


t,^    .-i-1»^/) 


•ji!*(>  i.i\  Ki:  I.  —  (  lui'iTiii:   IV. 

ITi.    (Suri'lliiiros  : 

I.  Le  nombre  des  laciiies  de  /[z )  intérieures  à  C  s'ohlieiit  en 
divisant  par  a-i  la  variation  subie  par  \o^f{  z).  lorsque  z  décrit 
le  conloui-  (,].  l'osons 

/(  -  I  —  /r'Û,         lof;  /{  z)  —■  loi;  /-  -f-  /O. 

Aptrs  une  circulatiDU  (l(^  z  dans  le  sens  jiosilii  le  loui;  de  (  !, 
log/"  rej)rend  sa  Naicur  initiale  et  0  vaiie  d'un  multiple  »;nliej' 
de  2".  Donc,  il  sa/fit  de  diviseipdr  9.r.  lu  vtuiation  de  ra/aa- 
ntent  de  J\z) pour  itioir  le  nombre  des  racines. 


rar  ])oiir  /  =  /,,  les  diux  iiiciiilires  sont  égaux  el  l<"  secoiiii  nicmhre  est  conlinii 
jusqu'à  la  valeur  t,. 

Quand  t  traverse  la  valeur  t,.  si  <l>(0  passe  de  -!- oc  à  — ce,  il  faut,  au  delà 
de  T|,  ajouter  t.  au  second  nienihie  de  la  formule  précédente;  car.  en  traversant  t.. 
l'intégrale  reste  cnniinuc.  tandis  (Hic.  d'a|)rès  les  notations,  arc  tanj;  <l>  (/  )  iliniinne 
lirusquement  de  -. 

De  même,  pour  rétablir  la  continuité  du  second  membre,  il  faudrait  en  retran- 
cher 7:,  si  <!>(/)  passait  de  — oc  à  -4- 00,  quand  l  traverse  la  valeur  t,. 

Il  n'y  a  pas  de  modification  à  faire  subir  an  second  membre,  quand  •!'(/;  ne 
change  pas  de  signe  en  devenant  infini. 

Donc,  entic  t,  et  la  seconde  valeur  t.^  de  /  qui  rend  la  fonction  «P  infinie,  on 
aura 

/     7^i"î(77  ^"  ^  '"■'^'  '^"»  "l'O  -  arc  lang  ^\>{t,  )    -  z-         (  t  ^  i  ,  --  i.  o). 

(^)uand  t  traverse  la  valeur  t,,  le  second  membre  augmente  de  e-.  e  étant  encore 
égal  à  -f-  I,  —  I  ou  o,  suivant  que  «l'CO  liasse  de  4-  oc  à  —  oc,  de  —  ce  à  -t-  x,  ou  ne 
change  pas  de  signe. 

Désignons  pai-  n  l'excès  du  nombre  de  fois  où  <l'(/)  a  passé  de  -4- x  à  —  oc 
sur  le  nombre  de  fois  oii  il  a  i)assé  de  —  x  à  -h  x.  quand  /  varie  de  /„  à  /,,  et 
remarfjuons  que.  lors(|u"on  est  revenu  au  point  de  départ,  les  deux  di'termi- 
nations  arc  tang  «l>( /,  )  et  arc  tang  <l>( /„  )  sont  identitjui's. 

On  en  conclut 


,.i, 


«!>'(  l 


cil  ^-  n  -. 


!.!•  niiMibrc  n.  des  racines  inti'rieuies  au  coulour  c-t  donc  égal  à  -   • 

Caiu  liy  appelait  indice  de  la  fonctior)  <!•  <'n  un  point  t,  le  nombre  t.  et  intlirr 
de  la  fonction  dans  rinlervalle  (/,,/,)  h'  iiombi'c  i|uc  nous  avons  représenté  jiar  n; 
il  a  indi(|ué  des  méthodes  (|ui  permettent  de  cidciib  r  cet  indice  par  des  procéder 
réguliers,  au  m'>ins  (|uand  la  fonction  <l>  est   une  fraction  rationnelle. 

C/.   C.Ar.uv.  ./.   /;.   /'..   \\\'  Cid.icr-,  p.    17'i. 


\.i.-   iMr;(.n\i.i:>  m:  rvum.  'iX- 

L(^  lli('-oi  rinr  (le  il    Mciiihfrl  en  tltM-oiile  ('  i.  iMMivori"» 

fiz)-  a^z'"     I  -t-  -     -  -V-.  .  .H ^^     —a^z"'Q( z  i. 

!)(•  lOnyiiiP,  traroiis  un  (•eiclc  de  iiivoii  /•  iissf/.  ^rand  |i()iii-  (iiio 

On   :iil 

I  '^i  I       ,  1  «/«  I 


!  "«  '■  I 


/ 


et  clicrclKtiis   Li  \  iuial  ion  de  rarf^iinicn  t  do  /i  :;  i  snr  en  ccic  le. 

l/ai  i;iiiMcn  I  de  :;  anj^inontanl  de  y.—,  celni  de  z'"  eroitia  de  mut:. 
L  aigmnenL  de  '^(-)  nc  cliange  pas  :  en  efTet,  d'a|)r«''.s  la  deinirii' 
iiiégalilé,  ou  a,  n  fortiori,  aux  j)oinls  |  ;;  =  /•, 

ce  (|ui  venl  due  ([ue  le  point  'jx  z  i  reste  mlérienr  à  nn  cerch;  déciiL 
dn  point  I,  avec  l'unité  pour  rayon,  et  dès  lors  n'entoure  pas 
l'origine.  La  variation  de  l'argument  de /(c)  est  donc  égale  à  •àdi-; 
j)ar  suite,  le  polvnorne  a  ni  racines  dans  le  cercle  considér('  et  dans 
tout  cercle  de  rayon  plus  grand. 

II.  l  ne  fouclion  lioloniorj)lie  cpielconcpie  ':>[<i)  d  une  racine  a 
(\c  J\z)  s'exprime  pai"  nue  inlégrale. 

l'^n  enel,   an  iioinl  it  \c  r(''Sidu  de  la  (onclion  •  ^    "     est  l'unité  (si 

la  racine  est  simple);  on  a  donc,  par  l'application  du  tliéorème 
des  résidus  à  un  contour  (]  ayant  la  seule  racine  r/  à  son  intérieur. 


C5(  a)  =  -     ~.    I   o(z)  A riz. 

■i-ij-  /i  z  ) 


17o.    Soityi:;)   une   fonction    inéronioiphc   à    rinléricnr   d'un 
contour  sini|)le  (\  :   V iiilrgralc  déjà  consid('-rée 


■    r  J2± 

■j.-ij..   /iz 


(')  «  Lorsqu'on  eut  trouvé  les  fni!iuil(\s  générales  lics  r.icincs  des  équations  liu 
troisième  et  du  (juatriènie  de^re,  i)u  rciiiar(]Uii  que  les  racines  imaginaires  de  ces 
équations  se  réduisaient,  comme  celles  des  équations  du  secoiul  degré,  à  la 
forme  p  —  q  s,  —  i,  cl  Ion  fut  porté  à  c<mclure  que  les  imaginaires  de  toutes  les 
équations  étaient  toujours  réductibles  à  la  même  forme....  ly.Mcmhert,  le  pre- 
mier {i7'|<)),  envisagea  cette  que>lion  d'une  manière  générale....  •«  CF..\GnANGF, 
(Jf.'inres.  édil.  Sériel.  I.  Mil.   p.  ...,,,., 


■288 


i.iviii;  I.  —  (iiAi'iTHi;   i\. 


veprêsenle  Ir  nombre  de  ses  zéros  (liininnr  du  nonihrp  de  ses 
pôles  (^zéros  et  pôles  iiilriifurs  au  contour,  cl  comiiN-s  avec  leurs 
degrés  de  niulli|)licilé  ). 

Même  déiuonslralion  (pic  ci-dessus  (  p.  '.(Hj),  en  iilili>iml  celle 
fois  (ouïes  les  remarcjues  (pii  |u-r(rilriil  je  tli(''(ii'rmc. 

On  \()il  de  mcnie  que  V  iii  tr  <^r(i  le 


/'(--) 
/(-) 


dz, 


prise  le  long  d'un  conloiir  simple  à  rinlérieur  durpiel  la  fonc- 
lion  f{z)  esl  méromor|)he,  est  égale  à  la  somme  des  zéros  de 
cette  fonction  diminuée  de  la  somme  de  ses  pôles. 

17G.   Soieniy*(:;)  et  o[z)  deux  l'onclions  liolomorplies  dans  un 
domaine  ayant  pour  fronlière  un  contour  simple  C 

Les    équations    J\z)=o,    f(^z)-\-'f{z)  =  (>     ont     le    même 
nombre  de  racines  dans  ce  domaine  si,  en  tout  point  de  sa 


frontière, 


reste  inférieur  à  l'unité. 


En  efTcl,  à  rinlérieur  du  domaine,  ces  équations  ont  respecli- 
vemenl  comme  nombres  de  racines 


D'où 


I^orsquc  c  déciil  la   ligne   (!,   le   point   i  +  y"T"   n  entoure  pas 

....  ©  (  -  )  '  M    •  •  •  I 

1  origine,  puisque   '.        ne  s  éloigne  jamais  assez  du  |)Oint  i  pour 
7 K" } 

que  son    module   égale   ou  surpasse   runilt".    Donc  la  \analion  du 
logarillimc  esl  nulle  :  ]\'=N. 

55    III.   —    AlM'I.ICATlON    Ai;\    DKVKI.Ol'I'KMICNTS    DK   TAVI.on. 

177.    ^Ous   ariiv(Uis   à    la    pro|Hiélé  cajutalc  de    loulc    lonclioii 
liojoinoi'plic,  à  la  possiliililc  ôi'  sa  rcpr('-ciilal  ion  par  une  sciie  de 


M'i'i.icATioN  MA  ih.vi:l()I'1'i:.mi:nts  m;  tavi.uu.  iSy 

puissances  dans  le  voisinage  de  tout  point  inU'iiciir  an  domaine  (i) 
dans  lc(picl  elle  esl  holoiiiorpiio  (M. 

Une  fonction  holotnorphe  dans  un  domaine  cD  est  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  à  l'intérieur  de  tout 
cercle  C  de  centre  a  ne  sortant  pas  de  (0  {fig.  >V/».). 

Fig.  32. 


Parlons  de  In  formule  de  r.aucliy 


el  de  l'idenlilé 


/(-)=^X^ 


dz 


—  a)  —  {X  —  a) 
{\x-a\< 


z  —  a        (z  —  a)- 


en  r>ertu  de  laquelle  la  fonction  (z  —  .r)~'  admet  un  dévelop- 
pement de  la  forme  indiquée. 

JJans  le  domaine  (.r)  intérieur  au  cercle  C,  celle  série  consi- 
dérée comme  fonclion  de  z  converge  uniformément  sur  la  cir- 
conférence C;  si  l'on  en  multiplie  les  élénienls  par  le  facteur 
borné y(:;),  l'uniformilé  de  la  convergence  subsiste.  Sous  le  signe 


(')  Le  McMiioirc  de  Caurlis  fiiL  lu  à  l'Acadéniic  de  'l'iirin  le  ii  mtoliro  i83i. 
Il  rsl  inséré  dans  les  Exercices  d'Anal,  et  de  Pliys.  math.,  l.  II,  p.  jo  (édit. 
do  i84i).  Cf.  aussi  t.  I,  p.  27G  (cdil.  de  18^0). 

Pour  oltlcnir  ces  dévcloppcmcnls  en  série,  cl  dès  lors  jnslilicr  l'identité  des 
deux  définitions  de  la  fonclion  holomorplie  df)nnécs  respccli\eincnl  par  Caucliv 
cl  Wcicrslrass,  il  suflil  d'avoir  démontré  le  llicorèmc  de  Cauchy  dans  le  ras 
simple  où  le  conlf>ur  irinlépralion  est  nnr  circonférence  de  cercle. 

l".  1., 


.>()(>  i.nui;  I.  —  (iiAi'iTiii:  i\. 

(riiiU'\:;rall()n,  remplaçons  (  c  —  x)^  par  \c  (lt'\ cloppL-iiicnl  prccc- 
cK'iit,  cl  liiU'i;ioiis  leniic  j)ar  lenno  (p.  i.>..V);  il  viciil 

H : /     = ;  (Iz  -r-  .  .  .. 

C'est  la  série  de  Tavlor. 
Corollaires  : 

I.  Pour  donner  aux  coefficienls  du   développement  la    forme 
classique,  on  part  de  la  relation  (p.  282) 

-'    ^    '       ■iTziJ^.iz  —  a)"-*-^ 

f"(a) 
Le  coefficient  de  {x  —  a)"  a  donc  pour  valeur  ■' — , —  - 

II.  Pour  a  =  G,  on  a  la  série  de  IMac  Laurin  ('  ). 


(')  5oj7  a: /•ce/.  —  Une  fonclion/(;r)  peut  avoir  dans  rinlervalle  (0,  a;)  des  déri- 
vées de  tous  les  ordres,  sans  que  la  série  F(:r)  =   >    — j-/"((>) x"  soit  convergente. 

Convergerait-elic,  qu'il  peut  arriver,  contrairement  à  Idpinion  de  Laitrango 
{Œuvres,   t.  IX,  p.  65,  et   t.   X,   j).   72)    qu'elle  ne  représente  pas  f{x).    Caueliy 

donne  comme  exemple  les  fonctions  /(^)  et  c  >--{-/{x)  pour  lesquelles  la 
série  V{x)  est  la  même.  Si /(x)  est  dcvcloppable  en  série  entière  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine,  la  seconde  fonction  ne  l'est  pas  et  ne  peut  être  représentée  par  V{x). 
C'est  l'étude  du  reste  de  la  série  qui  décide  de  la  légitimité  du  développement. 

Kn  lui  donnant  la  forme  de  Lagrangc,  on  voit  qu'il  tend  toujours  vers  zéro 
lorsque  dans  l'intervalle  {o,x)  une  dérivée  d'ordre  quelconque  reste  inférieure 
en  valeur  ai)solue  à  un  nombre  Jixe. 

A  la  suite  de  du  l]ois-Ileymond  (.1/.  .1..  t.  XXI,  p.  io|)),  M.  Pringslieini  .1 
étudié  les  conditions  nécessaires  et  suj/isanles  pour  (|ue,  x^  étant  donné,  une 
fonction  uniforme  f{x)  soit  représentée  par  la  série 

pour  toute  valeur  de  x  dans  rinlervalle  x^,^X  <X„-^l\  :  il  fout  et  il  suffit 
que  dans  cet  intervalle  f{x)  soit  finie,  ait  en  chaque  point  des  dérivées  de 
tout  ordre  fini,  toutes  finies,  et  que  pour  toute  valeur  entière  de  p  (o  inclus) 

II—»  \ii  -1^ P I  • 

converge  uniformément  vers  0  dans  l'ensemble  (//./.)  dénni  par  les  inéga- 
lités o  " /i  = /i -4- A"  .=;•<  Il  (.)/. -1.,  t.  \LIV,  p.  'iS;  l.  \L1I,  p.  iJ3).  —  ly//'  aussi 
pins  liaiil,  p.  '.w. 


MM'LiiMioN  Al  \  i>i.\  i;i.oi'i'i;\ii;Nr.s  di;  t.vvlou.  ^«ji 

()iian(l  la  ronclion  f{x)  csl  liolomorplie  dans  le  domaine  de  l'in- 
fini, on  en  dcdtiil  dans  ce  doniiiiin;  un  di'vcloitpcniont  de  la  forme 

III.  I)lmi\  louclions,  lioldiuorphes  dans  un  domaine  (ô,  qui  ont 
Dirnic  vdicur  ainsi  que  leurs  dérii'ées  de  tous  les  ordres  en  un 
point  a  deii),  sont  représenlées  par  la  même  série  dans  le  voisinage 
de  a  (p.  289),  et,  par  snite,  coïncident  dans  tout  son  cercle  de 
convergence.  C^e  premier  résultat  acquis,  on  s'en  servira  pour 
démontrcM-  l'itUnlilé  des  fonctions  dans  un  second  cercle  et,  de 
proche  en  proche,  dans  tout  le  domaine  (0.  [Les  procédés  de 
NVeicrstrass  avaient  déjà  conduit  (p.  '.i\i)  à  ce  résultat  fonda- 
mental.] 

On  peut  dire  aussi  cprune  fonction  hoIomorj)lie  à  l'origine  est 
dévcloppaljlc  d'une  scide  façon  en  série  entière. 

178.  D'après  la  mt-thode  élémentaire  connue,  pour  obtenir  les 
développements  de  fondions  de  variables  réelles  en  séries  de 
Taylor,  il  faut  vérifier  la  continuité  de  la  fonction  et  de  ses  déri- 
vées, trouver  une  expression  du  reste,  et,  jîour  sa  discussion,  lui 
donner  tanlùt  la  forme  de  Cauchy,  tantôt  celle  de  Lagrange. 

i^orsqu'une  fonction  est  définie  pour  les  valeurs  réelles  et  ima- 
ginaires de  la  variable,  voici  la  règle  :  il  faut  et  il  suffit  qu'une 
|)arcille  fonction  soit  holomorphc  dans  le  voisinage  d'un  point  a 
pour  qu'elle  soit  développable  suivant  les  puissances  de  x  —  a  : 
la  convergence  s'étend  aux  points  intérieurs  au  cercle  de  centre  a, 
dont  la  circonférence  passe  par  la  singularité  la  |)lus  voisine  de  ff. 

Ce  cercle  (soit  K  son  rayon)  est  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  de  Tavlor.  On  peut,  en  effet,  poser 

\jr  —  a\~  r  C?  <  H, 

cl  prendre  |)Our  cercle  d'intégration  (]  (p.  ^Scj)  le  cercle  de 
rayon  0  :  donc  la  série  converge  au  moins  dans  le  cercle  de 
rajon  l>.  Lili'  ne  ptuil  converger  dans  un  cercle  de  ravou  jdus 
grand  :  snioii,  la  lonclion  (prclic  dcliiiil  scimiI  lidliiMiurplic  >iii- 
toute  la  circonlcrrnce  du  cercle  de  raNoii  11,  ce  tpii  ot  contre 
I  livpolhèse. 


■M)i  i.ivui:  I.  —  <:ii  M'iTiti:  i\ . 

Ainsi  celle  nu-tliode  (le  (laucliv  iloiiin'  imo  valcm-  <l(i  liisoii  de 
convergence  d'une  série  entière  dédtiile,  non  |)lns  de;  I  clnde  de 
I;i  série  elle-même  el  des  valeurs  de  ses  coej/uie/ils  (|).  l'M)), 
mais  i\c>i  propri('/és  de  lo  fonelion  qn'elle  délinil  ('). 

Inversement,  elle  l'onrnit  nne  relation  entre  le  ravon  de  conver- 
gence d'une  série  de  puissances  el  la  position  des  singularités  de 
la  fonction  analytique  qu'elle  représente. 

En  eflel,  une  fonction  analytique,  holomorplie  dans  le  voisi- 
nage d'un  jioint  et  dès  lors  développable  en  série  dans  un  cercle, 
a  au  moins  une  singularité  sur  la  ci/conférence  de  ce  cercle, 
puisque,  dans  le  cas  contraire,  elle  serait  développable  eu  série  de 
puissances  dans  un  cercle  de  rayon  plus  grand. 

179.   Donnons  quelques  exemples  : 

pKKMikuE  Ai'PLicATiOxN  :  Développement  en  séries  entières  des 
fondions  (1  +  :;)",  log(i  +  3),  lang;,  arcsin^,  arc  tangc.  — 
Leurs  singularités  les  plus  voisines  de  l'origine  sont  respecti- 
vement les  points  —  1  ,  —  '  »  -'  •  ?  —  ^-  '■'GS  rayons  des  cercles  de 
convergence  seront  donc  -  pour  la  troisième  fonction,  limité 
j)our  les  autres.  Sous  ces  réserves,  on  [)ourra  écrire 

n  niii  —  ï)    ,  n(n  —  \)..An  —  p  -^  \) 

^  \  -il  p. 

Z         Z"'         z^  zi' 

loL'(n-x;)  = •  M-  ^  — .  .  .M-  (— I  i/'^' 1-  .  .  .  , 

"  I         -i         3  i> 

laiii;G  =  AuC  -f-  A,c3-+-.  .  .-H  A,,--/'-*-'  -+-...      (-) 

fi.    _-:^j_(_L_  '  _! VI 


(')  L'inlroduclion  des  iiuaginoires  aide  à  comprendre  poui(|iiui  ];\  cnnvci- 
f;ence  d'une  série  de  Taylor  réelle  ne  dépasse  pas  une  cerlainc  valeur  :  la  Uicoric 
des  variables  réelles  ne  suffit  pas  à  l'expliquer,  puisque  la  singularité  \.\  plus  voi- 
sine du  centre  du  développen)ent  peut  être  imaf;inairc. 

Mais  ce  n'est  pas  sculenrient  au  point  tie  \ue  de  rélciuliic  du  dimiaine  de  ron- 
\ergcncc  d'une  série  entière  que  la  considération  des  valeurs  ii'iayinaircs  de  la 
variable  est  utile;  c'est  encore  po^r  son  calcul  /m/iicn'i/ite  :  car  une  limite  supé- 
rieure du  reste  de  la  série  dépend,  d'après  les  formules  des  n"*  139  cl  180,  des 
limites  supérieures  des  valeurs  de  la  série  sur  son  cercle  de  convergence. 

(-)    I.ii  loi  de   l'onnaliun  des  loefficicnts  se  ratluelie  au\    nombres  dits  de  lier- 


M'i'Lii  ATiiiN    \i  \   iii:vi;K(ti>i>i;.Mi;.\Ts  m;   rwi.oii.  /«jî 

Cl 

z         \    z^         i.j   :;■•  i  .  i.'i.  .  .}./>  —  I     c^/"  • 

;irc    iîin   c  — i '  ■ 


arc  lanj;;;  =  ^  —     .,-     -f-      -r-      -4- .  .  .     ■  ( — ij/' 


Chacune  des  délcrmiiialions  du  l()<j;arillunc  et  des  lonclioix 
circulaires  inverses  est  dévelopjjahle  en  sriie;  les  formules  ei- 
dessus  se  rapporlfMil  aux  valeurs  (|ui  s  aiiuuiciU  avec  r. 

DiuxiiiMi:  AiM'LicATiON  :  DcKcloppcnient  de  V irrationnelle 


s/ \  —  -l-XZ  -\-  z^ 

suiCffnf  les  puissa/iccs  de  z  [x  réel).  —  Des  deux  délerminalions 
de  la  fonction,  prenons  celle  qui  se  réduit  à  i  pour  z  =  o  :  elle 
reste  holornorphe  dans  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et 
dont  la  circonlérence  passe  par  celle  des  racines  de  Trcpia- 
liou  1  —  2X z -{- z-^  o,  qui  est  la  plus  voisine  de  l'origine.  Ces 
racines  sont 

z  ~  X  ±  v/x-2  —  i  ^  X  —  i  yi  —  x^. 

Soit  |a:|<;i.  Ces  racines  sont  imaginaires;  leur  module  est 
l'unité  :  le  rajou  du  cercle  de  convergence  est  égal  à  i,  quel  <pie 
soit  X. 

Soit  |cr|>  I.   Le  rayon  du  cercle  de  convergence  varie  avec  x. 

Dans  les  deux  cas,  le  développement  a  la  forme 

Xo-i--\,-4-...-4-X„-"^...: 
les  coefllcients  X„  sont  \cs  poly/wnies  de  Lei;endre. 

Ttioisii:MK  APPLICATION  :  Développement  des  raeines  des 
équations  alL;ébrirjiies  [et  des  fonetions  qui  se  eoniportetil 
comme  ces  racines).  —  Complétons  l'étude  faite  au  Chapitre  1, 


iioulli.  Cf.  Tannkky,  TItcorie  des  fo/iclio/is  </'unc  variable,  y.  kji.  -  Utn- 
TiiAXi),  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  I,  p.  3<>r»  (on  y  u-miveia  diiiUrcs 
dévclo|)j)emcnls,  piir  exemple  celui  de  ccol^),  eU\  Pour  hi  liibiio^nipliie  rela- 
tive aux  nombres  de  Hernoulli,  c(.  Atnerieaii  Journal.  i8S_',  p.  jjS,  et  ISncyklo- 
jnidie  der  .Math.   Wiss..  t.  il,  p.  iSi. 
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en  donnant  l'expression  analvlicpic,  diin^  le  'loniainc  d'un  poinl 
arbitraire  n ,  dune  racine  (|iieleon(|iie  n,  avant  en  ce  point  la 
valeur  h. 

i"  Le  point  a  est  un  poinl  ordinaire  ponr  la  raeine  (r/. 

Celle  racine  esl  aK)rs  iujlonioiplic  dans  nn  domaine  de  a  :  dans 
ce  domaine,  on  peut  écrire 

(!•/=:  h  -^  oLi{z  —  a)-T-.  .  .-^-  'x„(z  —a)"  -h 

2"  Autour  (le  a.  p  raeines  ci",.  ...,  w  p  se  permutent  (dans 
l'ordre  des  indices). 

Posons  (z  —  a)  =  :•'!'.  z'  entoure  une  fois  l'origine  (piaml  r  en- 
toure/) fois  le  poinl  a  :  aussi,  chaque  racine  (v,,  .  . . ,  Wj,  esl  fonc- 
tion liolomorjîhe  de  ^'.Ecrivons  leurs  développemenis  suivant  les 
puissances  de;;';  on  en  déduira 

1  2 

(r'i  =  ^  -+-  a,  (x;  —  rt  j/'-i-  a.  (c  —  a)l'-h..., 
i  1 

(T'2  =  6  M-  Pi  (  c  —  /-Y  )/'  —  p,  (  -  —  «  y'  -)-  • .  •  , 


(:;  —  a)''  représentant  une  détermination  parliculière  ('). 


(')    Coiisicir-ioiis   iiiiL'    fonclion    liol()inoi])lic   s'aniinhiiil   ;i    r(irii;iiic    ainsi    ijiic 
SCS  n  —  I  prcriiièrcs  dérivées,  l^lle  a  un  dévcloppcmcul  ilr  la  fnriue 

IV  =  a„  ;;"-!-  ;t„_,.,  ;"■"-!-...         («  crilier;  a„  ;^  o); 

celle  cgalilc  définit  une  représentation  du  plan  z  sur  le  plan  (v  :  pour  z  =o, 
elle  n'est  pas  conforme  (p.  ô3  ).  ICn  ellel,  posons 


cl  adojUons  pour  îl  on  un  poinl  voisin  de  roiigiiic  une  <lélerminallt>n  précise. 

Dans  le  voisinage  de  ^  =  o,  ^  est  fonclion  iioloniorpiic  de  z;  pour  z  =  o, 
sa  dérivée  par  rapport  à  z  n'est  pas  nulle.  Donc,  à  l'urigine,  la  représentation 
du  plan  z  sur  le  plan  %  esl  conforiiic. 

Or.  à  des  courlies  Ç,  se  coupant  à  l'origine  sous  un  certain  angle,  corrcs- 
jioiidcnl  des  courbes  «•  se  coupanl  sous  un  angle  n  fois  plus  grand  (p.  79).  Donc, 
pour  passer  des  courbes  z  aux  courbes  «v,  il  faul  mulliplior  les  angles  par  /i. 

lincrsciiicnt,  il  faudrait  diviser  les  angles  par  /;  si  l'on  avait 

1  2 
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LJn  (1('\  (•loppcnicnl   iiiii<iiir  Millit   iiirnic  à  rr|>r('scnl('r  les  [>  r;i- 

1 
ci  lies,  |)()iir\  Il  <|iir  I  lin   don  ne  a  (  ô  —  ft)''  sos  p  (  li' I  crin  i  nul  ions. 

En  cUrt,  une  rolnlion  do  :;  autour  (Je  <i  lran>f()rme  par  liNpo- 
llièse   H',   en   w-^  '■    d'aulrc   pari,   celle  rolalion  muUiplic   chaque 

racleur  (z  —  a)''  du  développenicnl  de  n',  jinr  c  ''  .  (  )n  aura  donc 

2/::                    j^               kir:                   z 
«l'î  =  b  -+-  Hi  e  l'i  (z  —  a)l'-i-  oLiC  r  {z  —  ajr-i- 

Ainsi  (Vo  s'exprime  au  moyen  du  même  développement  que  »r,, 

si  Ton  eoiivicnl  de  représenter  j>ar  le  symbole  [z  —  a)''  une  déler- 
minalion  convenable  de  la  racine/?"""'". 

3"  .///  point  a^  K/tr  ou  p/i/sici//-s  racines  w  sont  infinies. 

Posons  (v  =  (V''"'.  Dans  le  cas  le  plus  général,  //  valeurs  de  tv' 
tendront  vers  zéro,  et  se  partageront  en  systèmes  circulaires  dont 
l'un  contiendra  p  racines.  Pour  développer  une  racine  n'  tic  ce 
groupe,  il  n'y  a  qu'à  lui  appliquer  les  formules  du  cas  précédent, 
à  cela  près  que  b  est  nul  par  liypolbèse,  et  que  quelques-uns  des 
coefficients  a  peuvent  disparaître.  On  aura  donc 

w\  =  yi,,{z  —  a)P-}- 'Xr,+  i(z  —  a)   P    -f-... 

1\  1  -]  1 

=  {z  -  a)r\x,,  -:-  0Lr,^i{z  —  a  y  ^ .  .  .  j  ={z  —  a  )l'o, 

1 

z>  désignant  une   fonction   holomorphe  en  (z  —  a)''  dans    le   do- 
maine de  a.  y.q  n'est  pas  nul;  aussi  -  est  également  une  fonction 

1 
régulière  de  (;;  —  a)''  dans  le  voisinage  de  a,  et  peut  être  déve- 

loppée  en  série  suivant  les  puissances  de  (:;  —  a)''.  On  aura  donc 
«•,=  --  ={z—a)    p-  =(z  —  a)    p\%-h^i{z  —  a}P-^...\. 

Si  p  =  \j  le  point  a  est  un  pôle  ordinaire;  si  />  >  i ,  c'est  un 
point  critique  et  un  infini.  Dans  tous  les  cas,  on  a  un  nombre 
limité  de  puissances  négatives  de  :;  —  a. 


agô  i.i\i(i;  I.  —  ciiM'iiiii;  iv. 

.\"  Ia'  dévoloppemcnl  des  racinrs  poiii-  des  valeurs  infinies  de  :; 
s'oblienl  en  reniplacanl  dans  les  relations  j)iccédenles  z  —  a 
par  ^"' . 

180.  l>e  dt'vcloppemcnl  de  l'aylor  dans  le  cas  de  plusieurs 
vanahles  se  déduit  de  la  formule  donnée  pour  une  variable. 

Soit  /(^,  if)  une  fonction  de  deux  variables,  holomorphe  dans 
un  clian][)  double  contenant  deux  cercles  décrits  des  points  (cy,  Uq) 
avec  les  rayons  /■  et  p  (p.  65). 

Prenons  les  points  ^y-t-  a,  it„-{-  Jii  intérieurs  auelianij)  el  posons 

/(  :;,  u)  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  complexe  a,  bolo- 
morphe  pour  |).  j-3  i .  Pour  ces  valeurs,  on  a  donc,  en  em[)lovant  la 
notation  svndjolique  ordinaire, 

n  —  O 

D'où,  en  faisant  a=i,  on  a  dans  le  cliamp  [  :;  —  ::o  |  <! /", 
\u  —  ^^0  1  <C  p 

»        ( -î  —  -o)  T  +  ( "'  —  «o)  1-  / 

/(.,„, =;^L ££__ — ouU^_ 

181.  13e  la  comparaison,  terme  à  terme,  entre  deux  séries 
entières,  on  a  déduit  l'existence  de  séries  niajoiantes  relative- 
ment aux  séries  entières  (p.  216).  Les  intégrales  de  Cauchy 
servent  aussi  à  prouver  la  limitation  des  modules  des  dérivées 
d'une  fonction  holomorplie,  dès  lors  à  former  des  fonctions  majo- 
rantes, ce  qui  permettra  d'établir,  par  la  méthode  dite  des  limites, 
l'existence  des  inlé};rales  des  équations  différentielles. 

Etant  donnée  une  fonction  de  plusieurs  variables,  holomorphe 
dans  un  champ  multiple  formé  de  cercles  ayant  rorii;ine  pour 
centre,  on  appellera  ici  fonction   majorante  une  fonction  holo- 


(')  C'est  la  métliodc  donnée  par  Caucliy  [Leçons  sur  le  Calcul  clij/'crc/iticl 
(Œuvres,  a"  série,  l.  IV,  p.  .')6H)].  l<:ilc  suppose  la  ronlinuilé  de  la  fonction  par 
rapport  à  l'ensemble  des  variables  :  les  procédcî'S  de  \N ciclslrass  font  abslraelion 
de  celle  b^polhèsc  explicite. 
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morplic  dans  les  mêmes  cercles  et  dont  les  d(  rivées  pailielles, 
pusilives  à  rorlglnc,  sont  en  ce  point  supt'rieures  ou  égales  aux 
moilules  des  dérivées  correspondantes  de  la  fonction  ilonnée  ('). 
Dans  les  séries  majorantes  (p.  2  iG)  figurait  le  modide  iiiaMimiin 
(lu  terme  •général  de  la  série  entière  :  ici  interviendra  !«,•  inoriule 
maximum  N  de  Va  fonction  dans  le  cliamp  considéré. 

Fondions  d'une  variable.  —  Le  développement  en  série  de 
Mac  Laurin  d'une  fonction  holomorphcy(-)  donne,  j)Our  les  coef- 

licienls  a ,1  (p.  ayo), 

en  désignant  par  N  le  maximum  de  \f\  sur  la  circonférence  (> 
de  ravon  /•,  intérieure  au  domaine  où  f{:^)  est  holomoiplie  (-). 
Pour  évaluer  la  dernière  intégrale  on  pose  r  = /'C'*^,  c'est-à-dire 
I  <:/;  I  =  I  V  I  r/0.   Elle  est  donc  égale  à  2-;  d'où  la  relation 

C'est  le  lemme  établi  (p.  219)  sans  considération  d'intégrales. 
Dès  lors,  par  exemple,  l'expression 

/• 

est  majorante,  relativement  à  la  fonction  f{^),  puisque,  dans  son 
développement,  v"  a  pour  coefficient  N/"~". 

Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Pour  abréger,  prenons 
deux  variables. 

Soit  y(:;,  ?^)  la  fonction  bolomorpbe  à  étudier;  désignons 
par  /'  et  p  deux  nombres  inférieurs  aux  valeurs  de  deux  ra\ons 
de  convergence  associés  relatifs  à  l'origine,   et  par  N  la   limite 


(')  Celle  définition  revienl  à  celle  déjà  donnée.  (/.  HnioT  cl  Bouquet, 
J.  E.  P.,  XWVf  Cahier,  p.  i3(J. 

(-)  Le  tliéorèmc  subsiste,  a /or<to/t,  si  i\  désigne  le  tn.txinuini  de  |/|  sur 
lin  contour  extérieur  iiu  cercle  C  et  à  l'intérieur  duquel  /  soit  holoniorplic. 
On  le  voit  en  appliijuanl  h  la  lonctinn  loj;  |/(-)  |  ce  théorème  :  une  fonction 
liariiioni({ue  réj^uliére  dans  un  domaine  ne  peut  être  ni  maximum  ni  minimum 
en  un  |)oinl  intcrieur  à  ce  domaine  (n"  31i  et  p.  JJ^i,  note). 
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supérieure  dans  le  tloniaiue  (/■,':),  iVoiilirrc  comprise,  de  la 
fond  ion  bornée  \/\. 

11  s'agit,  dans  le  dévcloppemenl  en  série  cnlière  de  la  fonclion  /", 
de  Iransforiiier  le  coeflieienl  a^^  du  lernic  z-i' u'i ,  de  manière  à 
niettie  en  évidence  une  limite  supérieure  de  son  niodule. 

On  a  (p.  ■'•9<)) 

'"'       p\<i\  L       Ozi'ôu'/       Jf,  =  o" 

Aussi,  regardant  d'ahorti  z  coninic  la  seule  variable  dans  /".  nous 
partirons  de  la  formule  donnée  à  la  page  282,  après  y  avoir  ron)- 
plaeé  a  et  z  par  o  et  ?-e''K  11  vient 

L        Ozi'         J.  =  o       -^-ri' J^       -> 

Dérivons  les  deux  membres  q  fois  jiar  rajiporl  à  ?/,  et  pour  cela, 
au  second  membre,  dérivons  q  fois  la  fonclion  j\re^^\  u),  en 
apj)Ii(pianl  la  formule 

L         au'/         J„  =  o       2^?'Vo       -^  '        ^ 

En  portant  dans  Tcxprcssion  de  ap,^  la  valeur  trouvée,  il  vient 

j  ^271     ^271 

'/       (-iT.y^rrp'jJ^      J^      -'^        " 
et  par  suite,  puisque  l'on  a  dans  le  cbamp  (/•.  p) 

on  en  conclut  la  relation  demandée 

|a/.7l  =  N;-/'p-'7. 

Ainsi  toute  fonction  qui,  développée  en  série  entière,  a  j^our 
coefficient  de  son  terme  général  N/'^/'p"*?  est  majorante  pour  la 
fonclion  y.  Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions 

N  N 


f) 


7-)y       p/  r        p 
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1<S!2.  ['ne  JOnrtidn,  avons-iiDiis  dil,  rsl  (iiuilyliiinc  (huis  un 
cloinaiiic  lofsi/f/'c/lc  rs/  cm  géni'ral  lioloniorplic  dans  ce  «lomainr: 
SCS  sinj^iilarilés  foi'nicnl  des  ensembles  conliiuis  ou  non,  mais  lois 
que  le  domaine  des  points  ordinaires  reste  d'un  seul  tenant.  Par 
fonction  liolomorplie  on  entend  indifTércmmcnt  une  fonction  uni- 
forme et  continue,  cl  ajant  une  dérivée  déterminée  (p.  9.-:y  et  .">-), 
ou  bien  une  fonction  dévclo|)pable  en  série  de  Tavlor. 

La  considération  d'une  série  de  puissances  et  de  l'ensemble 
de  ses  proloiigenionis  analytiques  (on  l'appelle  un  système 
monogène  de  séries  de  puissances)  a  permis  à  Wcierstrass  de 
prouver  a  posteriori  l'existence  de  pareilles  fonctions  cnvisaj^M-cs 
a  priori  par  Gauchy,  de  faire  connaître  les  éléments  nécessaires 
à  leur  détermination  et  d'en  donner  une  rcpréscn talion  les  déll- 
nissant  avec  une  netteté  parfaite. 

Pour  y  parvenir,  il  fallait  d'abord  transformer  et  |)réciscr  la 
notion  de  prolongement  continu  de  fonction  continue,  aussi 
ancienne  (pie  la  Géométrie  analvticpic  (  '  )  :  une   loi    établie  par 


(')  Dés  i8n,  à  propos  du  symbole  F  considéré  comme  intégrale  de  l'équation 
liypcrgéomélrique  (p.  ujS),  Gauss  s'exprime  ainsi  :  ...  Dislingitendiun  est  inter 
duos  sigin/îcaliones  characleristicœ  F,  qualenus  scilicet  ici  reprœsental  fitnc- 
tioiiem,  ciijus  indotes  exprimitur  pcr  œqualioncin  dijferentialein,  tel  sola/n 
suinniani  seriœ  injinilœ.  Posterior  f/uaindiu  ctcnientuin  f/uartuoi  inter  —  i 
et  +1  siluni  est,  scnipei\exliibet  t/uanlitateni  ex  assc  determinatam,  svd  ca- 

i-enduni   est    ne   lios  limites  excédas Prior  vero  signijicatio  reprœsental 

functioncni  generalem,  qiiœ  qnidcni  sccunduni  les^eni  conlinuilatis  scnipcr 
mutalur,  si  élément  uni  quartum  Jluxu  continuo  mutatur,  sii'e  ipsi  vctlorcs 
realcs  sivc  imaginarios  tribuas,  si  modo  sempcr  valorcs  o  et  i  ailes.  Hinc 
palet,  in  posteriori  sensu  functioncni  pro  a-quatibus  clcmenti  quorli  valoribus 
(transita  sca  polius  rcdilu  pcr  quantilales  imaginarias  J'aclo)  calores  inœ- 
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(uTiiss  dans  la  Tlu-oric  du  poteiilicl.  cl  tiausporh'e  par  Kicmanii 
dans  celle  des  fonctions,  sert  do  fotidcincnl  à  celle  délini- 
lion  ('). 

Au  sens  de  Weierslrass,  prolonger  analy/ùjuctnent  une  lonc- 
lion  f{x),  définie  dans  un  domaine  borné  o  d'un  seul  tenant  cl 
analytique  dans  ce  domaine,  c'est  trouver  une  fonction  d('linie 
dans  un  domaine  CD  d'un  seul  tenant  renfermant  o  à  son  inté- 
rieur, analytique  dans  (i;\  et  identique  à  la  fonction  J\.r^  dans  le 
domaine  o. 

Comment  réaliser  ce  prolongement? 

Partons  d'une  série  de  Taylor  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  —  a  (ou  la  représentera  indilléremment  par  'JL^(j;  —  (/), 
'J?(j:|a),  0?rt)  avant  pour  domaine  de  convergence  un  cercle  (^^ 
dont  le  rayon  n'est  ni  nul  ni  infini.  Toute  fonction  ayant  même 
valeur  que  la  série  T^  dans  le  cercle  Ca  peut  être  représentée, 
dans  le  voisinage  de  tout  point  h  intérieur  à  ce  cercle,  pai-  une 
autre  série  de  Taylor  '■S{x\b)  (p.  .^12)  :  les  valeurs  en  b  de  la 
série  U^^  et  de  ses  dérivées  déterminent  les  coefficients  de 
la  série  U^^,  puisqu'au  point  h  et  dans  son  voisinage  les  deux 
séries  ont  même  valeur.  Soit  Ct,  le  cercle  de  convergence  de 
cette  nouvelle  série. 

Deux  cas  sont  possibles  : 

I"  Le  cercle  Cb  est  tangent  intérieurement  au  cercle  C„.  — 
Alors  la  série  T^  ne  peut  servir  à  représenter  à  l'extérieur  de  C^ 
une  fonction  représentée  à  son  int('rieur  par  la  série  ',0^.  Cette 
fonction   reste    toujours    enfermée   dans    le  cercle    initial,    si   le 


qiuilcn  odipisci  posse  . . .  {Œuvres,  t.  III,  p.  226 ).  Dans  les  Œuvres  de  Cauc/iy. 
la  notion  de  prolonKcnii-nl  se  trouve  aussi  sous  la  forme  de  déterniinatiim  |)ar 
continuité  d'une  fonction  le  lonf;  d'une  courbe,  dès  ([ue  i'du  connail  sa  valeur 
cl  les  valeurs  de  ses  dérivées  en   un   point. 

Jusqu'ici  il  était  commode  de  représenter  par  w  cl  z  lis  l'oiirticms  et 
les  variables  :  désormais  nous  les  désignerons  h-  plus  souvent  par  »-  cl  a; 
(y,  el  .r»). 

Four  ce  Chapitre,  c/  IIada.maiu),  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement 
analytique,  1901. 

(')  Gauss,  Œuvres,  t.  V,  p.    '■>'.'■>.  —  Kiemann,  Œ'uvres.  trad.,  p.    >  !. 

Ce  principe  a  été  <léiiiiiMh<'  pins  haut  (p.  2i'|  cl  •c^i);  il  en  rcsulic  i\uc  m  une 
fouclinu  csl   proloni;cablf,  clic  n'est  prol()Uf;cablc  cpic  d'une  >-cnlc    manière. 
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<-crclc   (!/,  csL  liiiigont  à  ce  cei(;lo  (/ucl  (fiie  soit   le  poml  h  pris 
à  r iitli'-ririir  de  Cv/  (  ')• 

u"  Le  cercle  Ci  sort  ilii  cercle  (]„•  —  Alors,  (l.nis  hi  r.'^ion 
coininiinc  aux  deux  ccrcJcs,  Ns  deux  s('Ties  *i\i  el  '^a  onl  nièiiie 
valeur.  En  cllcl,  dans  le  cercle  de  centre  h  langent  int('rieure- 
mcnl  au  cercle  C«  (/,;'.  S.i),  la  série  a\,  peut  ùlre  remplacée  par 


la  série  Ta  (p.  9.i.>.);  donc  ces  deux  séries  coïncident  dans  toute  la 
région  commune  à  leurs  cercles  de  convergence  (p.  ai  3). 

Si  l'on  considère  une  fonction  comme  définie  à  l'intérieur  de  C^ 
par  la  série  T«,  et  à  l'intérieur  de  C*  par 'J.V,,  on  a  une  fonction 
définie  dans  l'ensemble  des  deux  cercles.  Elle  a,  dans  leur  partie 
commune,  deux  représentations  dilTérentes;  mais  cela  na  |)as 
d'inconvénient,  puisqu'elles  fournissent  la  même  valeur  jjour  la 

fonction. 

On  dit  que  la  série  'X\  définit  une  fonction  prolotï^uéc  ttiutly- 
liqiiemeiH  en  dehors  de  C„  par  la  série  '.C/,;  on  peut  ainsi  en  cal- 
culer la  valeur  en  des  points  où  l'élément  *.i\,  diverge.  Les  élé- 
ments Trt  et  '^6  sont  appelés  contigus. 

Poursuivons  ce  mode  d'extension,  et  prenons  un  point  c  à 
l'intérieur  de  C/,.  Si  le  cercle  de  convergence  d'une  série  U' (.r  |  c), 
obtenue  parla  mélliodc  indiquée,  sort  du  cercle  Q,  cette  troisième 
série  prolongera  la  fonclion  en  dehors  du  second  cercle;  et  ainsi 
de  suite.  De  i)roche  en  proche,  on  conslilucia  une  chaîne  d'éle- 


(•)  I)';ii>'<i^^  li'  '•('f;'*'  q'"'  conduit  ati  développement  dr  T;.>lor,  le  cercle  C,.  est 
ail  m'oins  langent  intcrieurcnient  au  cerelc  C„. 

I.CS  lavons  de  convergence  des  cercles  C,,  forment  un  ensemble  dont  la  /imite 
inférieure  est  n  :  tout  à  ri.eurc,  nous  démontrerons  à  nouxcau  que  leur  limite 
supérieure  ne  peut  dépasser  le  doulilc  du    r.ivnn   C,.  (voir  aussi  n"  178  el  '278). 
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ments  ',l\  corrcspoiulanl  à  une  chaîne  de  cercles,  qui  pourront 
recouvrir  le  |)lan  ou  une  partie  du  plan,  une  fois,  plusieurs  (bis, 
une  infinité  de  fois.  Deux  chaînes  dillérenles,  relatives  à  deux 
suites  de  ])oints  {a ^  />,  c,  .  .  .,  k,  /),  (r/,  b' ,  c\  .  .  .,  /',  /)  prises 
sur  un  même  arc  de  courbe  cl  correspondant  à  des  valeurs  toujours 
croissantes  de  cet  arc,  font  aboutir  au  même  clément  0.^.  Ainsi, 
en  chaque  point  que  Von  pourra  atleindie,  la  fonction  aura 
une  valeur  bien  délerniinée,  si  Von  fixe  le  chemin  (jui  y 
conduit. 

De  même,  une  série  <J?(a'|/)  aura  pour  élément  conligu  une 
série  *i^(-)  ayant  un   domaine  de  convergence  qui  renferme  le 

]>oint  /  à  son  intérieur,  si  les  deux  séries  ont  même  valeur  dans 
leur  domaine  de  convergence  commune. 

L'ensemble  de  ces  éléments  <r(.r  |  «),  'r(.r  |  ^),  .  .  . ,  '■^{x  |  /),  .  .  . 

\au  besoin  ''^^(^)  constitue  <(  une  fonction  anal\li(nie  mono- 
gène  qui  peut  être  uniforme  ou  multiforme,  mais  qui  est  com- 
plètement définie  lorqu'on  donne  un  de  ses  éléments  »  (').  Le 
domaine  d'existence  de  cette  fonction  est  l'ensemble  des  régions 
que  l'on  peut  atteindre  [)ar  prolongemenl. 

La  fonction  est  unil'orme  ou  mulliforiue,  suivant  qu'en  allant 
d'un  point  du  domaine  à  un  autre,  par  divers  chemins,  il  est 
impossible  ou  non  d'obtenir  en  cet  autre  point  des  valeurs  diffé- 
rentes pour  la  fonction.  On  |)eul  toujours  la  regarder  comme 
uniforme  sur  une  surface  deRicmann  convenablement  construite. 


(■)  Wi- lEUSTRASs,  CCiaves,  t.  II,  p.  210  (iiiul.  />'.  D.,  i8Si,  p.  iiJG). 

C'esl  pour  pouvoir  engendrer  la  fonclioii  ;nialyli(|uc  (jue  l'on  suppose  le  centre 
de  chaque  cercle  à  l'inlérienr  du  cercle  précédcnl  (et  nicmc  aussi  du  cercle  .smj- 
\.ant,  si  l'on  veut  à  paiLir  de  chaque  élément  monter  ou  descendre  indillércmment 
la  chaîne).  .Alais  on  petit  pratiquement  rei;ardcr  comme  contij^us  ou  comme  .se 
prolongeant  imniedialenicnl  des  cléments  dont  les  domaines  de  converj;encc 
empiètent  l'un  sur  l'autre  et  (|iii  onl  même  valeur  dans  cette  réj;i<)n  commune 
(p.  2i4). 

iJeux  séi-ics  de  puissances  se />/'o/o/>;,'r7(/  l'une  r.inlre  liii-(|irelles  appaitiennenl 
à  une  suile  de  séries  de  pui>;sanees  eu  nomlire  Uni.  doul  cIiik une  |iiolonj;e  inimé- 
dialcmcnt  la  précédente. 

I  II  iléiiiriii  fjuetco/u/ue  dci\iih  la  fonclion  aiial\lii|ue  aiis^i  iiieii  que  Itlémeiit 
initial  ;  pour  retrouver  col  élément,   il   n'v  a  qu'.i  mnonler  l.i  chaîne. 

Quand  les  séries  dérivées  ^i\,  'A^',,  ...  tormcnl  une  eli.iinc,  il  eu  c-l  de  mémo 
des  séries  ',0,,.  U*,,  ...    (p.   l'jq). 
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Ici  Jonc,  on  définit  la  fonction  analvtifuic  par  renscmblc  clos 
clénicnLs  qui  la  rcprc'scnlrnl  (');  pins  IkiiiI  (  |).  17),  on  Favait 
définie  (i  priori  par  ses  j)ropriétés.  Les  deux  définitions  ^.ont 
équivalentes. 

Sur  une  ligne  continue  intéiieuic  au  domaine  d't;\i>l(,-nce,  le 
rayon  de  convergence  des  éléments  de  la  eliaîne  est  une  fonclion 
continue. 

En  eflet,  soient  I^''^)  et  M(^>)  les  iav<)ns  d(î  (•onverj;cnce  de 
deux  éléments  eonligus  relatifs  à  deux  p(jinls  n  cl  h  de  eel  le  ii^nc 
l'uis(pie  les  cercles  de  convergence  se  ct)iip<iil  nu  •<()nl  langenls 
intérieurement,  ou  a 

|U(„)_  ii(7,)|-|,,_^|, 

ce  qui  établit  la  continuité  de  la  fonction  R(a'). 

Dès  lors,  le  long  de  toute  ligne  intérieure  au  domaine  d'existence, 
les  rayons  de  convergence,  tous  positifs,  atteignent  eirectivement 
un  minimum  j)Ositd  (et  non  pas  nul).  Donc  ils  dépassent  tous  un 
nond)re  j)0sitif  [\\c^  et  l'on  peut  aller  dun  point  à  un  antre  en 
employant  un  nombre  fini  d'éléments  (-). 

183.  Le  domaine  d'existence  d'une  fonclion  analvli(|ue  peut 
s'élendre    de    j)roclie    en   proche    tant    que    le    [>rolongenienl   est 

(  '  )  Exemple.  —  La  fonclion  qui  a  pour  expression  analylique  (i  —  -r)""'  existe 
dans  tout  le  plan,  sauf  au  point  1.  On  pcul  la  icgardci-  coninie  x\i\e  fonction 
analytique  dclinic  par  i'clémcnl 

J.  Q  ^  I  -'v  X  -T-  .  .  .  -i-  J7"  -f-   .... 

Cet  cicnicnl  est  continué  par  l'élénicnt 

/ài  '         1  -^  —  «  f^  —  C^'V  1,11  1  .  ■ 

'-^..-7z:^['  +  T^^-(t^)  +  ---J       (I«1<.;U-«I<|.-«I). 

Une  cliaini'  d'éléments  U^o,  *i'„,  ■••,  '^ii  •■•  peinai  de  calculer  la  valeur  de  lu 
fonclion  en  tel  point  ([ne  l'on  veut. 

Des  fonctions  anal\  tiques  engcnclnrit  de  nouvelles  runclions  anal\  tiques, 
quand  on  leur  applique  un  nombre  (ini  de  fois  les  opérations  élémentaires  du 
calcul  (Cliap.  III  et  I\).  ou  quand  on  les  fail  entrer  connue  éléments  dans  des 
équations  dillcrenliellcs  (Cliap.  \  I  ). 

(  =  )  \'oir  le  raisonnement  fait  p.  \')  et  121  (en  noie)  pour  étaldir  deux  théo- 
rèmes aualo:;ncs. 
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possible  :  de  là  réliule  des  ohslacles  pouvant  empêcher  ce  pro- 
longement, et  par  suite  des  j)oin(.s  singuliers  ('). 

Soit  \j  une  ligne  arbitraire  parlant  du  point  initial  a.  Tous  les 
points  de  L  intérieurs  au  cercle  de  convergence  (>„  peu\ent 
être  atteints  au  moyen  d'un  nombre  ///?/ d'éléments  :  il  n'en  est 
pas  forcément  de  même  d'un  point  a  situé  sur  la  circonfé- 
rence Crt  et  des  points  extérieurs. 

Deux  cas  sont  possibles  : 

i"  Il  existe  une  série  de  puissances  U'(.r|a)  qui  coïncide 
avec  <r(.r  |  a)  dans  la  région  commune  aux  domaines  C„  cl  C^^  La 
l'onction  analytique  est  alors  bolomorphe  ou  régulière  en  a  :  le 
point  y.  est  un  point  ordindire. 

■)."  S'il  est  impossible  de  former  une  j)areille  série,  le  point  a  est 
dit  point  singulier.  Ce  point  singulier  est  donc  xiu  point  frontière 
servant  de  séparation  entre  les  points  de  la  ligne  L  que  l'on  peut 
atteindre  par  prolongement  en  suivant  à  partir  de  a  la  ligne  L  et 
les  autres  points  de  cette  ligne. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  de  l'élément  initial  ^}^(j:\a)  j)eut  se 
réj)éler  de  chacun  des  éléments  de  la  fonction  analytique. 

L'ensemble  des  points  singuliers  du  type  ci-dessus  relatifs  à  tous 
ces  éléments  constitue  \d.  frontière  du  domaine  d'existence  de  cette 
fonction.  Le  domaine  lui-même  comprend  les  points  intérieurs, 
à  l'exclusion  des  points  frontières;  en  ces  points  intérieurs,  le 
rayon  de  convergence  est  positif.  Ce  domaine  est  d'un  seul 
tenant,  et  par  suite  l'ensemble  des  points  où  la  fonction  cesse 
d'être  définie  n'en  interrompt  |)as  la  continuité. 

Plus  généralement,  l'ensemble  des  j)oints  singuliers  est  Ten- 
semble  des  points  où  la  fonction  n'est  |)as  régulière  :  il  est  tou- 
jours/ez-me,  puisqu'un  point  ordinaire  est  le  centre  d'un  cercle 
dont  aucun  point  n'est  singulier.  Ainsi  tout  point  limite  de  points 
singuliers  est  aussi  un  point  singulier. 

Dans  celle  définition  d'un  point  ordinaire  g  (ou  d'un  point  sin- 
gulier II)  intervient  la  notion  du  chemin  suivi  pour  y  aboutir  :  il 


(')  Le  iiKii  jÉiiglais  obstacle  point  iiKuilir  lucii  Inir  liMo. 
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faul  se  jnéoccuper  des  éléments  choisis  pour  former  la  chaîne  de 
cercles  qui  permet  (ou  ne  permet  pas)  d'atteindre  ce  point.  Pre- 
nons deux  lignes  L  et  L'  issues  de  a  et  traversant  g  (ou  A);  plus 
généralement  partons  de  a  pour  décrire  d'abord  un  contour  fermé, 
puis  la  ligne  L  :  rien  ne  dit  que  le  point  g  (ou  h)  ordinaire  (ou 
singulier)  sur  l'un  des  chemins  soit  ordinaire  (ou  singulier)  sur 
l'autre.  C'est  ce  que  nous  avons  constaté  en  traitant  des  fonctions 
algébriques. 

Une  discussion  est  donc  nécessaire;  voici  des  remarques  qui 
l'abrégeront  : 

1°  Dans  un  domaine  fermé  simplement  connexe,  une  fonction 
analytique  est  uniforme  lorsqu'elle  n'a  de  singularité  sur 
aucune  ligne  issue  du  point  arbitraire  a  et  restant  à  l'intérieur 
du  domaine  :  par  suite  elle  est  holomorphe  dans  ce  domaine. 

En  efl'el,  jiour  montrer  que  tout  chemin  fermé  intérieur  au  do- 
maine ramène  la  valeur  initiale,  il  suffit  d'établir  que  par  deux 
chemins,  partant  de  a  et  aboutissant  au  point  arbitraire  /,  l'un  L 
quelconque,  l'autre  L'  suffisamment  voisin  dont  le  raisonnement 
fixera  la  position;  on  obtient  la  même  valeur  pour  la  fonction 
{fig,  34). 

Fig.  34. 


Il  en  est  bien  ainsi,  car,  en  parlant  de  a  avec  l'élément  '.l\,,  on 
peut  associer  deux  points  b  et  b\  intérieurs  à  C^,  tels  cpie  C^' 
et  Cô  aient  respectivement  b  ci  b'  à  leur  intérieur  (puisque  les 
rayons  de  convergence  sont  finis),  l.e  long  du  segment  bb' ,  ^Ht, 
et  ^b'  coïncident  avec  'Jpfl,  et  par  suite  coïncident  entre  eux.  De 
même,  ajipelons  c  ei  d  des  points  intérieurs  à  C*  et  tels  que  c  et  c 
soient  à  l'intérieur  de  Ce'  et  Ce  :  les  développements  UV  et  *IV'  coïn- 
cideront le  long  de  ce'.  Et  ainsi  de  suite;  finalement  les  fonctions 
auront  même  valeur  en  /.  (  ]  oii-  aussi  p.  i)i.) 

On  en  conclut  qu'une  fonction  analytique,  |)rolongeal)le  à  partir 
d'un  point  a  le  long  d'un  chemin  fermé  .simple  C  cl  ne  reprenant 
r.  ->o 


3o()  1.1VIU-:    I.    —    CIIAI'ITIŒ    V. 

pas  la  même  valeur  lorsqu'on  revient  en  «,  a  au  moins  un  point 
singulier  à  V intérieur  du  contour  C. 

L'existence  d'un  point  singulier  sur  la  circonférence  du  cercle 
de  convergence  de  chaque  élément  en  est  aussi  une  conséquence 
{cf.  également  les  n''*  178  et  278). 

2°  Une  fonction  analyllf|ue,  uniforme  dans  un  domaine  fermé, 
est  régidière  en  un  point  /  quel  que  soit  le  chemin  J.'  par  lequel 
on  y  parvienne,  si  elle  est  régulière  en  ce  point  quand  ou  v  arrive 
par  un  chemin  particulier  L  (on  suppose  qu'il  n'y  a  ni  sur  L,  ni 
sur  \J  de  point  singulier  entre  le  point  de  départ  et  /). 

En  effet,  parlons  de  a  en  marchant  d'abord  surL  :  nous  finirons 
par  arriver  en  un  point  g,  assez  voisin  de  /  pour  que  le  cercle  de 
convergence  Co-  ait  à  son  intéiienr  le  point  /.  Désignons  par  o  la 
plus  courte  distance  de  /  à  la  circonférence  0^,. 

Si  nous  partons  de  a  en  marchant  sur  L',  nous  parviendrons  en 
un  point  k'  situé  en  deçà  de  /,  à  des  distances  de  /  et  de  la  circon- 
férence Co-  chacune  inférieure  à  o,  avec  un  élément  '^y,'  dont  la 
valeur  coïncidera  avec  celle  de  T^  dans  le  voisinage  de  h' ,  puisque 
la  fonction  est  uniforme  et  que,  par  suite,  l'élément  ^Sg  la  déter- 
mine le  long  de  l'arc  g' l  f(ue  l'on  peut  supposer  intérieur  à  C»^ 
{fig.  34).  -Les  éléments  ^Jt\,  ^S^'  ont  donc  même  valeur  dans  la 
région  commune  à  leurs  cercles  de  convergence,  cercles  qui  tous 
deux  renferment  le  point  l  :  le  premier  détermine  la  fonction  en 
tous  les  points  de  l'arc  h'I^y  compris  le  point  l\  il  en  sera  de 
même  du  second. 

3"  Les  points  singuliers  des  fonctions  analjtiqnes  unifoiines 
(ils  sont  singuliers,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  les  allcindre) 
se  divisent  en  pôles  et  points  singuliers  essentiels  (p.  5g). 

184.  D'après  ce  qui  précède,  au  moins  lorscpi'on  chemine 
sur  un  certain  rayon  du  cercle  de  convergence,  le  prolongement 
est  impossible.  Le  prolongement  peut-il  être  impossible  clans 
toutes  les  directions,  de  telle  sorte  que  la  circonférence  du  cercle 
de  convergence  soit  une  coupure  essentielle  et  qu'ainsi  la  fonc- 
tion reste  enfermée  dans  un  cercle?  A  quels  caractères  reconnaître 
de  telles  singularités?  Les  renconlrc-t-on  dans  le  cas  général? 
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Les  séries  entières  auxquelles  conduisent  des  j)rf)l)lrMies  très 
vastes,  par  exemple  celles  qui  servent  à  l'inlé^^ration  d'équa- 
tions diirérentielles  arbitraires,  ont  le  j)Ius  souvent  des  prolon- 
gements (')  :  aussi  durant  quelque  temps  on  put  regarder  comme 
exceptionnelle  la  fonction  avant  pour  lij^ne  singulière  le  cercle  de 
convergence  de  la  série  qui  la  délinit. 

Mais  une  série  provenant  d'un  prohiriiic  général  a  des  coeffi- 
cienls  définis  par  une  loi  analytique  :  ce  n'est  pas  la  série  géné- 
rale, si  l'on  entend  par  là  celle  dont  les  coefficients  sont  choisis 
arbitrairement  et  indépendamment  les  uns  des  autres.  Pour  une 
pareille  série  posée  a  priori,  aucune  direction  du  plan  ne  .•>enible 
devoir  jouir  de  propriétés  particulières,  et,  par  suite,  s'il  y  a  une 
singularité  dans  une  diiection,  n'y  en  aurait-il  pas  dans  toutes? 

Dans  quel  sens  trancher  la  question? 

Un  premier  pas  vers  la  solution  fut  fait  par  ^\eierstrass  lors- 
qu'il apporta  un  exemple  de  fonction  analytique  enfermée  dans  un 
cercle  (-).  Soit  la  série 

I  -t-  ax^-r-. .  .-i-  rt"a:<""-4-. .  .         (a  const.  >  o;  c  entier  >  o). 

Son  cercle  de  convergence  a  pour  rayon  l'unité,  car  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  tend  vers  zéro  ou  l'infini  suivant  que  \x\ 


(')  C'est  le  cas  le  plus  habituel;  mais,  même  pour  des  séries  dont  les  coef- 
ficients sont  déterminés  par  une  loi,  le  cercle  de  convergence  peut  ilrc  une 
coupure.  .M.  Fabry  en  donne  des  exemples  simples  {A.  E.  iV.,  if^gG). 

(^)  La  théorie  des  fonctions  modulaires  avait  déjà  fait  connaître  de  pareilles 
fonctions  :  ce  qui  caractérise  l'exemple  de  Weierstrass,  c'est  que  l'existence  de  la 
coupure  circulaire  lésulte  de  la  forme  seule  du  développement,  sans  connaissances 
a  priori  sur  la  fonction  étudiée.  Cf.  du  Bois-Rkymond,  J.  de  Crelle,  t.  79.  — 
Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  223  {B.  D.,  1881,  p.  179). 

Comme  cas  particulier   simple,  .M.  Stackel  considère  la  fonction   définie  par  la 

série 

s(  j:)  =  X  'T  x<^ -^ . . . -I- j:'"" H- .  . .  (r  entier  :■  1  ) 

et  déduit  l'inipossibilité  de  son  prolongement  en  dehors  du  cer(  le  de  rayon  1  de 
cette  remarque  élémentaire  :  |  ^(ar)  |  croit  indéfininieiil  dans  le  voisinage  du 
point  I,  et  même,  en  vertu  de  l'identité 

5(  x'"')  =  <p(a:)  -  x  —  j:'— ...— u:'-   ', 

dans  le  voisinage  de  tout  point  racine  de  l'équation  .r*""  1.  par  suite  en  des 
points  formant  un  ensemble  [larluiit  (iense  <iir  la  <ireonféren«e  |a:|  =1.  (7.  de 
Crelle.  t.  llî.  p.  >^i). 
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est  <;  I  ou  >  I  :  je  dis  que  ce  cercle  est  une  ligne  singulière 
pour  la  fonction  dr finie  par  la  série. 

En  clVet,  sur  ce  cercle  la  fonction  a  au  moins  une  singularité  ^o- 

Faisons  la  substitution  \x,  xe  ^''  ) ,  h  el  k  étant  des  entiers  posi- 
tifs, ce  qui  ne  modifie  pas  la  série  à  partir  du  terme  de  rang  li. 
D'une  part,  les  fonctions  définies  par  la  série  initiale  et  la  série 
tr'ansformée  ont  les  mômes   singularités;   de  l'autre,    la   singula- 

rite  ^0  de  la  première  fonction  vient  au  point  x'^  =  XqC  '''  :  c'est 
donc  que  x'^  était  un  point  singulier  de  la  première  fonction. 

La  singularité  x\^  a  même  module  que  ^05  et  dès  lors  elle  aussi 
est  sur  le  cercle  de  convergence;  de  plus,  on  peut  disposer  de  Ji 
et  de  k  de  telle  sorte  que  l'argument  de  x\  tende  vers  tout  nombre 
donné.  Par  suite,  tout  point  de  la  circonférence  est  une  singu- 
larité. 

Ce   raisonnement   est    applicable  clia(|ue    fois   que,    dans   une 

série    ^  a^x'^"  ajant  un  cercle  de  convergence  fini,  les  entiers  c« 

admettent  à  partir  d'un  certain  rang  N  un  plus  grand  commun 
diviseur  0  croissant  indéfiniment  avec  N. 

En  efTet,  si  on  laisse  de  côté  les  premiers  termes  de  la  série  (ils 
n'influent  pas  sur  la  distribution  des  singularités),  on  a  une  série 

/        ^A 

entière  en  x^.  La  substitution  \x^  xe  °  /  d'une  part  ne  déplace 
pas  les  singularités,  et  de  l'autre  les  transporte  (pour  0  suffi- 
samment grand)  en  un  point  arbitraire  du  cercle  ('). 


(')    liAUAMAHD,  J.  M..    1893,   p.    Il5. 

Plus  généralement,  quand  la  série    7  a^^x'n  a   un  cercle  de  convergence  fini, 

ce  cercle  est  une  coupure,  quels  que  soient  les  coefdcienls  «„,  si  les  exposants  r„ 
sont  des  entiers  positifs  croissants  tels  que  l'un  des  rapports  c,,^., —  r„  :  c„  (11a- 
DAMAitt),  toc.  cit.,  p.  11'"' )i  c,,^,— c„:  \/c„  (BoiiEL,  J.  M.,  1896 )  rcstc  supérieur  à 
un  nombre  fixe,  et  même  pourvu  que  la  diiïérence  c,,^,  —  c„  grandisse  indéfini- 
ment avec  n  (  Fabry,  A.  K.  A'.,  1H96).  Le  problème  est  ainsi  résolu  pour  les 
séries  à  lacunes  indéjiniment  grandissanles. 

Quant  aux  séries  complètes,  le  cercle  de  convergence  est  encore  une  coupure 
(juand  les  a„  sont  des  fondions  de  n,  périodiques,  à  période  incommensurable, 
développables  en  séries  Irigonométriques  illimitées  absolument  i  oiivergenles 
(Lk  Hoy,  a.  t.,  1900,  p.  3uo).  Voir  aussi  Lercii,  >1.  M.,  l.  X,  p.  >^- ;  Mkhay. 
B.  D.,  1888,  p.  248. 

Une   fonction    peut  être   continue   ainsi  (/ne  toutes  ses  ilcrivces  suj-  toute  la 
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Enfin,  M.  Prin<;sheim  fil  cesser  les  hésilalions  en  montrant  que 
\a  fonction  définie  par  une  série  entière  a  en  ^M'ncial  son  cercle 
de  conKcrgence  comme  coupure  (').  Ainsi,  la  fonction  ht  plus 
générale,  c'esl-à-dire  celle  pour  la(|iielle  la  dislrihiilioii  des  jMjiiils 
sinj;uliers  n'est  soumise  à  aucune  l(ji,  ne  correspond  pas  à  la 
série  la  plus  générale,  à  celle  pour  larjuclle  dans  le  choix  des 
coefficients  on  ne  suit  aucune  loi. 

185.  De  ces  considérations  résulte  rexistencc  de  lunclions 
analytiques  cessant  d'exister  dans  toute  une  réj^ion  du  |ihiii,  <ii 
d'autres  termes  ayant  des  espaces  lacunaires.  C'étaient  là,  au 
dire  de   \\  eierstrass,   «  des  théorèmes  qui  ne  s'accordent  point 


frontière    de    son   domaine    d'exislcncc.    Telle    csl   celle  que   définil   la   série  de 
M.  Frcdholm 


\    a"x"'  (I  a  I  <i), 


dont  la  frontière  csl  le  cercle  |a:|  =  i,  puisque  c„^,  —  c„  est  inlini  avec  n  {C.  /?., 
1890,  1''  semestre,  p.  627).  Pour  d'autres  exemples,  cf.  Prinosiieim,  M.  A., 
t.  XLII,  p.  1.53  (en  tenant  compte  des  remarques  de  .M.  Borel,  .1.  E.  .\.,  iSgô, 
p.  22). 

(')  Voici  sa  démonstration.  Soit  9(x)  une  série  entière  parlicutière  admet- 
tant comme  coupure  son  cercle  de  convergence  C.  Toute  série  entière /(x)  peut 
être  mise  sous  la  forme  o{x)  -\-'^{x).  Dès  lors,  pour  que  cette  série /(x)  soit 
continuable  au  delà  de  C,  il  faut  que  tous  les  points  d'un  arc  de  la  circonfé- 
rence C  soient  des  singularités  pour  '!^{x),  et  des  singularités  telles  qu'elles 
fassent  compensation  à  celles  de  9(x).  Ceci  exigerait  des  relations  particulières 
entre  les  coefficients  de  's(x)  et  de  «j'Cx),  qui,  dans  le  cas  général,  n'existeront 
pas  (J/.  A.,  t.  XLIV,  p.  5o). 

A  dire  vrai,  de  ce  raisonnement  il  ressort  seulement  que  les  séries  pour  les- 
quelles le  cercle  de  convergence  est  une  coupure  sont  aussi  noiiiljrciises  que  les 
autres.  Peut-on,  du  reste,  affirmer  autre  chose,  puisqu'une  transformation  con- 
forme conservant  l'origine,  par  exemple  celle  d'Euler  (p.  74),  fait  correspondre  à 
une  série  entière  délinissant  une  fonction  ayant  pour  coupure  la  circonfé- 
rence I  X  I  =  const.,  une  fonction  liolomorphe  à  l'origine,  et  dès  lors  une  série 
entière  définissant  une  fonction  dont  le  domaine  d'existence  a  pour  frontière  la 

circonférence     =  const.  (  Hadamard,  Op.  cit.,  p.  '.V\). 

\  X  —  x  \ 
Des  démonstrations  où  est  Lien  défini  le  sens  de  ce  mot  :  en  général,  ont  été 
données  par  MM.  Borel  {A.  M.,  t.  X\I,  p.  243,  cl  Séries  di\/ergentes.  p.  147)  el 
Fabry  (.1.  M.,  t.  X\II,  p.  65)  :  ils  regardent  une  série  de  Ta>  lor  comme  gené- 
rate  lorsque  la  valeur  du  n'*"'  coefficient  est  indépendante  de  celle  des  coeffi- 
cients précédents. 


3io  i.ivRi;  I.  —  ciivpiTRi:  v. 

avec  les  vues  ordinaii-es  »,  car  les  premiers  travaux  des  géo- 
nièlres  portaient  sur  des  fonctions  analytiques  telles  que  les 
cercles  C^,  C^,  ...  recouvrassent  tout  le  plan  soit  une  fols,  soit 
plusieurs  fois,  soit  une  infinité  de  fois,  en  laissant  seulement  de 
côté  certains  points  singuliers  isolés. 

On  a  même  été  plus  loin.  Aussi,  après  avoir  rappelé  des 
exemples  simples  de  fonctions  cessant  d'exister  en  des  j)oints 
isolés,  ou  bien  en  des  points  non  isolés  distribués  soit  ponctuel- 
lement, soit  sur  des  lignes  ou  dans  le  voisinage  de  lignes,  soit 
dans  des  aires,  nous  montrerons  qu'étant  donné  un  domaine 
arbitraire,  de  frontière  absolument  quelconque,  il  existe  une 
fonction  régulière  en  tout  point  intérieur  et  singulière  en 
chaque  point  de  la  frontière  (pourvu  que  le  domaine  soit  d'un 
seul  tenant)  ('  ). 

Les  fractions  rationnelles,  les  fonctions  méromorphes,  la  fonc- 
1 
lion  e^'  ont  des    discontinuités  ponctuelles   isolées,   polaires  ou 

sin  -  )      a  dans  le  voisinage  de  l'origine 

une  infinité  de  pôles  (les  points  .r~'  =  A"n);  l'origine  est  un 
point  essentiel,  puisqu'en  ce  point  ni  la  fonction,  ni  son  inverse 


(')  Ce  tliéorèine  énoncé  par  Weierslrass  (OFuire*.  t.  II,  p.  228)  a  été  démontré 
simullanénient  par  MM.  Poincaré  {Acta  Soc.  Feiinicœ,  t.  XII,  p.  34i,  ou  mieux 
American  Journal,  1893)  cl  Coursai  {C.  /?.,  1882,  B.  D..  1887,  p.  109). 

Leur  dérHonstratiou  supposait  que  la  frontière  a  en  cliaque  poinl  une  cour- 
bure :  I\I.  Osgood  {Bulletin  0/  tiie  Amer.  M.  S.,  oclobre  1898)  l'a  rendue 
applicable  à  tous  les  cas. 

La  première  preuve  générale  a  élé  donnée  par  ^L  Uunge  {A.  M.,  t.  VI,  p.  239)  : 
elle  repose  sur  ce  qu'une  fonction  analytique  uniforme  est  rcprésentablc  par  une 
série  de  fonctions  rationnelles  (  n°  18'J)  et  elle  tliumc  la  fiuulioii  clicrchée  sous 
la  forme  d'une  série  de  fractions  rationnelles. 

Pour  les  exemples,  cf.  aussi  :  Heumitk,  Acta  Soc.  Fennicœ,  t.  XII,  p.  67  (ou 
mieux  J.  de  Crelle,  l.  91,  p.  54).  —  Sïieltjes,  B.  D.,  1887,  p.  l\Ç>.  —  Col'hsat, 
B.  D.,  1893,  p.  247.  —  Teixeika,  b.  d.,  1893,  p.  29. 

Insistons  sur  ce  qu'une  fonction  à  cspar(>  lacunaire  est  ccMc  i|u'on  ne  peut 
an\t-u('v  par  prolongenie/i/  à  cxislcr  daii'-  iciiaiiK's  aires. 

<<  Si  l'on  ne  s'imposait  a  priori  aucune  condition,  rien  ne  serait  plus  facile 
que  de  concevoir  une  transcendante  préscnlant  un  espace  lacunaire  quel- 
conque. On  pourrait  iu)aginer,  par  exemple,  une  fonction  définie  de  la  manière 
suivante  :  elle  deviail  être  égale  à  i  à  l'extérieur  d'un  certain  cercle  et  cesser 
d'exister  à  l'intérieur  fie  ce  cercle.  Ce  cercle  sérail  un  espai-c  ln<nnairc.  " 
(Poincahi:,  Inc.  cil.  ; 
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ne  sonl  délerniinés  :  c'est  (loin.;  mic  siiigiiltirllc  ponctuelle  non 
isolée  (  '  ). 
L'iolégrale 


cesse  d'exister  sur  le  segment  engendré  par  le  point  [a  —  /,  h)^ 
t  variant  de  a  à  [3.  I^a  fonction  analytique  unifornie  (prellc  délinil 
a  pour  ligne  singulière  un  segment  de  droite  parallèle  à  l'axe  réel. 

Il  est  facile  de  généraliser  ces  rcsidtats,  et  d'exprimer  à  l'aide 
d^intégrales  ou  de  séries  des  fonctions  analytiques  avant  des 
lignes  singulières  ou  des  espaces  lacunaires. 

Voici  l'exemple  donné  par  M.  Poincaré  pour  inonlrcr  qu'il 
y  a  des  fonctions  à  espace  lacunaire  existant  dans  un  douiiiine 
continu  avant  une  frontière  quelconque. 

Considérons  la  série 


'■^{x)=  V 


^^  X 


et  un  contour  C  (avant  en  chaque  point  une  tangente  et  un  ravon 
de  courbure)  divisant  le  plan  en  deux  régions,  Tune  intérieure. 

l'autre  extérieure   à  ce   contour.  On  suppose  que  la  série   >  an 

converge  absolument,  que  tous  les  points  b,i  sont  à  linlérieui 
de  C  ou  sur  C,  et  forment  un  ensemble  dense  sur  tout  arc  de  C. 
Dans  ces  conditions,  à  V extérieur  de  C  la  série  ^(j:")  a  ses  élé- 
ments holomorphes  et  converge  uniformément,  et  jiar  suite  est 
holomorplie  (n"*  139  et  233);  un  calcul  (jue  nous  ne  dévelop- 
perons pas  montre  de  plus  que  le  cercle  de  convergence  relatif  à 
chacun  des  points  de  tout  domaine  extérieur  à  C  est  tangent  exté- 
rieurement à  C  (-).  La  fonction  analytique  'f(.^)  a  donc  la  région 
intérieure  à  C  comme  espace  lacunaire. 


(')  Comme  excmpii-  de  fonrlion  dotil  tes  sinsiilaiilis  forinml  un  enscmhle 
parfait  discontinu,  on  peut  citer  les  fonctions  fnciisiennes  de  lu  Iroisiemr 
famille  :  ce  sont  des  fonctions  uniformes  délinies  d;ins  tout  le  plan,  ayant  des 
singularités  dont  aucune  n'est  isolée  et  qui  ne  forment  [ui!»  dr  ligne  singulière. 

("•)  loir  PoixcAHK.  Acta  Societa/is  Fcnnicœ.  t.  MI.  \>.  .>|').  —  Golusat, 
B.  D..  i><><-,  p.   loiv 


3l?  LIVRE    I.   —   CHAl'ITUE    V. 

On  réalise  les  condilions  de  l'énoncé  en  posant 

«„  =  «!^>  . . .  u^r,         bn  =  ^ — f-'    '  j 

•  ''  1^1  -I- ...  -t-  [Ip 

|W(|,  ...,  \iip\  étant  <<  I  ",  a,,  ...,  y.p  désignant  des  constantes 
arbitraires;  le  signe  de  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes 
de  valeurs  ij.) ,  .. , ,  ^p  entières  et  positives.  Le  contour  G  sera  un 
polygone  convexe,  ayant  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés  tous 
les  points  ai,  .  .  .,  a^,  et  n'ayant  pas  de  sommets  autres  que  les 
points  7-1,  . .  . ,  ap. 

En  effet,  la  série  ^"i''"  \  |  u^' .  .  .  u^/\  converge  absolument, 
puisqu'elle  résulte  du  produit  des  identités 

tous  les  points  h,i  sont  à  l'intérieur  de  G  ou  sur  G,  d'après  une 
propriété  évidente  du  centre  des  distances  proportionnelles 
(u/>>o);  enfin,  en  disposant  convenablement  de  [jl,,  . . . ,  a^  on 
peut  obtenir  pour  b,i  tel  point  que  l'on  voit  situé  sur  le  péri- 
mètre G  (ou  à  son  intérieur). 

186.  A  chaque  élément  ^o  d'une  fonction  analytique  prolon- 
geable  correspondent  une  infinité  non  dénombrable  d'éléments 
contigus  "J?,  :  de  là  une  question  que  l'on  peut  poser  sous  diverses 
formes  : 

1°  La  considération  de  tous  les  éléments  ^Si  est-elle  nécessaire 
pour  obtenir  dans  sa  totalité  le  domaine  (D,  formé  par  l'ensemble 
des  cercles  de  convergence  des  éléments  9?,  ?  De  même  faudra-t-il 
prendre  tous  les  éléments  y?2  contigus  à  tous  les  éléments  'P)  pour 
obtenir  le  domaine  cOo  formé  par  les  cercles  de  convergence  des 
éléments  <i\,  et  ainsi  de  suite  (')? 

2°  Quand  la  fonction  analytique  est  multiforme,  arrivera-t-on 


(  '  )  Le  domaine  (0,  ne  peut  piis  se  recouvrir  lui-nit'inc  :  il  n'en  est  piis  de 
même  des  domaines  (0,,  (O3,  ...  qui  peuvent  se  recouviir  plusieurs  fois  el  une 
iiifinilc  de  fois.  C'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  hi  foncliou  log(i  —  x). 
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par  des  opérations  méthodiquement  classées  à  obtenir  en  cliatjue 
point  intérieur  au  domaine  d'existence  toutes  ses  valeurs  ? 

La  réponse  a  été  donnée  par  .MM.  l'uincaré  et  Vollerra  : 
i"  Pour  obtenir  tout  le  domaine  ct)|,  il  suffit  de  prendre  ceux 
des  éléments  'J^i  dont  le  centre  a  des  coordonnées  rationnelles,  et 
par  suite  de  considérer  une  infinité  dénonibrable  de  prolon- 
gements. De  même,  des  valeurs  de  la  fonction  dans  le  domaine  (0| 
on  pourra  déduire  toutes  ses  valeurs  dans  le  domaine  (O2  en  pre- 
nant ceux  des  éléments  U\  dont  les  centres  ont  des  coordonnées 
rationnelles.  Et  ainsi  de  suite;  finalement  en  vertu  des  propriétés 
des  ensembles  dénombrables  (p.  i5),  la  considération  d'une  infi- 
nité dénombrable  d'éléments  fera  connaître  toute  la  fonction, 
au  moins  en  tout  point  intérieur  au  domaine  d'existence  de  la 
fonction  ('  ). 

2°  l'ar  suite,  les  opérations  (en  nombre  évidemment  infini  si 
la  fonction  a  une  infinité  de  valeurs)  nécessaires  pour  obtenir  en 
un  point  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  formant  au  plus  une 
infinité  dénombrable,  on  peut,  à  partir  de  l'élément  initial,  ranger 
méthodiquement  toutes  celles  qui  permettront  d'atteindre  la  fonc- 
tion en  tout  j)oint  où  elle  est  holomorplie  (-). 


(')  La  démonsUalion  que  nous  allons  donner  dans  la  noie  suivante  s'appli- 
quera seulement  aux  points  intérieurs  aux  cercles  de  convergence  :  par  suite,  la 
connaissance  de  la  fonction  sur  la  frontière  de  son  domaine  irexistencc  exigera 
une  infinité  non  dénombrable  d'éléments. 

Une  méthode  de  M.  Le  Roy  {A.  T.,  1900,  p.  33i)  permet,  dans  certains  cas, 
d'atteindre,  par  un  ensemble  régulier  d'opérations,  la  fonction  dans  tout  son 
domaine  d'existence,  y  compris  le  voisinage  des  points  singuliers. 

Si  la  fonction  analytique  est  algébrique,  il  suflit  d'un  nombre /ini  d'éléments 
pour  la  représenter  (en  supposant  que  le  point  iï  l'infini  est  ordinaire). 

(-)  Voici  la  démonstration  de  M.  Poincaré  : 

Partons  d'un  élément  <J,\.  Désignons  par  I^,,  P,, C,,  C,.  ...  les  ensembles 

formés  par  les  éléments  U',,  y?;,  ...  et  par  leurs  cercles  de  convergence,  dési- 
gnons par  /;,,  p^,  ...,  c,,  r,,  ...  les  ensembles  que  l'on  en  déduit  en  gardant 
seulement  les  éléments  dont  les  centres  ont  des  coordonnées  rationnelles.  Les 
ensembles  P^  et  C,  ont  la  puissance  du  continu;  les  ensembles  y>,  et  r,  sont 
dénombrables. 

Je  dis  que  le  calcul  de  la  fonction  analytique  proposée  le  long  d'une  courbe 
arbitraire  aboutissant  à  un  point  arbitraire  peut  toujours  se  faire  en  substituant 
aux  éléments  tirés  des  ensembles  P.,  des  cléments  appartenant  aux  en- 
sembles p^. 

En  ell'et,  tout  point  iNTKRituu  a  l'un  des  cercles  C,  est  iNTERiEin  à  l'un  des 


3l.)  I.IVIU';    I.   —    riIAIMTRE    V. 

187.  Reprenons,  avec  celle  drfinilion  de  fonclion  analytique, 
lin  problème  posé  au  début  :  A  quelles  conditions  deux  fonc- 
tions définies  respectivement  d<ins  deux  régions  sans  partie 
commune  appartenant  à  un  domaine  d'un  seul  tenant 
doivent-elles  être  regardées  comme  une  même  fonction? 

Au  temps  d'Euler,  avons-nous  dil,  la  question  n'aurait  pas  élé 
posée,  ou  bien  on  aurait  donné  celte  réponse,  trop  étroite  et  trop 
large  (')  :  On  a  la  même  fonction,  lorsque  l'expression  ana- 
lytique est  la  même  (-). 

Aujourd'hui,  au  sens  de  Weierstrass,   une  expression   analy- 


cercles  c,,  et  tout  cercle  ayant  avec  un  cercle  C,  une  région  commune  a  une 
région  commune  avec  un  cercle  c,.  Donc  loul  élément  fj;\  de  l'ensemble  P,  est 
contigu  à  un  élément  de  l'ensemble  />,,  et,  en  général,  tout  élément  de  l'en- 
semble P,,^,  est  contigu  à  un  élément  de  l'ensemble  />,.  Par  suite,  les  élé- 
ments/?,. />.,  ...  suOisenl  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  en  un 
point  déterminé,  intérieur  à  l'un  des  cercles  C^,,  quand  on  y  arrive  par  tous  les 
chemins  possibles,  puisque  d'une  part  on  arrive  par  un  chemin  déterminé  à  un 
point  déterminé  intérieur  à  l'un  des  cercles  C^,  en  employant  un  nombre  y?/it 
d'éléments,  et  que,  de  l'autre,  la  connaissance  des  valeurs  de  la  fonction  aux 
centres  des  éléments  du  type  p,^  détermine  la  fonction  dans  tous  les  cercles  C^. 

Dès  lors,  on  pourra  procéder  comme  il  suit  pour  compter  le  nombre  des  valeurs 
de  la  fonction  et  fixer  un  ordre  à  suivre  pour  les  avoir  toutes.  Affectons  d'un 
numéro  d'ordre  chacun  des  éléments  /»,,  ce  qui  permet  de  les  ranger  dans  une 
première  colonne;  traitons  de  même  les  éléments  jP^,  et  rangeons-les  dans  une 
seconde  colonne;  opérons  ainsi  une  infinité  de  fois.  Pour  avoir  toutes  les  valeurs 
de  la  fonction,  il  suffit  d'associer  par  ordre  à  chaque  élément  de  la  première 
colonne  tous  les  éléments  contigus  de  la  seconde,  de  faire  suivre  ensuite  chaque 
élément  de  la  deuxième  colonne  des  éléments  contigus  de  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite.  Si  loin  que  l'on  poursuive  les  opérations,  on  a  toujours  affaire  à  des 
ensembles  dénombrables,  car  un  ensemble  dénombrablc  d'ensembles  dérionibrable's 
est  dénombrable. 

Puisque,  en  un  point  donné,  les  déterminations  d'une  fonction  analytique 
forment  au  plus  un  ensemble  dénombrable,  il  n'y  a  pas  de  fonction  analytique 
prenant  en  un  point  toutes  les  valeurs  incommensurables.  (Poinc.\ue,  liendiconti 
ciel  Circolo  dl  Palerino,  t.  II,  p.  1(17;  1888.     -  Moui.i.,  Leçons,  etc.,  p.  ')4.) 

(')   Trop  étroite  :  par  exemple  les  dévcloppeimnls  dij/'crcnts 

x''        I   a?"  ,  /         X  ''        \   x^^  \ 

24  \  •-.  2     4  j 

représentent  la  niénie  fonclion  v'i  +  -^''-  '•iiiv^nil  qiir  l'un  a  |  ,7' |  <  i,  |j;|>i. 

Trop  larf^e  :  voir  page  5  et  les  exemples  donnés  plus  loin  dans  ce  numéro. 

(^)  Par  expression  analytique,  nous  entendons  toute  expression  dont  on  peut 
ralciiler  la  valeur,  en  un  point  doiini",  par  des  opéi'ations  aiialyti<|nes  c  >nniie-  en 
nombie  Uni  ou  infini  (addition,  multiplication,  intégration,  etc.). 
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tique  unique,  pourvue  de  sens  dans  des  régions  séparées  à), 
(30,,  ,..,  représente  dans  ces  régions  la  même  fonction  quand  la 
fonction  analytique  (qui  est  délinic  dans  la  région  0)  par  l'expres- 
sion anal\li(pie),  prolongée  et  ain^née  à  la  région  (0,,  est  encore 
représenlaljle  par  l'expression  analytique  considérée. 

De  même,  deux  éléments  <${x\a),  ^S{x\l}  apparlicniHMii  à  la 
même  fonction  quand  une  chaîne  de  cercles  |iernict  d»-  |>a>scr  de 
l'un  à  l'autre. 

Wcierstrass  a  ainsi  établi  f|uc  «  le  concept  d'iint:  foncUoii 
monogène  d'un  ari^unicnl  complexe  et  le  concept  (j'iine  dépen- 
dance exprimable  par  une  suite  d'opérations  anllunétuiues  ne  se 
recouvrent  pas  entièrement.  De  là  il  suit  que  plusieurs  théo- 
rèmes importants  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions  ne  peuvent 
être  toujours  appliqués  aux  fonctions  de  variables  coni|)lexes, 
entendues  dans  le  sens  des  anciens  analystes  Euler,  l.a- 
grange,  etc.  »  ('  ). 

Pour  enlever  tout  doute,  Wcierstrass  a  fornif-  une  série  de  frac- 
tions rationnelles,  convergente  dans  un  domaine  formé  de  n  aires 
séparées  lO,,  ...,  cf)«  et  représentant  res|)ectivcmenl,  dans  cha- 
cune d'elles,  n  fonctions  analytiques  uniformes  données  arbi- 
trairement et  définies  chacune  dans  tout  le  plan,  sauf  en  des  points 
isolés  (-). 


(')  Weierstuass,  Œmres,  t.  Il,  p.  210  (Irad.  B.  D.,  1 88 1,  p.  166). 

{"■)  Œuvres,  l.  II,  p.  21.!.  La  i  onsidéralion  des  iiuéi^rales  de  Caucliy  a  permis 
à  M.  Appel!  d'obtenir  le  résullal  de  Wcierstrass  sous  une  forme  simple.  Soient 
a,  p,  V  les  affixes  des  centres  de  trois  cercles  se  coupant  deux  à  deux  de  telle 
façon  que  la  région  du  plan  extérieure  à  ces  cercles  se  compose  de  deux  parties 
séparées  CO,  et  (0„  la  première  limitée  par  trois  arcs  de  cercle,  la  seconde  indé- 
finie. Si  l'on  désigne  par /,  (a:), /,(.r)  des  fonctions  holomorpl.es  respectivement 
dans  CO,  et  CO,,  on  peut  former  une  série 

VI  r       o„  b„  c„       1 

ni 
absoinmcnv  et  uniformément  conMigeiitc   dans   (0,    et   tO,.   identique   à   /,(x) 
dans  tO,  et  à/,(a.-)  dans  (0,(Appf.ll,.1.   I/..1.I.  |..  .i'»:  V-    l-  l-  W"-  Hkhmitk. 
Cours,  etc.,  '\'  édit.,  p.  167). 

Dans  ces  séries,  les  dénominateurs  des  éléments  des  fractions  rationnelles  sont 
élevés  à  des  puissances  grandissant  indéfiniment;  M.  l'ainlevé  a  formé  des  séries 
de  fractions  rationnelles  «'ay«/»^  que  ries  pù/cs  simptcs.  (jui  n  i.io-.nl.nt  des 
fonctions  distinctes  dans  des  régions  séparées. 

loir  i.u-i  :  lli  HMiii  .  J.  de  (reUe.  t.  01.  -  Li  li'  n.  /•'.  />■,  iSS'i. 
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Pour  avoir  sous  forme  d  intégrale  l'expression  analytique 
de  fonctions  du  même  type,  il  suffit  de  jirendre  des  fonc- 
tions /,(:r),  ...,/„(x)  holomorphes  respectivement  au  moins 
dans  les  domaines  tO,,  . .  .,  tO,,,  et  de  poser 

f\iz)  i      r  fniz) 


dz. 

X 


La  fonction  f{x)  coïncide  respectivement  avec  les  fonc- 
tions yi(jc),  ... ,  f„(^x)  à  l'intérieur  des  contours  fermés  C,,  ...,  C/,, 
et  est  nulle  à  leur  extérieur.  (Ces  contours  sont  aussi  voisins  que 
l'on  veut  des  frontières  des  domaines  cô,,  ...,  cô,<.) 

Cette  somme  d'intégrales  se  transforme  aisément,  comme  nous 
le  verrons,  en  une  série  de  fractions  rationnelles  (n"  189). 

On  obtient  directement  sous  forme  de  série  un  exemple  ana- 
logue à  celui  de  Weierstrass  en  posant,  avec  M.  Tannerj  ('), 

s{x)  =  ■ •  - 

I X 


On  en  déduit 
et,  pour  I  X  I  <;  I , 


i  —  X- 

00 

^  X-  - 

n  =  l 


s,i{x)  = 


I  —  X- 


l'n{x)  = 


A  l'intérieur  de  tout  cercle  décrit  de  l'origine  avec  un  rayon  R 

inférieur  à  l'unité,  |/*«|  n'atteint  pas j^^;  par  suite,  la  série  5(:r) 

converge  uniformément  dans  le  cercle  de  rayon  i  décrit  de  l'ori- 
gine et,  dès  lors,  dans  ce  cercle  est  développable  en  une  série 
entière  ^i'(x)  (p.  219). 

De  même  à  l'extérieur  de  ce  cercle  la  série  s[x)  peut  être  rem- 
placée par  une  série  du  type  ^-^^(  -  )• 


(')//.  D.,  1881,  p.  iSi.  —  Le  fiiil  mis  en  ('vidciire  piir  ces  exeinples  fst  aussi 
une  conséquence  immédiate  de  Vexistence  des  fonctions  iiiKiljli(nus  nnilti formes 
comme  l'a  montre  .M.  liorcl  {Leçons,  etc.,  p.  08). 
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Sur  le  cercle  de  rayon   i,  la  série  s{x)  n'existe  pas.  Aussi   les 

séries  ^£{j^),  ^r(-)>    bien  que   représentées  toutes  deux   par  ia 

mt'me  expression  analytique  s(x),  ne  se  continuent  j)as  Tune 
l'autre  :  elles  déHnisseiil  deux  fonetions  distincles.  On  voit  du 
reste  iinmédiaternenL  fjiic  cliacimc  do  ces  fonctions  est  une  con- 
stante, car  la  série  s(^x)  a  pour  valeur  i  ou  o,  suiv;uil  (|iie  l'on  est 
à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon  i . 

188.  A  quelles  conditions  une  fonction  est-elle  continuable 
au  delà  d'une  coupure? 

Les  conditions  nécessaires  prennent  un  grand  nombre  de 
formes;  car  une  coupure  est  essentielle  dès  que,  dans  son  voisi- 
nage, la  fonction  ne  présente  pas  l'un  des  caractères  des  fonctions 
holomorphes,  par  exemple  quand  elle  y  a  une  infinité  de  zéros,  de 
pôles  ou  de  points  essentiels  formant  une  suite  linéaire. 

M.  Painlevé  a  recherché  les  conditions  nécessaires  et  su^isantes 
auxquelles  5^^  prolongent  Tune  l'autre  deux  fonctions  /{x),  /,  (x) 
respectivement  holomorphes  dans  deux  domaines  Cô  et  CDj  exté- 
rieurs l'un  à  l'autre  et  dont  les  frontières  coïncident  en  partie{*  ). 

Jl  faut  et  il  suffit  que  ces  fonctions  soient  bien  déterminées 
(au  sens  de  la  note,  p.  27g)  et  aient  même  valeur  sur  une 
partie  AB  de  cette  frontière  commune  CD,  sauf  peut-être  en 
des  points  de  AB  formant  un  ensemble  ponctuel  (^). 

Ces  conditions  sont  évidemment  nécessaires. 

Elles  sont  suffisantes.  En  eflcl,  la  fonction  f{x),   bien  déler- 


(')  A.  T.,  1888,  B,  p.  •>.-.  Par  ce  llu-orèniP.  M.  Piiinlevi-  in(li(]iio  lUinc  les  con- 
ciliions nécessaires  et  suffisanles  pour  qiitine  coupure  soit  arlilicielle. 

Ces  conditions  se  simplificnl  (juand  la  coupure  est  une  ligne  analytique, 
comme  nous  le  dirons  en  traitant  du  prolongement  par  symétrie  (  n»  23G). 

Le  principe  de  la  méthode  suivie  par  .M.  Painlevé  se  trouve  dans  le  Mémoire 
de  lliemann  [Sur  les  sur/aces  ininiina  (Œuvres,  trad.,  p.  323)]  et  dans  un 
Mémoire  où  M.  Scliwarz  traite  du  prolonfjement  par  symétrie  (J.  de  Cretle, 
t.  70,  p.  107). 

(-)  Pour  abréger  la  démonstration,  nous  exclurun-i  le  .a-  où  il  existerait  ••iir 
Parc  AB  de  pareils  points  exceptionnels. 


ji8 
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minée  le  long  de  l'arc  AB,  est  conlinue  sur  cet  arc  et,  par  suite, 
inlégrable;  de  plus,  son  intégrale  le  long  de  tout  contour 
fermé  ABNA  {^Jig.  35)  dont  l'arc  AB  fait  partie  est  nulle.  La  for- 


FiK.  35. 


mule  de  Cauchy  est  donc  applicable.  Suivant  que  Ion  considère  un 
point  X  intérieur  ou  un  point  x^  extérieur  au  contour  ABNA,  on  a 

/(.)=j-.f  i^j.,    o=-L_r   /(£irf,. 

De  même,  quel  que  soit  le  contour  ANiBA  intérieur  au  domaine  Œ)^ 
et  dont  l'arc  AB  fait  partie,  il  vient 

X  étant  à  l'intérieur  de  AN,  BA,  et  Xf  à  l'extérieur. 
Dès  lors  la  fonction 

F(.)  =  -L.   f      /lilrf.-.-!.    f         -Mllct. 
'^'^^^Vna--^  ^^^^anmia---*^ 

coïncide  respectivement,  dans  les  contours  ABNA  et  AN,  B  A,  avec 
les  fonctions  f{x)  et  y,  (.r).  Cette  fonction  ))eut  être  représentée 
par  une  intégrale  unique  prise  le  long  du  contour  AN,BNA;  car, 
d'après  les  hypothèses,  les  intégrales  le  long  de  AB  et  de  BA  ont 
même  valeur,  l'ar  suite,  quel  que  soit  le  contour  simple  AN, BNA, 
on  a 

c'esl-à-diif    (jnc     hi     (oncliou     1"  (.r)    <'sl     holoiiiorplif    (iiiiis     h: 
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contour  AN,  BN  A,  Cl  par  suite  dans  lo  ilomaino  ((0,tO,)  :/t(j^) 
est  le  proloiigcmenl  de /(a-)  ('). 

189.  Weierslrass  regardait  le  prolongement  par  séries  en- 
chaînées surtout  comme  un  excellent  mode  de  définition  de  la 
fonction  analyti(|ue,  procédé  d'autant  meilleur  rju'un  ensemble 
dénombrable  d'opérations  régulièrement  classées  |)ermet  d'at- 
teindre la  fonction  ilans  tout  son  domaine  d'existence. 

Ce  procédé  est-il  aussi  avantageux  pour  V élude  cffecti\,'e  de 
cette  fonction  ?  en  d'autres  termes,  permet-il  de  la  calculer  en  un 
point  quelconque  et  d'en  découvrir  les  propriétés?  conduit-il  à  des 
représentations  qui  donnent  l'expression  de  certaines  branches  de 
la  fonction  dans  tout  leur  domaine  d'existence,  mettent  en  évi- 
dence les  j)oints  singuliers  dont  le  rôle  est  si  capilal  même  indé- 
pendamment du  prolongement,  soient  uniques  pour  une  fonction 
donnée,  et  enfin  soient  d'un  maniement  commode  s|)écialement 
au  point  de  vue  de  la  dérivation  et  de  Pintégration  ? 

La  réponse  n'est  pas  douteuse.  La  recherche  effective  de  la 
fonction  par  cette  chaîne  de  séries,  recherche  nécessaire  aussi 
bien  pour  en  calculer  les  valeurs  en  un  point  que  pour  en  avoir 
les  points  singuliers  (dans  le  prolongement  ainsi  envisagé,  ces 
problèmes  sont  inséparables),  est  d'une  extrême  complication,  La 
continuation  de  chaque  série  'J-'ô  requiert  la  connaissance  de  son 
ravon  de  convergence  :  cette  recherche  se  ramène  à  un  problème 
déterminé  (p.  i3G),  puisque  la  série  contlguë  U'^  fournil  les  va- 
leurs en  b  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées;  mais  l'opération 
qu'elle  nécessite  est  impraticable  dans  le  cas  général  :  et  pourtant 
il  faudrait  la  répéter  une  Infinité  dénombrable  de  fols. 

Ainsi,  on  est  conduit  à  examiner  si  d'autres  méthodes  de  pro- 
longement, tout  en  laissant  intacte  la  définition  théorique  des 
fonctions  analytiques,  ne  donneraient  pas  une  meilleure  définition 
pratique.  En  particulier,  ne  peut-on  trouver  des  représentations 
telles  que  le  domaine  d'existence  d'une  branche   uniforme  de 


(')  D'après  cela,  une  fonction  uniforme  el  continue  dans  un  domaine  (0  est 
lioloniorplic  dans  CO  ou  y  prcsenlc  des  espaces  lacunaires;  car,  si  elle  csl  liolo- 
morplie  en  chaque  point  de  (0,  sauf  peut-être  sur  certaines  lignes,  elle  e*t. nu^vi 
hulonioiphe  en  rliaijue  point  de  res  lignes. 
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fonclion  analytique  coïncide  avec  le  domaine  de  convergence 
des  éléments  introduits  pour  la  représenter;  ou  du  moins  telles 
qu'une  série  unique  donne  explicitement  cette  branche  de  fonc- 
tion en  tout  point  de  son  domaine  d'existence? 

En  réponse  à  la  première  question,  on  a  obtenu  diverses  mé- 
thodes de  prolongement  analytique  :  prolongement  au  moyen  des 
algorithmes  introduits  par  M.  Borel  pour  représenter  les  fonc- 
tions définies  par  des  séries  entières  dans  tout  le  polygone  de 
sommabilité  (p.  i65);  prolongement  par  .ç)'m<?7/7'e  (n"  236),  j)ar 
la  méthode  de  M.  Lindeluf  ou  de  la  représentation  conforme 
(n°23o),  ou  encore  à  l'aide  des  intégrales  définies  considérées 
par  M.  Le  Roy  (<). 

La  seconde  question  fut  d'abord  résolue  pour  des  types  parti- 
culiers de  fonctions.  C'est  ainsi  que  M.  Mittag-Leffler,  au  moyen 
de  séries  qui,  si  elles  ne  sont  pas  très  maniables,  convergent  du 
moins  dans  tout  le  domaine  d'existence  de  la  fonction  qu'elles 
définissent  et  mettent  en  évidence  d'une  façon  simple  ses  singu- 
larités, apprit  à  représenter  (d'une  infinité  de  manières)  les  /"onc- 
tions uniformes  dont  les  singularités  forment  un  ensemble 
isolé  (n°  295),  ou  plus  généralement  énumérable  (-). 

MM.  Runge,  Painlevé  et  Hilbert  en  donnèrent  les  premiers 
une  solution  générale,  grâce  à  l'introduction,  non  plus  de  séries 
de  puissances  ascendantes  de  la  variable,  dont  le  domaine  de 
convergence  est  forcément  limité  par  des  cercles,  mais  de  séries 
de  fractions  rationnelles  ou  de  séries  de  polynômes  de  degrés 
croissants. 

Voici  comment  procède  M.  Runge  : 

Désignons  par  f{x)  une  fonction  holomorphc  dans  \\n  do- 
maine CO  borné  d'un  seul  tenant,  et  par  C  un  contour  fermé 
intérieur  à  ce  domaine  et  aussi  rapproclié  que  l'on  veut  de  sa 
frontière.  La  formule  de  Caucliy  donne,  pour  l'expression  analy- 
tique de  cette  fonclion  à  l'intérieur  de  G, 

(I)  /•(ar)  =  -L.   f/l^dz, 


(')  Lk  Hoy,  Sur  les  séries  divergentes  {A.  T.,  1900,  p.  SaG,  828,  clc). 
(})  A.  M.,  l.   IV.  —   Cf.  aussi  Picard,   C.  R.,  1882,  1"  sciiiosirc,  p.  i.'(o5.  — 
GounsAT.  C.  IL,  i8K;5,  I"  semestre,  p.  ôefi.  —  GuiciiAiU),  ,1.  h'.  A.,   i883.  p.  3i8. 


i.i;  l'iiDi.oNt.icMicM    w  \i.vTrui  i;  d'aimiks  w  i:ii:ii>Tn ass.  Svi 

ol,  pni' siillr,  d'iiiiir-  l;i  ili'li  ii  i  lion  de  l'i  iil«'i;r:ilf  «riiijc  ((tnciioii   •!<• 
v;in;ilil<'  (Dmitlcxc, 

V—  I 

-I//1  ~L'//?  •••!  -//«(^//+i//=  ■^i«)  sont  les  aflixes  de  points  arl)i- 
Iraires  conséculifs  pris  sur  la  courbe  C,  el  tels  (|ue  les  dis- 
lances j  ~v+i// —  ^v//|  tendent  vers  zéro  cpiand  //  croîl  irjdi'lininniil . 
(Lorsrpie  /i  i^i'aiidit,  au\  |)oints  de  division  d«'jà  jtris  sur  la  courlje 
on  ajoulo  de  nouveaux  poinls.) 
l\)sons 


■>.-  I    Jmé  Z.,i,—  X 


ce  qui  |icniiel  tl  écrire 

/i.r)  =   liin  Si,{t)  =  .v,  (t)  -l-  2^  [s„-^,(.r  i—  s„{x^]. 


^d 


La  fonction  f{x)  se  trouve  exprimée  |)ar  une  sérir  dont 
les  termes  sont  des  fractions  rationnelles  :  c'est  le  résultat 
cherché  (  '  ). 

Après  M.  Ilunge,  MM.  Painievé  et  Ililbert  parvinrent  par  des 
voies  didcrentcs  à  ce  théorème  : 

Toute  fonction  f{x)  holomorplie  dans  un  domaine  6^  bornr, 
simplement  connexe,  à  contour  simple  C  et  ne  recouvrant 
jamais  plusieurs  fois  le  plan ,  est  développahle  dans  (0  en 
une  série  de  polynômes  qui  converge  absolument  et  unifor- 
mément dans  tout  domaine  intérieur  à  tP. 


(')  A.  M.,  l.  VI,  i885.  .M.  Ruiigc  luoiilrc  iiiènic  (|uc  celle  série  euiivergc  uni- 
formément dans  C.  Ainsi  se  trouvent  gcnéialisés  les  dévcloppeinenls  de  fonc- 
tions lioloiMorplies  à  l'inlériciir  de  contours  formés  d'arcs  de  cercles  (p.  3i.>), 
quaxait  indiqués  .M.  Appell  {A.  M.,  t.  I.  p.  i^b). 

Les  fractions  rationnelles,  et  dès  lors  les  éléments  de  la  série  f{x)  peuvent 
être  exprimes  par  des  séries  de  polynômes  (.M.  Hunj;»'  l'i-laldil;  voir  aussi  dans 
les  noies  suivantes  les  INIémnires  île  MM.  I*ainlc\é  et  Ililberl)  :  f{x)  csl  dom- 
développaldc  en  une  série  de  pol\ nomes  uniformément  con\ci-genie. 

On  peut  ciimparcr  ces  llK-nrémc^  a\C'  crux  t|ui  sont  rcLitifv  au  domaine 
réel  (p.  .'ici  ). 

F.  ..  1 
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Pour  l'clabllr,  considérons  avec  M.  Paiulcvé  le  cas  simple  (*) 
où  le  domaine  cù  est  convexe  et  a  une  frontière  C  telle  que  l'on 
puisse  en  chacun  de  ses  points  M  tracer  un  cercle  Y  langent  à  C 
au  point  M  et  contenant  cô  à  son  intérieur. 

Désignons  par  z  l'affixe  de  M,  par  a  celui  du  centre  du  cercle  V 
(([uand  c  décrite,  on  fera  varier  a  d'une  manière  continue,  sauf 
aux  points  anguleux  de  C),  par  .r  un  point  ([uolconque  intérieur 
à  lO.  Sur  C  on  peut  écrire 

I  I  X  —  a  (.r  —  a)" 


z  —  x         z  —  a         (c  — rt.)2        ■  (^  _«)«-+-! 

et  remarquer  que  la  série  obtenue  au  second  membre,  envisagée 
comme  fonction  de  z^  converge  uniformément  sur  G.  Dès  lors, 
si  l'on  remplace  dans  la  formule  de  Cauchy  (i)  [elle  est  valable 
si  f{^x)  est  holomorplie  dans  Cô  et  sur  C]  la  fraction  (v  —  xY^ 
par  le  développement  ci-dessus,  on  peut  intervertir  les  svmboles 
d'intégration  et  de  sommation,  ce  qui  donne 

J^""^ -^rn2à  1  (^-a)"+i   '^-'- Z^ "^^>' 


Pu{x)  désignant  un  polvnome  en  x  de  degré  n. 

Pour  obtenir  ce  même  résultat,  M.  Ililbert,  après  avoir  déve- 
loppé comme  dans  la  méthode  de  M.   Kunge  la  fonction  f{x) 


C)  A.  T.,  iSS8,  lî,  p.  84  (p.  83,  il  ('liildit  un  lésultal  plus  i;t'iiériil ).  Kii  cliacun 
des  points  de  C  on  peut  tracer  un  (  erclc  langent  à  Cl  et  lonteniinl  (Q  à  sou 
intérieur,  si  la  courbe  C  n'a  en  ciiaquc  point  qu'««  contact  simple  avec  sa  tan- 
gente (p.  85).  Plus  tard,  M.  Painlevé  a  étendu  ce  théorème  aux  contours  quel- 
conques {C.  It.,  1898,  I"  semestre,  p.  non  et  3i8).  Voir  aussi  une  troisième  Note 
(p.  385)  où  M.  I*ainlc\é  donne  le  iim\en  do  représenter  |iar  une  série  de  poI\- 
nonies,  absolument  et  uniformément  convergente,  dérivaiilc  terme  à  terme  indé- 
linimenl,  une  fonction  analyli(|uo  de  variable  réelle,  holomorplie  on  chaque 
point  d'un  intervalle  n'cl.  pourvu  que  l'on  connaisse  les  valeuis  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées  en  un  point  de  l'intervalle,  ainsi  (jue,  en  cluuiue  point,  une 
limite  du  ra\nn  ilu  cercle  dans  le(|uel  la  fonclicm  reste  linliinioi  phc  et  du  in(vlule 
de  la  fonclinij  dans  chacun  de  ces  cercles. 

|)e  Cl-  lli('(ir(iiic,  rclalif  aii\  rnnrlniii^  anal  \  t  iciiic-  i<'clies,  il  en  a  iléduit  peu 
après  une  (icniou^Ualicin  simple  du  llié.irèiiie  de  M.  M  ittag-l.cfllcr,  relatif  aux 
fonctions  analyli(|ues  ((iin|deNes,  énurici-  jdiis  loin  {C  /t..  iSijq,  1"  scmestic, 
p.   r!77;  a'  senies|i-e.  p.  ■>- ). 


i.i:  i'H()i.<t\(;r:Mi:\T  awi.vtioi >•  h'm'Ui's  wcirnsTiiA'^s.  '{>'{ 

en     une     st'-rie     de     liac-lionN    i  niionm'llcs .     driiMMilir*    r<"s     i|cii\ 
leinnies  {  *  )   '■ 

i"  /m  loi  énonci'e  esl  valahlc  fiiidiul  hi  front u-rc  C  est  tinr 
LEMMscATK,  c'est-ù-dî/c  if/fc  ('Ourl)C  telle  ifiic  le  praduil  drs 
distances  de.  Fun  tiueleon</ue  de  ses  fioinls  à  n  finints  fixes 
soi/  co/ista/it. 

•>."  .t  tout  domaine  a>,  intérieiii-  à  k\^,  dont  la  fi<ail ière  (li^ 
elle  anssi,  n'a  pas  de  point  doiil/le  et  ne  rencontre  pas  (!,  cor- 
respond une  lemniscate  L,  ne  coupant  ni  (^  ni  d  et  ayant  à 

son  intérieur  le  domaine  (O,. 

Ces  lemmes  admis,  appelons  cO|,  ...,  (0,,,  ...  des  domaines, 
tous  intérieurs  à  (0,  tels  que  eliacun  renferme  à  son  intérieur  le 
domaine  précédent  et  qu'à'  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  /? ,  tout  point  intérieur  à  rf>  soit  intérieur  à  cD„, 
^0„^i,  ...  :  leurs  frontières  (],,  ...,  C„,  ...  sont  supj)osées 
sans  point  douMc  et  sans  point  eonimun  entre  elles. 

Le  second  lemme  j)ermet  de  tracer  entre  C  et  C(,  C  et  Cj,  ... 
des  lemniscates  L,,  J^o,  ...  du  tvpe  ci-dessus.  V  l'intérieur  de  ces 
lemniscates,  et  par  suite  dans  les  domaines  cO),  ...,  (0„,  ....  on 
j)eiit  approcher  autant  cpidn  veut  de  la  (onction  y(.r)  au  moven 
de  polynômes  convenables  I*,  (./•),  ...,  l'„(./),  ....  Par  cxcinpl»*, 
dans  ces  domaines,  on  aura  respectivement 

\f(.r)  —  \\(x)\<\, 
\J\t)    -  r.Cr)'  <  -. 


|/(.r)-l',(.r)| 


cl  par  suite,  à  la  limite,  (lat)s  le  domainr  â>, 


(')  (Jotliiii^er  .\acliricltttii.  iS<)7.  |i.  'il. 


ii  i  i.i\  m:  I.  —  (Il  M'iTiiic  \ . 

ou  encore 

f[.r)  =  l\(T)  +  [P,(^)_  P,(a-)]  ^.  ..-  I  r„+,(.r)-l\,(.r)] 
C  esl  la  série  (IcmiiiKlée. 


La  r<'|)ré.sciilal ion  d  une  lonclion  |)ar  la  série  de  M.  luinj^e 
eoninie  |)ar  1  inléijrale  He  Caiiclij  cxii;e,  pour  èlre  valable  à  l'in- 
térieur d'un  eonlour  C  intérieur  à  tô,  la  connaissance  des  valeurs 
de  la  fonclion  en  une  infinilé  dénombrable  de  points  qui  doivent 
former  un  cnscmhie  partout  dense  sur  C.  Comment  opérer  dans 
le  cas  si  usu('i  où  la  lonclion  anaKiiqiie  esl  donnée  |iar  sa  vcileur 
en  lin  point  inlcrieur  à  cO  el  les  valeurs  de  ses  dérn'ées  en  ce 
point,  en  d'antres  termes  par  un  ensemble  dénonibrable  C  de 
constantes 

satisfaisant  aux  conditions  voulues  pour  (pie  le  rayon  de  convcr- 
j^ence  de  la  série  de  Mac  Laurin  correspondante, 


(■>.)  a''(:r)  =  y  (i^(v'(o) 


x^ 


ne  soit  ni  nul,  ni  infini  (p.  13"^)? 

La  connaissance  de  cet  ensemble  C  suffit  à  M.  Miltag-Lefner 
pour  représenter  dans  tout  son  domaine  d'existence,  par  une  série 
de  polynômes,  une  branche  de  la  fonction  analytique  définie  par 
la  série  (2)  :  ce  résultai  peut  encore  èlre  établi  en  parlant  de  l'in- 
tégrale de  Caucliv  (i). 

JJélinissons  d'abord  la  brandie  que  représentera  le  dévelop- 
pement, et  pour  cela  rendons  uniforme  par  des  coupures  arti- 
ficielles la  fonction  analylicpie,  en  général  multiforme,  dont  la 
série  (a)  est  rélément  initial.  Pour  déterminer  ces  coupures,  on 
cireclue  le  prolongement  de  '■^{•v)  le  long  d'un  rayon  issu  de 
l'origine,  c'est-à-dire  au  niciyen  de  cercles  ayant  tous  leurs 
centres  sur  ce  rayon.  S'il  se  rencontre  sur  ce  rayon  \\n  point  ai 
iaisant  obstacde  au  |)rolongement,  on  fait  une  coii|)ure  rccliligne 
le  long  du  I  iivoii  cuire  ce  point  ai  cl  riiiliiii .  (  )n  op("re  de  la  même 
iiiaiiinr  Mir  Ions  les  vecteurs  issus  de  rorigmc. 

(les   coupures   une   (ois   faites,    renscmble   des   points   du    plan 


m:  I'I\oi,o\(;i:.mi;nt   \N\i.\Tinir.  n  .M>iti;s  WKiKtisTn.v.ss.  r^» 

qui  ne  sonl  siliics  sur  aucune  dV-lles  conslilue  nu  donKiine  d'un 
seul  leniinl  à  connfMon  siuij>le  :  s;i  forme  lut  ;i  f.ul  (Ioiuht  le  nom 
d'étoile  {*). 

De  même  (ju'à  loule  série  enlière  (v*)  ou  à  Inni  cnxnilde  C  se 
trouve  associé  un  cercle  de  co/n'efg^ence,  de  mrmi'  le  |»ro((Mlé 
indiqué  fait  coiTCspondre  à  loule  série  ('>.)  on  ii  Imil  cnsfiid)!»'  C 
une  étoile  déleiiuinée  [ce  sera  Xétoile  (ipjKtrleiKiiit  à  l'élé- 
ment U'(.r)]  et  une  brandie  de  louclion  analvlifjue  nnilnrme  dans 
l'éloile,  dile  branche  apparlenctnt  éi  l'élénicni  'AN./i. 

C'est  cetle  hranclie  de  lonclion  doiil  le  lln'oirme  de  M.  Milla;;- 
Lefllei'  donne  l\'\[)ression  dans  loule  Tiiode.  Va\  \oici  1  t'-noncé  (  -): 

Lue  série  2.  ''«(•^)  (ifdiH  pour  éiénienls  des  polynômes 

Cm) 


série  qui  converi^e  dtins  toute  l'étoile,  converge  uni fiuinénicnl 
dans  tout  domaine  borné  intérieur  éi  l'étoile  et  ne  comer^^e 
uniforniénwnt  dans  aucun  domaine  continu  renfermant  un 
som/net  de  l'étoile,  représente  dans  toute  l  étoile  la  branche 
fonctionnelle  appartenant  Cl  V élément  'A'(j")  (')• 


(  '  )  Si  la  foiiclioii  a  ries  lignrs  singiilirrcs,  les  |ii>iiils  cxcliis  dr  rcloilf  fiiiiiiciil 
(les  (joiuaincs  tfairc  diUV- renie  <lc  zéro. 

(-)  Dans  l'éloile  (|iie  Ton  vienl  de  d('(iiiir,  la  série  divergente  pro\enant  <i"une 
série  enlière  |)rolongeal)k'  esl  uni/orme  {\k  iS.î).  Son  domaine  de  soninialiilité 
esl  la  légion,  fermée  ou  oiiverle  (  renfermaiil  l'origine),  qui  esl  limilé-e  |)ar  les 
pei-pendiciilaii'es  aux  ravons  oa-:  on  ra|i|)clle  potygunc  de  soniniafjitité  (les 
côtés  eux-mêmes  du  polygone  peuv<'iil  nu  non  en  l'aire  pailie).  C/.  BoiiEI., 
Séries  (li\eige/Ues,  p.  i-2.t.  Ainsi  la  tlitoric  dis  séries  sommaldes  île  M.  Borel. 
au  moins  sons  la  l'orme  exposée,  ne  fonruil  le  |iroloiigemeiil  de  la  l'onetioii  (|iie 
clans  une  partie  de  l'eloite  di'linie  par  M.  Mitla;;-i,e|ller ;  par  i nnlre.  d.ins  eelle 
région,  elle  donne  une  solulion  plus  préri-e  (|ue  celle  de  M.  Miti.i^-Lefller 
(BoiiEL,  Séries  divergentes,  p.  iG8). 

(^)  Dans  ces  polynômes  P„,  les  eonslanles  données  (F'*'(")  1"'  délînissenl 
rélémenl  inilial  enlrciil  linéairemeiil.  (Juanl  aux  eoeflieients  r,,,.  ils  sonl  indé- 
penflanls  de  ees  e()nslanles  ;  leui-s  \aleurs  niinn-riques  peiivenl  élre  ealculées  en 
fonction  de  //  et  de  v  (cl  choisies  d'une  inlinilé  de  fa«;ons  dllférenles)  dés  i|u'on 
connail  l'i-loile.  \oir  Mittau-Lkki'I.EU,  C.  H-,  lî^'jy,  i"  si'nieslre.  p.  i2ia;  A.  M., 
I.  WllI.  p.  '|3.  et  l.  WIV.  p.    iS;'). 

\prc'<<|uc  M.  Miltag  LellUr  eut  énoncé  et  dcnionlrc  son  lliéorcnic,  MM.  l'ainlevé 
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i.iNHi;  I.  —  (iiM'iriii;  \ 


En  (le hors  ùc.  Tcloilc,  celle  scnc  pciil  ii\(»if  un  sens,  ?>iiii>  loii- 
lelois  représenler  un  prolon^cnionl  de  lu  hranclie  de  foiiclion 
qu'elle  définil.  De  nouvelles  recherelies  ont  fourni  ;i  iNI.  Miltiii;- 
J.efller  d'anlres  séries  (|ui  représentent  une  hrancliede  la  lonclion 
dans  tout  son  domaine  d'existence  et  cessent  de  conveiyer  en 
deliors  de  ce  domaine  (contmc  les  séiies  de  Tavloi')  ('). 

11)0.  J>a  (|iiesli()u  (lu  prolon^enienl  (indlyt itj ne  ^V \\u  «'iéiucnl 
de  Tavlor  ne  se  pose  pas  en  didiors  du  domaine  d'existence  de  la 
fonction  définie  par  cet  éh'inent  :  si  l'on  veut  franchir  une  cou- 
pure fermée,  à  la  notion  de  prolongement  analvticpie  il  faut 
sultstiluer  une  déliiiiliou  plus  large  du  prolongement .  A  (|U('I 
point  (le  vue  se  placer  pour  obtenir  wna  généralisation  (pu  ne  soit 
contradictoire  ni  a\ec  elIe-niéuK!,  ni  avec  la  notion  de  |)i'oloii- 
gcment  au  sens  de  W  eierst  rass  ?  Des  |)i()|)ii('tés  de  ce  prolouge- 
jnenl,  lesquelles  peut -ou  sau\  egarder;  couiineut  rcslieindre  le 
problème  pour  en  diminuer  l'indétermination  (-). 


(  C-  K.,  i^<)f).  1"  senieslrc,  p.  1277,  et  2"  scincslrc.  p.  ()■>.),  lîmol  (.1.  IJ.  ]\'..  iSçiç), 
Séries  c/i\'erqentes.  Ctiap.  \  ;  C  Jt..  if)i)ii,  i"  ^cnnslrr.  |i.  idoi,  cl  •.>•  scmcsirc, 
p.  8.io)  cl  Li^au  {Bull.  Soc.  Ahdli.,  l'Sjjij,  |i.  kj'i)  v  piirviiiiciiL  piir  «les  voies  plus 
simples. 

Nous  r<''tal)lir()ns  ati  Cliii|)ilrc  VIII.  en  revenant  snr  les  niétlidiles  de  repit'^en- 
lation  fies  fonctions  analvliipies,  donl  nous  (luiinmis  pliilùl  ici  iiii  apeien  j;('-nt''ral. 

(')  A.  M.,  t.  XMV  (troisième  .Noie). 

L'un  dos  avantages  l'ondanienlanx  de  la  (ii'linil  inn  de  Weiersliass  \ieiil  de  ec 
que  denx  fonctions  anal_\  ti([nes  ne  peinent  coïncider  le  lon^  d"inie  lifine  sans 
èlrr  identiijues  dans  tout  leur  domaine  d'existence.  La  première  repri-sentalion, 
donnée  par  M.  Millaj;-Leffler  (p.  Sao),  coiiser\e  en  pailie  cet  a\antaj;e  piiis(|iie. 
parmi  les  éléments  (iiii  entrent  dans  la  si-rie.  ceux  (|iii  juneiit  nn  rôle  essenliel 
di'pendeiit  iMii(|iiemenl  des  sinj;iilai-ités.  An  conlraire  de  la  i;('ii<'i'alili''  niéme  des 
modes  (le  repi'ésentalion  indi(|nés  jjonr  le  |irnldcme  gt'in'ral  cl  île  la  niiilt  iplicili- 
des  sohilions  résulte  ce  grave  inconv  ('iiicnl  :  ces  séries  |)ciimiiI  rcpri-sentcr  /.l'io 
sans  être  identi(|nemeiil  nnlles. 

(-')  Kelalivcmciit  à  la  position  même  de  la  (|iicslion.  M.  l'oimaré  olije<-te 
qu'une  fonction  à  es|)ace  laciMiaire  a  dans  cet  cs|ia('e  une  iidinih-  ilc  prolonge- 
ments nalin-ets  |)ossiljles.  et  dès  lors  (|ii"aii(iin  d'eux  ne  nn'ritc  ( c  nom  (.1///C- 
ricdii  J.,   iH().),  p.   .Ml),  \dici   l'énoncé'  du  tln'orcmi'  ijii'il  a  ctalili   : 

«  Soient  deux  fonctions  o  et  ty  admettant  une  lij;nc  sini;iHière  essenliollo 
fermée  C  et  définies  l'une  à  l'inléricur,  l'aiilrc  à  l'ixti  rieur  de  cette  ligne.  On 
(•eut  trouver  deux  fondions  /"  et  i,'  admettant  ri'spect  ivement  pour  lignes  sin- 
fîulières  deux  portions  dillérenlis  de  ( '.  (formant  .1  elles  denx  le  lonloui  ( '.  tout 
enli<'r)  I N.iiil,   p.ir  <uilc.  être    prcduu^iiN    .iii.il  \  I  ii|Meuienl    il. m-   loiil    le  pi. m  cl 
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AFeiilioniiniis  ([iichnics  essais  (  '  ). 

Al.  l'al)i\  liiil  iiilt'ivfinr  do  ((tiisidér. liions  de  cDiiliiiiittc.  Soil 
une  fonclioii  ayant  une  lii^nc  siii^iilit'ic  aiial\hf(ue  L  :  il  (lt'-(inil 
la  valenr  de  la  ronclion  (Ou  de  l'une  de  ses  dérivées  )  en  un  \)Q\ui  a 
de  L  eoiniue  élaiil  la  liiiiih',  si  elle  exislc,  vers  I,m|imII(;  Icnd  la 
fonction  (ou  l'une  tic  ses  dérivées)  quand  ou  se  rappu^clie  de  d 
par  \\\\  cliemiu  arbitraire  non  lanj,^enl  à  L.  Les  |)oinls  de  L  se 
trouvent  ainsi  paila^és  en  j)oints  singuliers  ordindircs  (ce  sont 
ceux  où  la  (oiielion  el  ses  dérivées  oui  il<'s  valeurs  linies  cl  d<'ler- 
n»inées)  el  en  points  singuliers  absolus. 

()uand  deux  lonclions,  ajanl  en  coniinun  une  liyiie  sinj^ulièreL 
el  définies,  l'une  d'un  colé  de  celle  ligne,  l'autre  du  eùlé  opposé, 
prennenl  ainsi  (pie  leurs  dt'rivécs  les  mêmes  valeurs  (valeurs  finies 
el  délerminées,  au  sens  ci-dessus)  sur  L,  sauf  peul-èlre  en  des 
points  de  L  formant  un  ensemble  dénombrable  /,  elles  eonsliluent 
une  fonction  miitpie;  cette  fonction  reste  continue  ainsi  cpie  ses 
dérivées  sur  tout  cliemin  qui  n'est  pas  tangent  à  L  et  ne  passe 
par  aucun  point  de  /.  Dans  ces  conditions,  une  des  fonctions  est 
regardée  comme  le  prolongement  de  l'autre. 

telles  que  la  lomlioii /-h  g',  siiif;ulicre  sur  C,  suil  iilinlique  a\ec  s  à  l'iiili-rieur 
de  C,  el  avec  ^  à  l'exléiieur  de  C.  Dés  lors,  si  l'on  rcfiaidail /-+-  if  comnu-  dili- 
nissaat  dans  tout  le  plan  une  loiidion  uiiiiiue,  ks  lonclions  arbitraires  s  el  y 
se  prolonj^eraienl  I'uik:  l'autre.  » 

Mais  .M.  Hortl  ri'[)oii(i  aux  raisons  douiR-es  m  rf'niar(|uaiit  ipir,  si  une  I'oik  lion 
admet  une  ligne  singulière  essentielle,  la  déliiiition  usuelle  di-  riiniformilé  des 
fonclions,  en  \erUi  de  huiuelle  une  fonction  analMiquc  délinie  par  une  série  do 
Taylor  est  uniforme  lorscjuil  est  impossildc  de  trouver  en  aucun  point,  par  des 
prolongements  successifs,  deux  valeurs  diiïérenles  de  la  fonction,  devient  insufli- 
sanle.  l'ar  exemple,  soient  deux  foiu  lions  :  lune  /(x>  uniforme  a\ant  une 
coupure  essentielle  L.  l'autre  g{x)  non  uoilorme  el  deNcnant  uniforme  (|uaiid 
on  lui  donne  cette  même  ligue  L  (omme  coupure  artilicielle.  La  somme  des 
deux  fonctions  a  la  ligue  L  comme  coupure  essentielle,  el  par  suite  devieiil 
uniforme  du  /ail  de  la  saperposition  des  deux  coupures.  On  \<>ii  néaiimoiiiH 
que  cette  uniforiiiilé  est  comme  accidentelle. 

Ainsi  l'on  esi  amené  à  modi/îer  el  à  compléter  la  définilion  de  runiforinité  ile-^ 
fonctions.  (C  (|ui  permettra  de  ne  |)lus  regarder  comme  uniforme  les  lonclions  du 
l^pe  ci-dessus  el  fera  disparaître  la  diflicullé  nientionnéc  (  HoilliL.  .1.  E.  X.,  lî^gj, 
p.  u,;  A.  M.,  l.  \.\IV.  p.  3<i.î). 

C)    Cf.    l-'AnUY.    C.   /?..    l8<)<),    I"  semestre,    p.   7S.    —    IMCAUD.    C.    II.,    IÎ<<(<J.    i"  sc- 

iiic-iirr-.  p.  i<(3.  —  lioitF.L.  A.  /:'.  .\..  iSi)')  et  i8«)<c.  Leçons,  etc..  p.  100 ;  C.  li.. 
iS.,.,.  1'  M-mcslre,  p.  .'Sj:  .1.  M.,  l.  \\l\.  —  Lt  KoY.  A.  T.,  mi<">. 
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La  Iransfoiniylion  des  séries  entières,  même  de  celles  à  rayon 
de  convergence  nul,  en  séries  de  polvnoines  conduit  M.  Horel  à 
définir,  a  prio/i,  des  fonctions  de  v;iri;ible  réelle,  pourvues  de 
(h'-rivées  de  tout  ordre  en  lotit  pomi  tl'un  segment  de  Taxe  réel, 
eoin[)lèleinent  déterminées,  comme  les  lonclions  analvlicpies,  par 
leur  valeur  et  les  valeurs  de  leurs  dérivées  en  un  point  de  ce  seg- 
ment :  les  fondions  analytiques  en  sont  un  cas  |)atlieulier. 

Représentons  par  (M)  nne  pareille  fonction  :  on  [leul  consi- 
dérer des  fonctions  (M)  existant  sur  un  segment  placé  arbitrai- 
rement dans  le  plan,  aussi  hien  (pie  sur  l'axe  réel,  puistpi'une 
transformation  [.r,  (a  -+-  ifj)jc  4-  *'  -h  /o  ]  remplace  un  segment  de 
l'axe  des  x  par  un  segment  arbitraire. 

iJonnons-nous  donc,  en  un  point  arbitraire  tl'aflixe  a^  un  en- 
semble E  de  nombres 

f{a),    f'(a),      ...,     /'"'(a),      .... 

Il  peut  arriver  (pi'il  ii'v  ait  dans  aucune  direction  autour  de  n  de 
fonction  (M)  correspondant  à  cet  ensemble  (l'élude  de  certaines 
séries  en  décidera).  Mais  il  peut  aussi  en  résulter  une  fonction  (M) 
di'Tinie  sur  un  nombre  limité  ou  illimité  de  segments  partant  de  a  : 
alors  on  dit  que  l'ensemble  E  définit  un  élément  de  fonction  (M  ). 

Deux  fonctions  (M)  étant  définies  respectivement  sur  deux 
segments  ayant  un  point  commun,  l'une  e>l  \e  prolon grnicnl  de 
l'autre,  quand  toutes  deux  ont  même  valeur  ainsi  que  leurs  déri- 
vées en  ce  point  eominiiij. 

Une  fonction  (M)  définie  sur  un  segment  peut  ne  pas  exisler 
sur  un  autre  seginenl  rencontrant  le  premier;  mais,  comme  dans 
la  tliéorie  de  \\  eierstrass,  si  le  |)rolongemenl  existe  dans  la  direc- 
tion (le  ce  second  segment,  //  est  uiiKjiie.  13e  plus,  si  la  fonc- 
tion (M)  est,  dans  le  voisinage  d'un  point,  anal\li(|ue  sur  un 
segment,  le  prolongement  existe,  au  moins  dans  le  voisinage  de 
ce  point,  sur  tout  autre  segment,  et  il  coïncide  avec  celui  (pie 
foiiniiL  li;   pi'olongenii'iit  anal  vl  npie  ordinaire. 

\j)pel(nis  ensemble  de  (liolles  dense  dans  tout  le  plan  un 
cnsciiible  A  de  droites  tel  (pie  les  dislaiices  de  (\vu\  points  fpicl- 
coïKpKîS  du  plan  à  une  dioilc  coiiv ciiaMc  de  I  ensemble  soient 
m  f<  rieiin-^  à  iiii  iioiui)re  aibil  !aii("  :,  et  coiisidei  oiis  K'S  segments 
d  un   Ici  ensemble  iiiU'iieiiis  à   un  Llomaine     o  d  un   seul   Icnaiil. 


i.i;  i'U()i.()N(.i  Mi;\r   \^■\l.^TluM;  u'aimils  w  i:ii:ii>tu  vss.  J  ».(( 

Une  fonclion  (M)  sci-a  rc}^artl(-c  comme  dr/iiiir  cl  comme  iini- 
formc  dans  le  domaine  (0,  lors(|ird  cxl^lcra  \\\\v  (onclion  (M) 
snr  lous  les  scf^niciils  d'un  ensctnlilc  A  du  I\|)('  ci-dcssus  inlé- 
rieiirs  à  (D,  el  que  les  ("onclions  (M  )  délinies  snr  deux  segments 
se  coupant  à  l'intérieur  de  (C^  se  |)roloni;eront  Tnne  Taulre.  Une 
brandie  de  fonction  (M)  unifornïe  dans  (O  est  ainsi  complrlenicnt 
délermince  jiar  \\\\  seul  de  ses  élémcnls. 

Cela  posé,  considérons  une  fonclion  (M)  d('-linie  dans  un 
domaine  <0  (;t  une  lonclion  analvti<pie  /  dt'nnie  dans  une  poi"- 
lion  0  de  lO,  d'un  scid  Icnanl;  elles  coïncideront  d.ins  tmilc  la 
région  o,  si  elles  coïncident  ainsi  que  leurs  dérivées  en  un  point 
de  û.  Or  la  fonclion  (M)  traverse,  par  des  passages  inliniment 
étroits,  des  coupures  de  la  fonction  /  :  on  pourra  la  regarder 
comme  |)roloiii;e<inl  celle  fonclion  en  deliors  de  o. 

Cette  théorie  de  M.  l)orel  permet  de  prolonger  des  séries  dont 
le  rajon  de  convergence  est  nul,  et  par  là  de  donner  un  sens  aux 
séries  toujours  divergentes.  C'est  aussi  le  résulial  (pi'ohlient 
M.  Le  Rov  (')  en  introduisant  ses  séries  divergentes  sommables, 
qui  rentrent  dans  la  catégorie  des  séries  asvmploliques  de  M.  Poin- 
caré  :  par  l'emploi  d'intégrales  délinies,  il  fait  correspondre  une 
fonclion  bien  délerminée  à  une  série  enlière  doni  le  ra\on  de 
convergence  est  nul. 


191.  Voici  comment  on  élend  aux  fonclidiis  de  plusieurs 
variables  la  notion   de  prolongement  analvliquc. 

Considérons  une  série  de  puissances  à  indices  mulliples,  j)ar 
exemple  une  série  double  ^  A,A(.i' —  «)'(;  — «/,  convergente 
dans  un  champ  double  formé  |)ar  dcuv  cercles  associés  (C,,,  l'a), 
et  faisons  correspondre  deux  lignes  L  et  A  situées  respectivement 
dans  les  plans  x  et  ^,  et  passant  par  a  et  a.  On  y  parviendra  en 
définissant  ces  courbes  par  des  écpiations  de  la  forme 

/,  i,»-,  'j,  'i/  étant  des  fonctions  convenablement  choisies.  Soient  b 
et  ["i  deux  points  correspondants  des  lignes  \.  et  A,  intérieurs  au 
champ  (C„,ra).  Si  Ton  remplace  la  série  donnée  par  une  série 


(')  IJaiu;r..  .1.  /•;.  .V.,  iS;,f).  p.  79.  «9.  9J.  —  l^i:  l^'V.  .1.  /'..  kj.»..  p.  \u^,  \i-.  ',î(",. 


3:k>  1.1  V.  I.  — ciiM'.  \ . —  i.i:  I'ii()I.()N(.i:.mi:n  r  AN  u.rriiji  i:  d'm'iucs  \vi;ii:hsthass. 

procédant  suivanl  les  puissances  de  ./  —  h  et  ç  —  i^  (')>  i'  pourra 
V  avoir,  parmi  les  champs  doubles  de  convergence  de  la  nouvelle 
sc'rie,  des  champs  cpii  sortent  du  champ  initial,  et  même  de  tous 
les  champs  (C,,,  T»)  (pie  l'on  pouvait  associer  .1  la  première  série. 
En  ce  cas,  la  première  série  sera  regardée  comme  l'élémciif  initial 
d'une  fonction  prolongée  par  la  seconde  série  ou  second  élément. 
Faisons  varier  de  toutes  les  manières  j^ossibles  les  lignes  L  et  A, 
les  points  b  et  ^.  L'ensemble  des  éléments  auxquels  pourra 
conduire  la  répétition  du  procédé  opératoire  indiqué  définira- 
une  Jonction  analytique  de  plusieurs  variables.  Son  domaine 
d'existence  est  formé  des  régions  que  les  cercles  de  convergence 
pourront  recouvrir.  H  a  ^our  frontière  les  points  des  lignes  (L,  A) 
qui  séparent  ceux  c[ue  l'on  peut  atteindre  par  un  nombre  fini 
d'éléments  de  ceux  auxquels  on  ne  peut  parvenir  (-). 

Au  lieu  de  définir  ainsi  a  posteriori  la  fonction  analytique  par 
un.  système  monogcne  de  séries  de  puissances,  on  peut  faire 
abstraction  du  mode  de  génération  de  la  fonction,  et  regarder 
comme  analytique  dans  un  domaine  {'^^.r-,  *^^l)  une  fonction 
bornée,  analytique  par  rapjiort  à  x  dans  (O.,-  ({iiaiid  ;  est  fixe 
dans  tOï,  et  réciproquement  (^). 

Mais  s'il  y  a  entre  les  fonctions  d'une  et  de  [)lusieurs  variables 
analogie  dans  les  définitions,  il  n'y  en  a  plus  dans  les  difficultés 
(pie  présente  leur  étude.  Les  propriétés  souvent  difîèrent  :  ainsi 
les  fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  n'ont  pas  de  singu- 
larités isolées,  et  dès  lors  n'existent  pas  dans  un  conliniuim  arbi- 
traire ;  elles  ont  deux  types  de  singularités  non  essentielles,  etc. 
Nous  y  reviendrons  plus  loin. 


(')  Olte  substitution  est  pcniiiso.   }'oir  p.  ai.'?  ot  ■?.\(),  on  lu<'u  p.  29^. 

(•')  Désignons  par  II  la  limite  sn|)t''iiciirc  îles  ray(iii>  (li>  ci  rcics  C„  (|uanil  los 
raj'ons  des  cci'cics  I'^^  lcu<l(;nt  mts  o,  par  /•  un  nonilnc  positif  rationnel  inlV- 
licur  à  ]{,  par  0  \c  ]ilus  f;rautl  l'ayon  associé  do  /•  (p.  •y.nd).  Les  couples  ( /•,  p) 
foi-mcnt  un  enscnilde.  dénonibrable,  ainsi  ([ue  les  |)oinls  (/^_,  !j  )  à  coordonnées 
rationnelles  des  domaines  \x  —  «  |  <  /•,  |  ^  -  a  |  <  p.  On  peu!  obtenir  toute  la 
fonction  par  les  seuls  élémenls  de  cenli'es  {l/^.,  |i^.  )  (p..'îi3)  et  des  Ims  pai-  une 
infinité  dénoniljrablc  de  sc'-ries. 

(■^)   ('/.  (Js(;oor),  ;!/.  .!..  I.   f.ll.  p.   V":  '■   '"I-  !'•    l'i>. 
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